Ch. 3 :L’ordre dans IR

Partie 2 (opérations et ordre- valeur absolue —encadrement)

1. Ordre et comparaison
Comparer deux nombres réels a et b, c’est chercher a savoir quel est le plus grand
(ou s’ils sont égaux).
Dire que @ < 6 équivaut a dire que @ — 6 < 0.

Ainsi, comparer a et b revient a étudier le signe de a — 0.
exemples : Soient a et b deux nombres réels, comparer a’ + b’ et (a + b)-.

Propriété : Si a< b, alors a +c<b+cet a—c<b-c
Autrement dit, ajouter (ou soustraire) un méme nombre a chaque membre d 'une
inégalité ne change pas le sens de [’'inégalité.

Propriété : Si a< bet ¢ <d alorsa +c <0 +d
En effet, si @ < 4, alors a +c < 0 +c
De plus, si c <d alors 6 +c <6 +d. Onendeéduit a +c <o +d

_______________________ a b
Propriété : Si a <6 et ¢ >0 alors ac <bc et — <™.
c c
a b
Si a<b et c <O alors ac > bc et — >~
c c
Autrement dit, multiplier (ou diviser) chaque membre d 'une inégalité,
- par un méme nombre strictement positif, ne change pas le sens de [’inégalité.

- par un méme nombre strictement négatif, change le sens de [’inégalite.

Propriété : Si a, b, c et dsont des réels positifs tels que a < 6 et ¢ <d] alors ac <
Y, 74

En effet, si @ < 4, alors ac < bc car ¢> 0.

De plus, si ¢ <d alors bc < bd car &> 0. On en deéduit : ac < bd.

Soient a, b et x trois nombres réels. On dit que @ et 6 encadrent x lorsque a< x< 5.

Exercice : xest un réel tel que —1 < x< 2. On pose B =-2r— 3.
Trouver un encadrement de B.




1I. Inégalités sur les carrés, les racines carrées, les inverses

0 est aussi positif et on en déduit que a— b et & et 7 sont de méme signe. D ou
-sia< b alors a—H6<0 donc @ -7 <0 et &7 <X
-SiZ <P alors #—-7<0 donc a—5H<0 et a< b

Autrement dit, deux nombres positifs sont rangés dans le méme ordre que leurs
carres.

Conséquence . deux nombres positifs et leurs racines carrées sont rangés dans le
méme ordre.

Donc \/2 < \/Z équivauta a < 4.

1 1
Propriété : a et 4 étant deux nombres strictement positifs, @ < & équivaut a — > 2
a
1 1 1 1 1 1 0—a
Démonstration : — >~ équivauta ——— > 0.Or~ -~ = et ab> 0, car a> 0
a 0 a 0 a b ab
et 6H>0.
1 1 1 1
Donc ~ — 2 et H— asont de méme signe. Donc ~ — ; > (0 équivauta O—a> 0,
a a

c’estadire a< b

Autrement dit, deux nombres strictement positifs sont rangés dans [’ordre contraire
de leur inverse.

1

Exercice : xest un reéel tel que 2 < x< 5. Donner un encadrement de A = x + ~.
x

III. Comparaison de a, a’ et a’ lorsque a > 0

Propriété : a est un réel strictement positif.
. 3 2 . 3 2
1. Si @a> 1, alors @ >d > a, 2. 5i a<l,alors @ <d <a
les deux membres par
, 3. 2 - 2 3. 2
a> 0) et d’autre part que @ > & (on multiplie par & > 0). Donc @ > & > a.
A ’ 3 2
De la méme fagon, lorsque 0 < @< I, on démontre que @ < 7 < a.

2 3
Remarque - pour a=0 et a=1, a=d =a.



Exercice : xest un réel tel que 3 < x<4. Onpose A =4 —x.
Comparer les nombres A, A” et A°.

1V. Valeur absolue

Définition : La distance entre deux réels x et y est la différence entre le plus grand et
le plus petit. Cette distance est notée | xr— ]/‘ ou encore ‘ V- x| .

| x—]/| se lit « valeur absolue de x moins y ».

Exemples : ® | 3-5 | est la distance entre les réels 3 et 5. Cette distance est égale a
5-3=2

o | -2-3 | est la distance entre les réels —2 et 3. Cette distance est égale
al3—(-2) =5
Interprétation graphique de | X— yl B
Sur une droite graduée d’origine O, notons M le point ~— x 0
d’abscisse x et N le point d’abscisse y.

| x— }/| est la distance entre les points M et N, c’est a dire MN.

Application : Soient A, B et M trois points distincts d’'une droite graduée. On note a,
b et xles abscisses respectives des points A, B et M.

L’égalité | X— a| = | xX—250 ‘ se traduit par MA = MB, avec A, B et M alignés :
cela signifie que M est le milieu du segment [AB].

Exercice : Trouver tous les nombres x tels que ‘ x+ 1 ‘ = 3.
A et M sont les points d’abscisses respectives —I et .x sur une droite graduée :

ar = | o=l = e+ 1]

I 3 A 3 I
Trouver tous les nombres x tels que ‘ xr+1 | =3 p 1 ;
revient donc a trouver les abscisses des points M de _ ) ’
la droite graduée tels que AM = 3.
Les nombres cherchés sont donc : 2 et —4.
b) Valeur absolue d’un réel

Lorsque y =0, | xX— ]/| = | x| . Le nombre réel | x| est alors la distance entre x et
0.

x lorsque x> 0
Donc : | x| = {

-v lorsque ¥ < 0



Exemples : | 5 | =5 car 5 est un nombre positif. | -3 | =3 car -3 est un nombre
néegatif.

Si rest un nombre réel,

,r'?|=,rzcar 2> 0.

Propriétés :
1. Dire que | x| = 0 équivaut a dire que x = 0.
2. | —x| = |x| .

3. Dire que |x| = |]/| équivaut a dire que x =y ou x=-y.

Propriété : a est un réel, 7 est un réel strictement positif.

Dire que | xX— a| < 7 équivaut a dire que x appartient a l'intervalle [a— r; a + 7].

égale a 7; c’est a dire que v appartient a l’ensemble a-rp a @ +r
r r . L J
représenté en rouge sur la figure ci-contre.

Donc | xX— ﬂl < r équivaut a dire que x appartient a [a— r; a+ 7] donc équivaut a
dire que

a—rSxla+r

V. Encadrement d'un nombre.

i. Deéfinition:
Soit x un nombre donné. Réaliser un encadrement de x, c'est trouver deux nombres a
et b tels quea<x<b. Le nombre b-a est l'amplitude de cet encadrement.
Exemples:
Donner un encadrement de 3 d ‘amplitude 1, de = d'amplitude 0, 1.

ii. Encadrement d'une somme, d'un produit.
Régle 1: Si a<b et c<d alors a+c<b+d.
Regle 2: Si 0<a<b et 0<c<d alorsO<ac<hd.

VI. Valeur approchée d'un nombre.

Définition:
Soit a et x deux nombres et ¢ un nombre strictement positif. On dit que a est une
valeur approchée (ou approximation) du nombre x a ¢ pres (ou a la précisione )

lorsque‘x - a\ <eg.



Définition:
Soit a et x deux nombres et ¢ un nombre strictement positif. On dit que a est une
valeur approchée (ou approximation) du nombre x a ¢ pres (ou a la précisione ), par

defaut, lorsqued < X< a+ &. a est une valeur approchée de x a ¢ pres, par exces,
lorsque a-¢ < X < a.



