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AVANT-PROPOS

C'est dans le cadre de la réforme globale du systéme éducatif et selon les développements
enregistrés par le curriculum, que ce manuel a été élaboré. Il s'adresse aux éléves du tronc commun
secondaire qualifiant (scientifique et techmologique) ; il accompagne ainsi une étape cruciale
importante du cursus scolaire des éléves. Cette étape se caractérise par :

- Pacquisition d’un bagage cognitif mathématique permettant 'amélioration de 'apprentissage ;
- L'émergence d’aptitudes et de capacités facilitant I'orientation vers des études appropriées
meilleures.

L’élaboration de ce livre a donc tenu compte des considérations et caractéristiques suivantes :

* Maintien, organisation et perfectionnement des acquis.

e Introduction de chaque chapitre par des activités préparatoires qui incitent I’éléve a I’adhésion
et a 'engagement dans son apprentissage. Ces activités représentent un trait d’union entre les
prérequis et les “nouveaux” savoirs et savoirs-faire.

e Adoption de la démonstration et du raisonnement pour parvenir aux propriétés et a leurs
conséquences et corollaires.

* Consolidation des savoirs et savoirs-faire fondamentaux par le biais d’exemples et d’applications
qui jalonnent la totalité de Pouvrage et qui favorisent la fixation des concepts et leur
affermissement.

® Organisation des connaissances acquises dans un canevas que I’on a convenu d’appeler “points
essentiels” ; cette phase n’est pas une abréviation, ni une réduction du savoir, mais se distingue
par une présentation structurée qui catalyse et aiguise la mémoire.

® Proposition d’exercices résolus et commentés qui conduisent i la confirmation des notions et
leur assimilation 4 travers I'application fonctionnelle, au contrdle du degré d’acquisition et de
la qualité de maitrise aussi bien que l'entrainement i la formulation rigoureuse du
raisonnement.

* Proposition d’exercices et problémes nombreux, diversifiés et catégorisés comme suit :

- Exercices d’application.

- Exercices de renforcement des apprentissages.
- Exercices de synthése.

- Problémes.

Les exercices proposés sont calibrés en fonction des capacités exigibles et sont classés selon leur
degré de difficulté. Dans tous les cas, ces exercices permettent de noter la pertinence et I'efficacité des
outils mathématiques dans des situations variées.

En conclusion, nous souhaitons que ce manuel soit un moyen d’éclairement pour les enseignants
et un outil profitable aux éléves. Finalement, le manuel scolaire reste un instrument pédagogique
efficient que le professeur investit pour réaliser les ambitions auxquelles il aspire.
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Programme de mathématiques du tronc commun scientifique
et du tronc commun technologique

Contenu du programme |

Capacités attendues |

1) Ensemble des nor
d’arithmétique

— Nombres pairs et nombres impairs.

~ Multiples d'un nombre — plus petit multiple commun de deux
nombres.

— Diviseurs d'un nombre — plus grand diviseur commun de deux
nombres.

— Nombres premiers — décomposition d'un nombre en produit de
facteurs premiers.

s IN,Z,ID, @, IR

2) Les ensen
— Ecritures et notations.

- Ensembles de nombres irrationnels.

— Opérations dans IR et propriétés.

- Puissances de 10 ; écriture scientifique d'un nombre décimal.
- |dentites :

(a+b)2;(a—b)2:a2—b2;ai—b%;a%+b?;(a+bp;(a-bp

- Développement et factorisation.

Ensembles de nombres et calcul numérique

Utilisation de la parité et de la décomposition en produit de
facteurs premiers dans la résolution de certains problemes
simples sur les nombres entiers naturels.

* Discemement des relations entre nombres et distinction des

différents ensembies de nombres.
* Détermination de l'écriture convenable d'une expression
algébrigue selon la situation étudiée.

IR

3) Ordre dan: r
— Ordre et opérations.

— Valeur absolue et proprigtés.

~ Intervalles.

- Encadrement et approximation ; approximations décimales.

4) Polynomes
i Présentation d'un polyndme ; égalité de deux polyndmes.
| = Somme et produit de deux polynémes.
- Racine d'un polynéme ; division par x— a.
— Factorisation d'un polyndme.

5) Equations, inéquations e €
— Equations et inéquations du premier degré & une inconnue.
— Equations et inéquations du second degré & une inconnue.
+ Forme canonique d'un trindme du second degré.
+ Equations du second degré a une inconnue.
« Signe d'un Irindme du second degré.
* Inéquations du second degré a une inconnue.
— Systémes :

* Maitrise des différentes techniques de comparaison de deux
nombres (ou expressions) et utilisation de la plus pertinente
d'entre elles selon la situation &tudiée.

* Représentation des différentes relations relatives a 'ordre sur la
droite numérique.

* Connalssance et détermination de |'approximation d'un nombre
(ou d'une expression) & une précision donneée,

* Effectuer des majorations et des minorations d'expressions
algébriques.

* Utilisation de la calculatrice pour déterminer des valeurs
approchées d'un nombre réel.

* Maitrise de la technique de la division euclidienne par x — a.
* Discernement de la divisibilité par x — a.

C—
|

* Résolution d'équations et d'inéquations se ramenant a la
résolution d'équations et d'inéquations du premier ou du second
degré a une inconnue.

* Résolution de systémes du premier degré a deux inconnues en
utilisant les différentes méthodes (combinaison linéaire
substitution ; déterminant).

* Mathématisation de situations comportant des grandeurs
variables en utilisant des expressions, des équations, des

inéquations, des inégalités ou des systémes.

—

* Représentation graphique des solutions dinéquations ou de
systémes d'inéquations du premier degré a deux inconnues et
utilisation du graphique pour régionner le plan et pour la
résolution de problémes simples sur la programmation finéaire.

[ Equation du premier degre & deux inconnues.
«Systeme de deux équations du premier degré & deux |

| inconnues.

| «Regionnement du plan

Il- Géométrie plane

‘ 1) Calcul vectoriel dans le plan
— Egalité de deux vecteurs ; somme de deux vecteurs ; relation de | * Construction d'un vecteur de la forme a G+bv .
chasles. * Exprimer les noti i
Fo : 4 S ions et | ili
_ Muttiplication d'un vecteur par un nombre réel ; colinéarité de | r‘mf:il eclare ehn éciproqiﬁnrf:;ﬂ:éms géometriques en utilisant

deux vecleurs. e ;
— Alignement de trois points ; détermination vectorielle du milieu vecS{glLll!Iron de problémes géométriques en utilisant l'outil
riel.

d'un segment.

2) Projection
— Projection sur une droite, projection orthogonale ; projection sur
un axe.
— Théoréme de Thalés et réciproque.
| = Conservation du coefficient de colinéarité de deux vecteurs.
|
| 3) La droite dans le plan (étude analytique)
— Repére : coordonnées d'un point ; coordonnées d'un vecteur ;
condition de colinéarité de deux vecteurs.
— Deétermination d'une droite par un point et un vecteur directeur ;
représentation paramétrique d'une droite. |
— Equation cartésienne d'une droite ; position relative de deux |

droites.
4) Transformations du plan [
— Rappel : symétrie axiale / symeétrie centrale / translation. * Utilisation de la translation, de 'homothétie et de la symatrie
— Homothétie. dans la résolution de probléemes geometriques.

| = Propriétés caractéristiques de la translation et de 'homothetie ; | » Raconnaitre Iisométrie et la similitude de figures. Utlliser |a
cas de la symetrie centrale. T translation, I'"homothétie et la symétrie. |

— Conservation du coefficient de colinéarité de deux vecteurs ;
distance et fransformations précedentes.

- Images de figures (segment ; droite ; cercle ; angle).

5) Produit scolaire
— Définition et propriétés ; formule trigonométrique ; orthogonalité | * Exprimer la distance et l'orthogonalité au moyen du produit
de deux vecteurs. scolaire,
= OUE"?_IUES aPPifCﬂ"O“S du DFUdH‘1 scolaire. * Utilisation du produit scolaire dans la résolution de problemes.
- Relations métriques dans un triangle rectangle. h 2=l A
B e do b imadiane: Utilisation du Ih_eoreme d'Al-Kashi et du théoréme de la médiane
dans la résolution de problemes.

~ Théoréme d'Al-Kashi,
Ill- Géométrie dans I'espace

[ T = ) T T = =
= Axiomes d'incidence ; détermination d'un plan dans 'espace. | * Beconnaitre et représenter les parties de 'espace dans le plan.

* Percevoir les cas d'analogie et les cas de dissemblance entre
les notions et propriétés de la géoméirie plane et leurs
correspondantes dans I'espace.

* Emploi des propriétés de la géométrie dans I'espace dans la
résolution de problémes extraits de |a réalite.

- Positions relatives de droites et de plans dans 'espace.

= Propriétés de parallélisme et d'intersection,

= Orthogonalité : orthogonalité d'une droite et d'un plan ; plans |
perpendiculaires propriétés de l'orthogonalité et du |
parrallélisme.

— Formules des aires et des volumes des sclides ; prisme droit ;
pyramide réguliére ; cylindre ; cone de révolution ; sphére.
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- Ensemble de définition d'une fonction numérigue.
« Egalité de deux fonctions numériques.
- Représentation graphique d'une fonction numerique.
« Fonction paire et fonction impaire (interprétation graphigue)
— Variations d’une fonction numeérique.
— Valeurs minimales (minima) et valeurs maximales (maxima)
d'une fonction numérique sur un intervalle,
— Représentation graphique et variations des fonctions
suivantes :

a 2 : ax+b
: Saiml x~ax’+bxt+ec ; x S

xeeax?

IV- Fonctions numériques

* Reconnaitre la variable et I'ensemble de définition d'une fonction
définie par un tableau de données, par une courbe ou par une |
expression.

* Lecture de limage d'un nombre et détermination d'un nombre
dont I''mage est dennée & partir de la représentation graphique
d'une fonction.

* Déduire les variations d'une fonction ou les maxima et les
minima & partir de la représentation graphique.

* Utilisation de la représentation graphique pour étudier certaines
équations et inéguations.

* Capacité de tracer la courbe d'une fonction polynéme du second |
degré ou d'une fonction homographique sans le recours au
changement de repére.

* Exprimer des situations extraites de la reéalité ou tirées des
autres matieres en termes de fonctions,

V- Calcul trigonométrique

_—Gercle trigonométrique absds;es -c.urvﬂignes d'un point ;
I'abscisse curviligne principale.

* Emploi de la rigonométrie dans des situations et des problémes |

relatifs au triangle.

— Angle orienté de deux demi-droites de méme origine ; mesures | + Représentation des nombres réels sur le cercle trigonométrique

d'un angle orienté de deux demi-droites de méme origine ;|
mesure principale ; relation de Chasles ; relation entre le degre,
le radian et le grade ; angle orienté de deux vecteurs et ses
mesures.
- Rapports trigonométrique  d'un nombre réel et rapports
trigonométriques d'un angle de deux vecteurs.
* Relations :

2 soal L L _sinx | ; 3
cos*x+sinfx=1 ; = m_wtarrx
+ Rapports trigonométrigues d'un angle de mesure :
0. L. & .15, &
i R T ]

« Relations entre les rapports trigonométriques de deux angles
dont la somme ou la différence des mesures vaut :

0:%;}! mod ulo 27

- Représentation graphiques des fonctions sin et cos.
— Equations et inéquations trigonométriques fondamentales :

sint=a cosx=a tanx=a

sinx=a cosx=a ; fanx=a

sinx=a , cosxs=a ; tanxsa
- Angles inscrits ; quadrilatéres inscriptibles.
—Rela!ionta'

gas D © -1 e
e sinB ~sinC — 2" SEamens § 8=py

- Tableaux statistiques.
~ Effectifs et effectifs cumulés.
=P e ; fréquences cumulées.

o Flspréssmanm graphique histogramme.
-Qﬁ__ru_ctéristiques de position : moyenne arithmétique ; médiane ;

en utilisant la notion d'abscisse curviligne.

* Résolution des équations et inéquations fondamentales et
représentations des solutions sur le cercle trigonométrique.

* Vérification des formules trigonométriques de base en utilisant le
cercle trigonométrique.

* Découverte des phénoménes périodiques dans la réalité en
utilisant les fonctions sinus et cosinus.

* Emploi de la calculatrice scientifique pour déterminer une valeur

approchée d'un angle défini par l'une de ses lignes

trigonométriques et réciproguement.

* Capacité de tracer la courbe de chacune des fonctions sin et cos
et l'exploiter dans la compréhension et la consolidation des
notions de périodicité, de parité, de monotonie...

VI- Statistiques

* Organisation de données statistiques.

* Lecture de graphiques statistiques et son interprétation.

* Interprétation des caractéristiques de position et de dispersion.
* Distinguer les différentes caractéristiques de position

* Distinguer les différentes caractéristiques de dispersion.

Ensemble des nombres entiers naturels

Notions d’arithmétique

Activités préparatoires 10
Définitions et régles 13
Points essentiels 17
Exercices résolus 18
Exercices et problémes 19

Capacités attendues

Utilisation de la parité et de la décomposition en produit
de facteurs premiers dans la résolution de certains
problémes simples sur les nombres entiers naturels

@® Activités préparatoires  Opération sur les diviseurs
| @ Nombres pairs et nombres impairs = Nombres P : s e
@ Multiples d'un nombre entier naturel uDé lon dun bt
@ Plus petit multiple commun de deux W“"‘" en produit de futmulp(fmm
nombres u Diviseurs de deux
# Diviseurs d’un nombre entier naturel aPlus grand diviseur commun de deux
o Nombres premiers nombres
@ Plus grand diviseur commun de deux = Multiples communs de deux nombres.
nombres wPlus petit multiple commun de deux
nombres

@ Définitions et régles

w Nombres pairs ¢t nombres impairs @ Points essentiels

m Opération sur les nombres pairs et
impairs

@ Multiples d'un nombre entier naturel

m Opérations sur les multiples

@ Diviseurs d’un nombre entier naturel

@ Exercices résolus

@ Exercices et problemes
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m Nombres pairs et nombres impairs

1) Parmi les nombres suivants, déterminer les multiples du nombre 2 :

=[]

2) Tout nombre entier naturel multiple de 2 est un nombre pair.
| Tout nombre qui n'est pas pair est un nombre impair.
Déterminer, parmi les nombre suivants, ceux qui sont pairs et ceux qui sont impairs :

ou n est un nombre entier naturel.
3) a- Montrer que le produit de deux entiers naturels consécutifs est un nombre pair.
b- En déduire que, pour tout entier naturel n, le nombre = n* + 7n + 13  est impair.

m Multiples d'un nombre entier naturel

1) Parmi les nombres suivants, reconnaitre les multiples du nombre 3 :

‘ ! 78 | ‘ 34 x6 ‘ | 104 ‘ ‘ 102 + 39 ‘ [34ﬂ21 J

2) Si m et n sont deux nombres entiers naturels vérifiant la relation m = 7n,
que peut-on en déduire ?

3) Si x, y et z sont des nombres entiers naturels vérifiant la relation x . y = z,
que peut-on en déduire ?

Un fleuriste dispose d'un certain nombre de roses :
74 roses blanches, 111 roses jaunes et 185 roses rouges.

Le fleuriste veut former des bouquets contenant tous le méme nombre
de chague sorte de roses:

1) Combien de bouguets peut-on former ?
2) Quel est le nombre de roses dans chaque bouquet ?

m Plus petit multiple commun de deux nombres

@ 1) Ecrire les cing premiers multiples du nombre 6.
2) Ecrire les cing premiers multiples du nombre 8.
3) On remarque que le nombre 24 est un multiple de 6 et 8.
On dit que 24 est un multiple commun des deux nombres 6 et 8.

|
mb& des nomibres entiers naturels - Notions d'avithmdtigue
1

a- Citer un autre multiple commun des deux nombres 6 et 8.
b- Peut-on déterminer tous les multiples communs des deux nombres 6 et 8 7
4) Le nombre 24 est le plus petit multiple non nul des nombres 6 et 8.
Le nombre 24 est appelé le plus petit multiple commun des deux nombres 6 et 8.
on écrit 6v8=24 ou M(6, 8) =24
Déterminer le plus petit multiple commun des deux nombres dans chacun des cas suivants :

r15et30 ‘ ‘ Set?J r123t9 I

Dans une salle de festivités, le nombre de chaises est
compris entre 400 et 500.

Si on place les chaises par rangées de 20, il reste 10 chaises.
Si on les place par rangée de 15, il reste 10 chaises aussi.
1) Quel est le nombre de chaises dans la salle ?

2) Si on range les chaises de telle sorte que le nombre de chaises par rangées soit compris entre
12 et 20, quel est alors le nombre de rangées ?

m Diviseurs d’un nombre entier naturel

R
1) Le nombre 15 est un multiple de 5. on dit aussi :
* 5 est un diviseur du nombre 15. 5 oot duialiEt
* 5 divise le nombre 15, sly=ks y
15 est divisible par 5. L
Citer quelques diviseurs des nombres suivants : plaae -'1.;

2R P8 28 | [ 10 | [6x102 | [2(a+2) | (aétant un entier naturel

2) Si m et n sont deux nombres entiers naturels vérifiant m = 5n, que peut-on en déduire ?
3) Si x, y et z sont des nombres entiers naturels vérifiant la relation z = xy,

que peut-on en déduire ?
4) Si a divise 6 et 6 divise a, que peut dire de aet6 ?

Un établissement scolaire a organisé une excursion & Rabat le jour x du mois y de I'année (1900 + z).
Ont participé & ce voyage 90 éléves en compagnie de b enseignants & bord de a bus.
Sachant que le nombre d’enseignants dépasse le nombre de conducteurs par 1 et que 90 + xyzab = 34800,
trouver la date de I'excursion, le nombre de bus et le nombre d'enseignants.

Ensemble des nombres entiers naturels — Notions d'arithmétique ‘




[ m Nombres premiers

1) Trouver les diviseurs de chacun des nombres suivants -
2] [0 31 [ [

2) On remarque que tout nombre, parmi les nombres précédents, admet
deux diviseurs exactement,
Tout nombre, parmi ces nombres, est appelé nombre premier
Ecrire tous les nombres premier plus petits que 5.

3) Les nombres 1 et 0 sont-ils premiers ? Pourquoi ?

4) Le nombre 187 est-il premier ? Pourquoi ?

Soient p et g deux nombres premiers tels que:p<q et 3<q.Onposen=p+q
1) Montrer que n n'est premier.
2) Déterminer le plus grand diviseur de n, qui est différent de n,
3) Montrer que tout diviseur du nombre n (autre que n) est plus petit que q.
4) p est-il un diviseur de n ?

‘ m Plus grand diviseur commun de deux nombres

@ 1) Determiner tous les diviseurs du nombre 12,

2) Déterminer tous les diviseurs du nombre 18.

3) On remarque que 2 est un diviseur des deux nombres 12 et 18. On dit que 2 est un
diviseur commun des nombres 12 et 18.
Citer un autre diviseur commun des deux nombres 12 et 18.
Quel est le plus grand parmi les diviseurs communs des deux nombres 12 et 18.

4) Le nombre 6 est le plus grand diviseur commun des deux nombres 12 et 18.
Le nombre 6 est appelé le plus grand diviseur commundes nombres 12 et 18.

Onécrit 12a1B=86 D(12,18)=6 ou A(12, 18) =6

5) Déterminer le plus grand diviseur des deux nombres dans chacun des cas suivants :

|

@ Un ouvrier dispose de deux barres de fer, Ia longueur de la 1&re barre est 252cm ; la longueur de la 2éme |

[ |

Fsetzo ‘

barre est 396cm.

Il veut les diviser en morceaux de méme longueur de telle sorte que

la longueur de chaque marceau soit comprise entre 10cm et 20cm.
1) Quel est la plus grande longueur possible de chaque morceau ?
Quel est le nombre de morceaux ?
2) Quel est la plus petite longueur possible de chaque morceau 7
Quel est alors le nombre de morceaux 7

ax EEEDRREDANAEN)

|

—

_— 0 000
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O Nombres pairs et nombres impairs

~ <Tout nombre entier naturel multiple de 2 est appelé nombre pair.
+ Tout nombre entier naturel qui n'est pair est dit impair.
- Le nombres pairs sont les nombres qui s'écrivent sou la forme 2k ou k est un

nombre entier naturel.
« Les nombres impairs sont les nombres qui s'écrivent sous la forme 2k + 1 ol k
est un nombre entier naturel, ou sous la forme 2k — 1 ou k un nombre entier

naturel non nul.

Exemples et applications §

B 2004 est un nombre pair.
B 2005 est un nombre impair.
B soit a un nombre entier naturel non nul et différent de 1.
*Onpose A=2a-3 et B=4a+2
Ona:A=2a—-2-1=2(a-1)-1.Enposantk=a-1,
alors A = 2k — 1 ol k est un nombre entier naturel non nul. Donc A est impair.
*Ona:B=4a+2=2(2a+1). Enposantk’'=2a+1,
ona: B =2k ol k' est un entier naturel.
Donc B est pair.
B Soit n un nombre entier naturel. Etudier la parité des deux nombres A et B tels
que:A=n{n+1) ; B=n”+3n+4

@ Opérations sur les nombres pairs et impairs

| solent a et b deux nombres entiers nalturels tels que a = b.

+ Si a et b sont pairs, alors a + b et a — b sont pairs.

« Si a et b sont impairs, alors a + b et a — b sont pairs.

+ Sj I'un des deux nombres a et b est pair et I'autre impair, alors a + b et a — b sont
impairs.

« Si I'un des deux nombres a et b et pair, alors ab est pair (quelle que soit la parité
de l'autre).

« Si a et b sont impairs, alors ab est impair.

Exemples et applications I§

M Soit n un nombre entier naturel. On pose A = n(n + 1) +2(n" + 1) + 1.
n(n + 1) est pair. Par ailleurs, 2(n® + 1) +1 est un nombre impair.

B Montrer que si (a est pair et a + b est impair), alors b est impair.

n(n + 1) est le produit de deux nombres entiers consécutifs dont I'un est pair ; donc

Il s’ensuit que n(n + 1) + 2(n® + 1) + 1 est un nombre impair c'est-a-dire A est impair.

+Pour qu'un nombre entier
naturel solt pair, il suffit que
son chiffre d'unités soit 0,
2,4,60u8.

- Pour qu'un nombre entier

solt impair, il suffit que son
chiffre des unités soit 1, 3,
5 7,0u9.

+Etudier la parité d'un
nombre entier naturel c'est
savoir et préciser si ce
nombre est pair ou impair,

Remarques

<a e b sont consécutifs
signifie que :
b=a+1oua=b+1

-8l a et b sont deux entiers
conséeutifs, alors :

ab est pair,

a + b et a — b son impairs

(en supposant que a est
plus grand que b);

‘u,."

ble des bres entiers
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m est multiple de b
signifie que
m = bn
ot n est un nombre ‘
entier naturel

Exemples et applications J

| M 82 est un multiple de 41 car 82 = 41 x 2. |
33 est un multiple de 11 car 33 = 3 x 11. |

| 33 est aussi un multiple de 3.
@ Montrer que 12 x 15 est un multiple de 30, | ‘

© Sib estun multiple de a et c est un multiple de b, alors ¢ est un multiple

| Exemples et applications B}
L —— 0 est multiple de tous les

| B e nombre 12 est un multiple du nombre 4, et le nombre 24 est un multiple de 12 ; entiers naturels |
donc 24 est un multiple du nombre 4.

| B Soient a et b deux entiers naturels, | |

| Montrer que si a est un multiple de b?, alors a est un multiple de b. | |

g Opérations sur les multiples

| ~ Remarques-

| +Tout nombre entier naturel
a est un multiple de |ui-
méme et de 1

Rl HCEN  Soient a, b et ¢ des entiers naturels.

* Si'b et c sont des multiples de a etb = ¢, alors b + ¢ et b — ¢ sont des multiples de a.
* Si b est un multiple de a, alors be est un multiple de a.

| Exemples et applications i

‘ B 15 est un multiple de 3, et 6 est un multiple de 3 ; donc 21 est un multiple de 3 |
(puisque 15 + 6 = 21).
‘ & Montrer que si b et ¢ sont des multiples de a, alors 2c + 3b est un multiple de a. |

@) Diviseurs d’un nombre entier naturel |

Ecriture

a est un diviseur
de b &'ll existe |
un nombre entier
turel g tel que ‘
b=aq

Multiple

On dit que le nombre entier naturel a est un diviseur de b si b est un
multiple de a c'est-a-dire si :

-l existe un entier naturel g tel que b = aqg

Si a est un diviseur de b, on dit aussi que : |
- adivise b.

* b est divisible par a. |
~ *best un multiple de a. |

Ensemnble des nombres entiers naturels - Notions d‘arithmétiqe

Exemples et applications B

@ 12 est un diviseur de 36. 36 est un multiple de 12.
@ Déterminer Tous les diviseurs du nombre 108 et calculer leur somme.

@B Opérations sur les diviseurs

REUEE - Soient a, b et ¢ des nombres entiers naturels.
= 5i a est un diviseur de b et de ¢, et b = ¢ alors que est un diviseurdeb+cetdeb—c. ||

* Si a est un diviseur de b, alors a est un diviseur de be.
=

diviseurs,

Exemples et applications B

8 e nombre 31 est premier parce qu'il admet exactement deux diviseurs qui sont

1 et 31,
Le nombre 6 n'est pas premier parce qu'il a plus de deux diviseurs (1, 2, 3, 6 sont

les diviseurs de 6).
M Soient x et y sont deux nombres premiers tels que x + y est impair.

Montrer que (x =2 ou y = 2),
Décomposition d’'un nombre non premier en produit de
facteurs premiers

Introduction

80 est un nombre non premier.
Ona:60=10x3x2=2x2x3x5

Il y a des produits égaux & 60.

Le produit 2 x 2 x 3 x 5 a tous ses facteurs premiers

On dit que 2° x 3 x 5 est la décomposition du nombre 60 en produit de facteurs

premiers.

" Tout nombre entier naturel non premier et supérieur & 1 peut étre

Propriété }
décomposeé en produit de facteurs premiers.

Exemples et applications I

B | ecriture 22« 3 x S estla décomposition du nombre 60 en produit de facteurs premiers.
| Décomposer les nombres suivants en produits de facteurs premiers : 270 ; 180 ; 32.

a divise b signifie
que b = ka.
a divise c signifie
quec: k'a.
Done :
b+c=(k+k)a
b-c=(k-kla
Ainsi adivise b + ¢
etb-¢c.

‘Le nombre 1 n'est pas
premier parce qu'll admet
un seul diviseur.

-pestpremiersipzietp
admet deux diviseurs qui
son 1 etp.

Methode

Il y & une méthode pratique
de décomposition d'un
nombre en produit de
facteurs premiers :

60 2

30| 2

15| 3

6(5




commundeaeth

- 4 | s'll existe deux nombres
nombres a et b si d est un diviseur de chacun d’eux.

entiers naturels k et k'
teis que :
[l Exemples et applications I | a=kd et b=kd

B _esdiviseurs de 12 sont1,2,3, 4,6, 12,
— Les diviseurs de 18 sont 1,2,3 6 g, 18. |

— Les nombres 1, 2, 3, 6 sont les diviseurs communs des deux nombres 12 et 18, 1 est un diviseur
| B Déterminer les diviseurs communs des deux nombres 18 et 150. | commun & deux
10", Plus grand diviseur commun de deux nombres queicongues.

SUIUCLN  Le plus grand diviseur commun de deux nombres entiers naturels a et
b est le plus grand entier parmi les diviseurs communs des nombres a et b : on le

note généralement aab ou Aa;b) .

Le plus grand diviseur
commun des nombres
s e 4 TR
On ditque 11 et 4
B - Les diviseurs de 30 sont 1, 2, 3, 5,6, 10, 15, 30. Sont premiers
| — Les diviseurs de 12 sont 1, 2, 3, 4,6, 12. | entre eux.

- Le plus grand diviseur commun des deux nombres 30 et 12 est 6 :
‘ donc: 30a12=6 [A(30;12)=6] _
B Déterminer15475 : 13414 - 27 236 ;

%; Multiples communs de deux nombres ‘

Definition

~ Ontdit qu'un nombre entier naturel m est un multiple commun des deux
nombres a et b si m est un multiple de chacun d'eux.

‘ Exemples et applications | |

P 36 estun multiple commun de 6 et 4 (car 36 =9 x 4 et 36 = 6  6).
B Déterminer les multiples communs des nombres 25 et 15, et qui sont inférieurs a 200.

m est un multiple
commun des nombres
a et b signifie que

| m=ka=k'b
ot k et k' sont des

@2, Pius petit multiple commun de deux nombres

" Le plus petit multiple commun de deux nombres entiers naturels a et b est le nombres entiers
[t

Plus petit multiple commun non nul de a et b ; on le note généralement avb ou M(a; b).

| multiples non nuls de 4 sont 4, 8, 12, 16, 20, ... |
* Les multiples non nuls de 6 sont 6, 12, 18, 24, 30, ...

* Le nombre 12 est le plus petit multiple non nul de 4 et 6 sdonc Bv4 =12.

Déterminer 15v25 , 24v18 et 5v 7. '

Enseimble des nomires entiers patrels - Nations d'arithmétique

@ Nombres pairs et nombres impairs

a est un nombre entier naturel.

/ \
~ & s'écrit sous la forme ~—

a est un nombre pair

‘ a =2k + 1 o0 k est un entier naturel

. —
- un nombre impair ‘ —a s'éerit sous la forrm? b
1 ¢ _ _]

=

‘ a = 2k ol k est un entier naturel

9 Multiples d’un nombre entier naturel

m est un nombre entier naturel.

m est multiple du nombre entier naturel b.

- >

@D Diviseurs d’un nombre entier naturel

m=kb ol k est un entier naturel |

d est un diviseur du nombre b b=kd ouk estun entier naturel

d est nombre entier naturel.

@ Nombres premiers

p est un nombre entier naturel.

oo |
9 Plus grand diviseur commun de deux nombres
d, a et b sont des entiers naturels.

deest le plus grand diviseur commun
Q Plus petit multiple commun de deux nombres

deaeth
m, a et b son des entiers naturels.

|' m est le plus petit multiple commun
9 Décomposition d’un nombre non premier en produit de facteurs premiers

d divise a, d divise b

mestun muftiple de aetdeb
' mest le plus petti _rnuhipla nonnulde aetb

deaetb

Tout nombre entier naturel non premier et supérieur & 1 peut étre décomposé
en produit de facteurs premiers ]

d estle plus grand parmi les diviseurs de a et b

paexmtementdatmdivisaurs1eth

]
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Parté ot imparite

Soient m et n deux nombres entiers naturels tels gue m > n.
1) Mantrer gque m — n @st m + n ont la méme parité.
2) Déterminer les nombres entiers naturels x et y qui vérifient : ‘
L-y=12

- Noter que si la somme de deux nombres est un
mombre pair, alors ces deux nombres sont de ‘
méme parité ; et si leur somme est un nombre

impair, alors ils sont de parités différentes.
~ Remarquer que : (m + ) + (m ~ ) = 2m. ‘

1) Supposons que m — n est pair.

Done il existe un nombre entier naturel k tel que m —n = 2k
Or (m + n) + (m—n) = 2m ; par conséquent |
m+n=2m - (m-n) = 2m — 2k

c'esl-a-dire m +n = 2(m — k)

Il s'ensuit que m + n est pair. ‘
De la méme fagon, on établit que si m — n est impair,

alors m — n est impair.

2) Déterminons x et y tels que : ¥ —y* = 12 ‘
“oy=12 signifie (x=y) (x+y)=12
Comme1x12=2x6=3x4=12, |
X=Y=x+¥ et (x—y) et (x+y) ont la méme parité, ‘

alors {x—y=2
x+y=6

c'esl-a-dire : {JE =4 |
y =

Tl vhegi Tzl m icte u- ¥ prewe
Une place publique est rectangulaire de dimensions en métres
240 et 320.

La commune décide de placer des poteaux électrigues le long du
pérfméim de la place de telle sorte qu'un poteau soit posé dans
chaqgue coin de la place et que les poteaux soient séparés par la
méme distance.

Ensemble des nombres entiers naturels - Notions dlarithmeétique

| 2) Quel est le nombre de poteaux nécessaires & I'éclairage de la ‘

| 1) La plus grande distance que I'on peut laisser entre deux

2) Le périmétre de la place est [(240 + 320) = 2Jm

‘ 3) Les diviseurs communs des nombres 240 et 320 sont :

1) Quelle est la plus grande distance qui doit séparer deux
poteaux sachant que la distance entre deux potealix est un
nombre entier naturel.

place dans ce cas ?

3) Quelles sont les distances supérieurs a 15 métres que peut |
laisser la commune entre deux poteaux successifs 7 Calculer,
dans chaque cas, le nombre de poteaux nécessaires a
l'opération.

poteaux conseécutifs est le plus grand diviseur commun des
nombres 240 et 320. |

Or 240=2°x3x5
et 320=2x5
par conséquent 320 A 240 = 80

d'ol : la plus grande distance que I'on peut laisser entre deux
poteaux consecutifs est B0m

c'est-a-dire 1120m.

Le nombre de poteaux nécessaires & |'éclairage, dans le cas
ou la distance entre deux poteaux consécutifs est 80m, vaut
1120 : 80, c'est-a-dire 14 poteaux.

1,2, 4,5, 8,10, 16, 20, 40, 80.
Les distances supérieures a 15m que peut laisser la
commune entre deux poteaux consécutifs sont :

16m, 20m, 30m, 40m ou 80m. |

a) Sion laisse 16m entre deux poteaux, le nombre de poteaux
sera: 1120 :16 =70

b) Si on laisse 20m entre deux poteaux, le nombre de poteaux
sera : 1120 : 20 = 56

c) Si on laisse 40m entre deux poteaux, le nombre de poteaux
sera ! 1120:40=28

d) Si on laisse BOm entre deux poteaux, on sait, d'aprés la

< E
AL

iR

1) Déterminer les nombres pairs et les nombres impairs
par les nombres suivants :

Montrer que le nombre a est un multiple du nombre b dans
chacun des cas suivants :

1) a=3333 o b=33
2) a=142128 et b=7.
3) a=7"+3 et b=10.
4 a=8+5" et b=13

77% 4 a3° : 15684 3 491 + 483 il
gii=e " o o=@ ke 0
88* + 53° : 1234567 x 200002

question 2), que le nombre de poteaux nécessaires est : 14.

soit n un nombre entier naturel,
Déterminer les nombres pairs et les nombres impairs parmi

Soient x, y, et z des nombres entiers naturels tels que :
« x est multiple de y.
»y est un multiple de z.

Que peut-on dire de »* et 2° 7

les nombres suivants :

o

Soit A un nombre de deux chiffres : A = Xy

(A est le nombre dont le chiffre des dizaines est x et dont le
chiffre des unités est y)

Sait B le nombre dont le chiffre des unités est x et dont le
chiffre des dizaines esty : B = yx

Montrer que : A + B est divisible par 11.

Bi+6 | . [Bn+7 | |4n+2|;|2r|+3[i
[ 10n+5 [ 5 [nst)-@2n-1) |
| (n+2) (n+3) | : | 2 +4n+5 |
[[2008 n+ (2005F | ¢ [ @n+1-4n-1 |

x est un nombre entier pair, y est un nombre entier naturel. @

a) Montrer que 120 x 28 est multiple de 5 = 24.
b) Montrer que 15 x 750 est un multiple de 257 x 3.

1) Que peut-on dire de la parité de y dans chacun des deux
cas suivants : b
a) x + y est pair s

2) Montrer que xy est pair, quel que soit le nombre entier y.

b) x + y est impair

Soit n un nombre entier naturel.
Montrer que les nombres suivants sont des nombres
impairs :

A=n"+13n+17

B=n"-=n+1

C=(2n+2°—(2n+ 17

o Soit m un nombre entier naturel.

a) Montrer que si m est pair, alors m? est pair.

b) Montrer que si m est impair, alors m? est impair,
¢) Si m* est pair, montrer que m est pair.

d) Si m® est impair, montrer que m est impair.

Calculer le plus petit multiple commun des nombres a et b
dans chacun des cas suivants :

1) a=7 et b=35
2) a=6 et b=18.
3) a=25 et b=100
4y @g=12 et b=4

1) Montrer que 231 es un multiple de 33.
2) Montrer gue 231 es un multiple des nombres 7, 21 et 77.

Calculer x ay dans chacun des cas suivants :

1} =x=5 e y=2
2) x=8 ot iy =5
3) x=3 et y=4
4) x=13 et y=10.
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Calculer le plus grand diviseur commun des nombres a et
b dans chacun des cas suivants :

1) a=7 e b=21
[ 2) a=6 e b=30
B a=2 o b=12

4 a=20 e b=80 @

1) Calculer x vy et x ay dans chacun des cas suivants : |

a x=13 et y=17

b) x=3 e y=4
c) x=5 e y=15
y =50

‘ d  x=25 et

2) Comparer (xvy)(x ay) et xy dans chaque cas
précédent.

i@ 1) Déterminer le plus grand diviseur commun des nombres @
x et y dans chacun des cas suivants :

a) x=540 et y=2336
b) x=252 et y=315
y=26

2) Déterminer Tous les diviseurs communs des deux
nombres 540 et 336, puis des deux nombres 252 et 315.

c) x=14 @t

1) Décomposer les deux nombres 1386 et 4620 en produit
de facteur premiers.
2) En déduire le plus petit multiple commun des deux
nombres 1386 et 4620.
1) Décomposer les deux nombres 2520 et 3150 en produit
de facteurs premiers.
2) En déduire le plus grand diviseur commun des deux
nombres 2520 et 3150.

D

® 23

| Nombres premiers

. @ a) Le nombre 1 n'est pas premier. Pourgquoi ?
b) Le nombre 0 est-il premier ? Pourquoi ?
@ a) Combien existe-t-il de nombres pairs et premiers ?
b) Combien existe-t-ii de nombres multiples de 7 et
premiers 7

Déterminer tous les nombres entiers naturels premiers et
Plus petits que 20.

@ a) Est-ce-que tout nombre impair est premier ? Pourquoi ?
- 8_} Est-ce-que tout nombre premier est impair ? Pourquoi ?

Ensemble des nombres entiers watwrels - Noti

Exercices de renforcement

des apprentissages

Nombres pairs et impairs

soit x'un nombre entier naturel.

1) Développer (x + 1)° — %,

2) En déduire que tout nombre impair est la différence de
deux carrés consécutifs. |

3) Ecrire 17 et 2005 comme différence de deux carrés
consécutifs.

4) Ecrire n® + n + 7 comme différence de deux carmés |
consécutifs, aprés avoir vérifié que n® + n + 7 est un
nombre impair.

Soit n un entier naturel.

Onpose:A=(-1)"+(-1)""%4+ 2

Caleuler A selon la parité de n.

8, b et ¢ sont des nombres entiers naturels.
Onpose : E=(-1)"+(-1)° + (1) + 3.
Dans quel cas a-t-on ; ‘

1)E=07 ; 2YE=17
3)E=27 . 4E=37 |
5)E=47 f 6)E=57 v 7Y E=67

Soit n un nombre entier naturel. |
Onpose:F=n{n+1)+(n+1)(n+2) +(n+2n. |
1) Mentrer que si n est pair, alors F est pair,

2) Montrer que si n est impair, alors F est impair. |

Multiples et diviseurs |

Le nombre entier naturel N de trois chiffres, dont le chiffre |
des unités est z, dont le chiffre des dizaines est y et dont le
chiffre des centaines est x, sera désigné par : N = Xyz
Onaalors: N=Xyz =z + 10y + 100x
1) Montrer que si xyz > Zyx, alors xyz —zyx estun
multiples de 99.
2) Montrer qui si x + y +z =9, alors xyz est divisible
par 9.
3) Montrer que si y = x + 2, alors Xyz est divisible par 11 ‘

Mettre le chiffre convenable & la place du point pour obtenir
un nombre divisible par 2 et par 9 simultanément dans

| chacun des cas suivants :
e
On donnera toutes les solutions possibles.

54+ ; B+1-

Mettre les chiffres convenables a la place des points pour |

avoir des nombres divisibles par2et3 et 5 :
45+ | I 66" 22+ 527

1) Encadrer les nombres suivants par deux multiples
consécutifs du nombre 9 :
30 123 T 49.

2) Encadrer les nombres suivants par deux multiples
consécutifs de 7 :
27 ;| 53

102 ; 146

3@ suivants :
a)8n<90<8(n+1)

b) 5n <32 < 5(n +1).

@ Déterminer cing multiples communs des deux nombres x
et y dans chaque cas :

a)x=126 el y=300
b)x=186 et y=124
¢} x=15 et y=21
djx=27 ety=18

Plus petit multiple commun
Plus grand diviseur commun

@ 1) Caleuler le plus grand diviseur commun et le plus petit
multiple commun des nombres 225 et 270.

| 2) Diviser chacun des deux nombres 225 et 270 par 9 :
puls calculer le plus grand commun diviseur et le plus

petit commun multiple des quotients obtenus des deux

divisions.

Que remarque-t-on 7

@ 1) Déterminer d = 204 A170
2) Diviser 204 et 170 par d.

3) Tmuvsl r le plus grand diviseur commun et le plus petit
multiple commun des quotients obtenus. Montrer que
les quotients obtenus sont premiers entre eux.

Déterminer le nombre entier naturel n dans chacun des cas |

Onposea=8x9x5 et b=100
1) Calculer a ab et avb
2) a) Calculera®ab® et a®v b*
b) Calculer (a ab)® et (avb)®

3) Que remarque-t-on ?
@ 1) Déterminer le plus petit multiple commun des nombres 9
et 15.
2) En déduire le plus petit nombre entier naturel non nul
dont le reste de la division par 45 est égal 4 7.

On considére deux nombres entiers naturels a et b tels que :
ab=2880 et anb=24

36

1) Détermineravhb.

2} Quels sont les facteurs premiers communs aux deux
décompositions, en produit de facteurs premiers, de a
etb ?

3) En déduire a et b.

a et b sont deux nombres entiers naturels tels que :
asb=18
1) Déterminer tous les diviseurs communs de a et b.
2) Quels sont les facteurs premiers communs & a et b.
3) Sachant que ab = 972, déterminer avb .
En déduire a et b.

On peut répartir les employés d'une société sur de grands
bureaux de 24 employés ou sur des bureaux de 28
employés, ou sur des bureaux de 36 employés.

Déterminer le nombre d'employés de cette société sachant
qu'il est compris entre 1500 et 2000.

Un phare, au bord de la mer, envoie un signal lumineux
rouge toutes les 10 secondes et un signal lumineux vert
toutes les 14 secondes.

D

Sachant que les deux signaux (rouge et vert) sont émis |
simultanément & sept heures du soir, répondre aux
questions suivantes :

1) Aprés combien, de temps, les deux signaux seront
envoyés de nouveau simultanément ?

2) Combien de fois les deux signaux seront émis
simultanément entre 7h du soir et 8h 30mn du soir 7
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Soit x un nombre entier naturel premier différent de 2.

‘ Montrer que x+ 1 n'est pas premier.

‘0 a) Citer deux nombres entiers naturels premiers différents
de 2 puis calculer leur somme.

‘ b) Cette somme est-elle un nombre premier ?

c) Soient x et y deux nombres entiers naturels premiers
| felsque x 22 ety =2,

monter que x + y n'est pas premier.

@ Notons que :

5=4x1+1
13=4x3+1
17=dx4+1

| Chercher tous les nombres entiers naturels premiers plus
petits que 100 et qui vérifiant la propriété précédente.

Determiner tous les nombres premiers p inférieurs & 100 st
qui sont tels que : p — 1 est un multiple de 6,

|
@

Soient a, b et ¢ des nombres entiers naturels impairs.
| 1) Montrer qu'il n'existe pas de nombre enier relatif x
tel que s ax® + bx +¢=0

| 2) Montrer qu'il n'existe pas de nombre rationnel y tel que : |
1 ay’ +by+c=0

|  Multiplesetdiviseurs |
@ 1) Déterminer les diviseurs du nombre 28, |

2) Montrer que la somme des inverses des diviseurs de 28,
est un nombre entier naturel. |

1) Déterminer tous les diviseurs de 15. |
‘ 2) En déduire tous les nombres entiers naturels x et y qui
vérifient : (x + 3) (y + 2) = 15
| 3) Déterminer tous les nombres entiers naturels x et % ‘
telsque:xy+3x+y=12
Déterminer deux nombres entiers naturels non nuls x et ¥
tels que : ‘
‘ y—x=357 |

1) Montrer que pour tout nombre entier naturel non nul P,
le nombre 2° est pair. |

\@

2) Montrer que si x est un nombre entier naturel tel que
2" =1, alors x = 0. |

@ Soient x et y deux nombres entiers naturels tels que :
x22 et 2724 7% L 6" = 16844, ‘
1) Monter que :
278 (1+4x3)=16844 — 7" ‘
2) Montrer que 16844 — 7% * ! est un nombre impair.

3) En déduire que x = 2 Ppuis déterminer la valeur de y.

(46

Soient a et b deux nombres entiers naturels tels que a est
pair et b impair.

Montrer qu'il n'existe pas de nombre entier relatif x tel que :
ax+b=0

@ Déterminer un nombre entler naturel n de trois chiffres ‘

'@

tel que 3n se termine par 491.

Soient m et p deux nombres entiers naturels tels que m=p. |
Montrer que :
a) (m + p)* — p* est un multiple de p. ‘
b) (m +p)® + (m — p)® est un multiple de 2m. ‘

Le nombre d'éléves dans une école est un nombre entier ‘
naturel compris entre 500 et 600. |
Si on répartit les éléves en groupes de 20 éléves, il reste 7 |
éléves. De méme, si on répartit les éléves en groupes de
12 éléves ou bien en groupes de 36 éléves, il reste chaque ‘
fois 7 éléves,

Quel est le nombre d'éléves de I'établissement ? |

dimensions 3,6m et 4m de telle sorte que les rangées de
carreaux solent paralléles aux oﬁtés de la salle.

On veut procéder au pavage d'une salle rectangulaire de ‘
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Sur le marché, il y a trois catégories de carreaux. .
1¥@ catégorie : chaque carreau a la forme d'un carré de |

25cm de coté.
@ Moter que :

2% catégorie : chaque carreau a la forme d'un carré de it
30cm de coté. "’ : 2. g0
3*™ catégorie : chaque carreau a la forme d'un carré de Sl
40cm de cote. 29=2°+5

Quelle catégorie faut-il choisir pour gque le nombre de

Chercher les nombres entiers naturels premiers inférieurs |
rangées de carreaux soit un nombre entier naturel,

& 100 et qui verifient la propriété précédente.

Deux régles graduées sont placées cite & cote (de telle
sorte gue les graduations soit 'une & coté de l'autre).
»La premiére régle mesure 144cm de longueur et est a) 105 ;119 ;117 ; 113 ; 111 ; 107.
partagée en 48 segments de méme longueur ; b) 201 : 157 ; 193 ; 321 ; 247 : 221,
+La deuxieme régle mesure 160cm de longueur et est e
partagée en 32 segments de méme longueur. @ Parmi les nombres suivants, déterminer les nombres
Déterminer, pour chaque régle, les graduations qui vont premiers :
coincider avec celles de l'autre régle et les numéros
correspondants.

Déterminer les nombres premiers parmi les nombres |

suivants : |

2223 ; 11111 ; 2003 ; 15631

137

' ; S Problémes
On veut planter des arbres sur le périmétre d'un jardin

triangulaire de telle sorte que : —_ ——r = LT
- Un arbre est planté & chaque sommet du triangle. Notruantaurage
. istance > " : ;
; ‘:?::n deux On veut planter des arbres sur le périmétre d'un terrain
ar:rag consécutifs rectangulaire, de dimensions 30m et 72m, de telle sorte
est constante que la plantation respecte les conditions suivantes :

= Un arbre est planté a chaque coin (sommet) du terrain,
=La distance séparant deux arbres consécutifs est
constante et égale & un nombre entier naturel valant au
moins 2m.
a) Trouver la distance séparant deux arbres voisins.
b) Déterminer le nombre d'arbres nécessaires a
l'opération,

‘Nombres de I'histoire

1) Quelle est la plus grande
distance qui doit séparer deux arbres voisins sachant
que les dimensions du jardin sont 42m, 70m, 98m ?

2) Quel est le nombre d'arbres que l'on peut alors planter
autour du jardin ?

Avec I'environnement
v ; A i
Le long de la route & l'école, il y a quatre arbres : 430m @
sépare le premier et le second ; 645m sépare le second et
le troisiéme et 516m est la distance entre le troisiéme et le

quatrieme.

a) Les nombres d'Euler sont les nombre qui s'écrivent
sous la forme  |E,=n>—n+41| ot n estun nombre
entier naturel.

Montrer que E,, est premier et que E,, n'est pas premier.

b) Les nombres de Mersenne sont les nombres qul
s’écrivent sous la forme ol n est un
nombre entier naturel.

Montrer que M; est premer et M, non prember

bres qui
c) Les nombres de Fe ol t nom
s'écrivent sous la forme oil n est un

Les responsables de I'environnement décident de planter
d'autres arbres le long de la route de telle sorte que les
arbres “voisins” solent séparés par la méme distance.

1) Quelle est la distance qu'il faut laisser entre deux arbres
consécutifs ?

2) Quel est le nombre de nouveaux arbres que l'on doit entier naturel.
: planter ? Montrer que F, est premier et que Fg wdmmw
Ensemble des nombres entiers sitnrels~ Notions darithmitique
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m Deux nombres irrationnels

@ Supposons que /2 s'écrit sous forme fractionnaire % ol p et g sont deux nombres entiers naturels

(non nuls) et P irréductible c'est-a-dire p et q sont premiers entre eux.
q

a) Vérifier que :  p*=2¢°
b) Montrer que p® est pair. En déduire la parité de p.
¢) Montrer que g° est pair. En déduire la parité de q.

d) Les nombres p et q sont-ils premiers entre eux 7

e) Que peut-on en déduire ?

@ a) Calculer I'expression A ol

e 9,801
24 %27, 493]

3 4
/81,103 + —

Capacités attendues

* Discernement des relations entre nombres et distinction
des différents ensembles de nombres.

* Détermination de I'écriture convenable d’une expression
algébrique selon la situation étudiée.

m Opérations dans I'ensemble des nombres réels

@ Calculer puis simplifier les expressions suivantes :

L'expression A donne une écriture approchée du nombre .

b) Calculer n en utilisant la calculatrice puis comparer A et

® Activités préparatoires ® Définitions et régles

® Deux nombres irrationnels
® Opérations dans P'ensemble de nombres
réels

u Différents types de nomb
® Opérations dans IR et propriétés

® Puissances du nombre 10

® Identités remarquables

® Développement et factorisation
# Puissances du nombre 10

® Ecriture scientifique

@ Points essentiels

c=2/5(/2+1)—/10(2+/2) .

Exercices ré: ! %
® Exercices résolus - 4,9%10
~ /ax10" % /12x108

@ Exercices et problémes

” Ensembles IN ; Z 1D ; @ IR




! @ 1) catcuter A:[/—L;@J_1‘{/g+/g)_

2) On considere les deux expressions : B=,/6+2 /_E - ‘/9 —4 /5_,

1

a) Montrer que B et C sont deux nombres entiers naturels,
b) Véritier que A /6 —/10B=18

‘ m Identités remarquables

@ 1) Construire un segment de longueur /E
‘ 2) On pose a=/§(1+/§) et b=3—/§
a) Calculer a° et b°.
b) Montrer que a® + b? est un nombre entier naturel.

3) On considere un triangle ABC rectangle en A tel que BC=aetAC =h.

Calculer AB.

@ Sans trop de calculs, montrer que :

© 2%-1=255(2°+1) (2% + 1) (22 4 1)
‘ * (333333)° + (444444)° = (555555)°

* (499999 + 999999 = 25 x 10"

* (999999)° + (2000)° = (1000001)?

m Développement et factorisation

@ Soit x un nombre réel.
1) Montrer que (x + 1) (x+2)=x(x+3)+2
2)Onpose a=(x+1)(x+2)

a) Montrer que : Mx+1) (x+2) (x+3)+1=(a—1)

C=—pt + 1 1
V2417 fa+ /2 ’ Ja+/3

b) En déduire que : .;E(/§+1)(,/5+2)(/5+3)+1=9(2+/§]2

@ a, b et ¢ sont des nombres réels.

1) Montrer que :
a°+b5+c“—33bc=-‘,1a:a+b+c)|{a—b)2+(b—c)3+(c—a}?

2) a, b et ¢ sont les longueurs des cotés d'un triangle tels que @ + b” + ¢’ = 3abe
Quelle est la nature du triangle ABC 7

m Puissances du nombre 10

Ecrire les nombres suivants sous la forme a.10" ol n est nombre entier relatif et a un nombre rationnel.

z 2 9
A=0,05%0,0006 B=(0,05) x(0,02) X10 —‘

D—(0,00004) X %

©=10"%(0,008) "

m Ecriture scientifique

Selon les statistiques de 1996, l'aire des terres désertiques est estimée & 35264 x 10°km®.
Chaque année, les terres agricoles deésertifiees sont estimées a 5,5 millions d’hectares.

Si la désertification continue sur ce rythme, quelle sera l'aire des terres desertiques aprés dix
ans ? Donner le résultat sous forme d'écriture scientifique.

FEnsembles IN ; Z ;105 @;IR




I
@B Différents types de nombres

|
[IfLes nombres entiers naturels forment un ensemble que I'on note I,
| Onécrit: IN={0,1,2 3, 4,..,1924, ..., 3000, ..}

| + Les nombres entiers naturels sont les éléments de I'ensemble IN.

| Exemples et applications B

& 16 est un élément de I'ensemble IN. On peut exprimer cette phrase en disant
| que “16 appartient & IN". On écrit 16  IN.
® —16 n'est pas un élément de IN c'est-a-dire “~16 n'appartient pas a IN".
| On écrit —16 & IN.
@Les nombres entiers relatifs forment un ensemble que I'on note Z
Oneécrit: Z={... Pt et WU e e B }
| # Les nombres entiers relatifs sont les éléments de I'ensemble Z.
#8in€lIN, alors-ne zZ.

| # Tout élément de IN est un élément de Z.
# On dit que IN est une partie de Z ou que IN est inclus dans Z.

| + On écrit: INCZ |

| Exemples et applications |

™ Parmi les nombres suivants, déterminer les éléments qui appartient & IN
6 ; —1 ; 4 ; Jfo
B 16 est un élément de 'ensemble Z c'est-a-dire— 16 € Z.
B 16,3 n'est pas un élément de Z cest-a-dire 16,3 ¢ Z .
@Les nombres décimaux forment un ensemble que I'on note 1D,

D= [10,Iaez et pEIN]

l On écrit :
| * Les nombres décimaux sont les éléments de I'ensemble 1D.
| Exemples et applications [

@ Parmiles nombres suivants, déterminer les éléments décimaux : 3

- B 12,5 appartient & ID puisque 12,5=123
B Siaestun nombre entier relatif, alors a s'écrit sous la forme a
donc a est un nombre décimal.
Amsa tout élément de Z est un élément de rD D'ou: ZcID |
[l 5 N'est pas un nombre décimal c'est-a-dire -—E D.

.Les nombres rationnels forment un ensemble que I'on note @.

On écrit : o={g-;aez ot bezZ : b%ﬂ}

# Les nombres rationnels sont les éléments de l'ensemble Q.

Ensembles IN : Z ;ID: @ ; IR

| élément de I'ensemble 1N+
signifie que «a est un
‘ nombre entier natureb.

Le symbole & ‘

|-I..a symbole € se Ilt‘
app PR e
| |
*La notation a € IN signifie
‘ que a est un nombre entier
naturel.
‘-Lanuhﬁnnnﬁlﬂalinm

que b n'est pas un nombre
‘ entier naturel.

* Le symbole C se lit «Incius»
ou «partie de »,

‘ *Le symbole ¢ se iit «n'est
pas inclus.

J/2 est un nombre qui
n'appartient pas & @ c'est-a-
dire ,/2 n'est pas un nombre
rationnel ; on dit que /2 est
un nombre irrationnel. Il
existe d'autres nombres
lrmlonn-lt i par exemple
3 L

s} l et —‘_2 sont des nombres rationnels c'es-a-dire 1 eq et "7250 :

[ ] Tout nombre décimal s'écrit sous la forme & 1 (ou ae ZetpeIN).

et appartient donc & @ (en prenant b = 10°). Donc IDc@ .
[ ] ‘/E n'est pas un nombre rationnel c'est-a-dire \/5 0.

Les nombres réels forment un ensemble que I'on note |1A.
IR est I'ensemble des nombres rationnels et irrationnels c'est-a-dire
des nombres qui permettent de mesurer les longueurs et les
opposés de ces nombres
+ Le nombres réels sont les éléments de l'ensemble IR.

oA

| | ,/2_ est un élément de IR c'est-a-dire /2<cIR.

x est un élément de IR et n n‘appartient pas & Q c'est-a-dire = est irrationnel.

= 7‘- est un élément de IR.
3

Tout élément de Q est un élément de IR c'est-a-dire QCIR

Cocinor
3/2 -7
TR g

Toiis S8
-13 -1 .
_ Bl ;|
. 1 _5 |00
0
3 19
|| 102 36 —12°
g% 1
i 5‘/5
17,135171......

INcZcID c@QclIR

@) Opérations dans IR et propriétés
[T] Régle fondamentale de développement et de factorisation.
Soient a, b et ¢ des nombres réels. On a :

ax(b+c)=axb+axc
(b+c)xa=bxa+cxa

- Récapitulation

INCZcID cQCcIR

Remarque

Ensembles IN ; Z 1D @ :E._




-DEFINITIONS

| | | B e | B

| : Développement | ‘ A @ |(a_h)s=as_aazb+aabz_bsl mmm:

| . | 3(@2x + 5y) ;:: ;?.:;-vs i5y I| e — 1 e .:'Jn?rm‘ufn:i;

' i ~V2(/8x—ay)=—/2x /3 x+ /2x4y ' ‘ somme de deux cubes a3+b==(a+h)(a=-ab+b2)| {:ﬁ:ﬁ:{:ﬁ:{;‘:ﬁ.‘.’,’

F II|' |
| =—yBx+4,2y | ‘ |
1 Exemples et applications §

|
Fac!orl’aﬂon .| - ; | . 8};_2?=(2x)a_(313
| I 18x+26=183xx+13x 2 [l - Remarque - = (2x—3) (2% + 2x x 3 + 39
= 13x(x+2) T =(2x— 3) (42* + 6x + 9)
"Hx—2) 4+ (x—8) (x-2) = (x—2) [4+ (x~3)] =(x=2) (x+1 CpsVelampemant 8 Bt R
| X=2) +(x-8) (x=2) = (x=2) [4+ (x~3)] =(x—2) (x+1) | B (x+/2) = +ax2/2+0x(v2) +(/2)

ax(b+c)=(axb)+(axc) ‘

Consc‘-qumtces
B |

Pourtousa, b, cetdde IR, ona: | (a+b)(c+d ac+ad+bc b Cette régle nous permet le : 2 \? 32
| e Crd= 3 | | M Factoriser 'expression (a—b) +(b—c) +(c—a)

=x3+3/2x?+6x+2fé

Identités remarquables | m‘mmﬂ_” i By *Les puissances de 10 sont
| utilisés dans I'écriture des

“carre d'une somme > La +b)*=a? + 2ab + b* | | - Puissances du nombre 10 nombres décimaux dont les

valeurs sont soit trés

grandes  (astronomiques)

| Quels que soient PR 28 -
e réslaa et oras lcarre d'une difference > | (a-b)®=4a%—-2ab +b? | ‘ [
: ‘ jPour tous 2.t h eI : Soit n un nombre entier naturel. On a : ou trés petites (microsco-

| |Liﬂamnce de deux carrés > ’ @ -b=(a-b)(a +F] e | 10" = 1000 .. 00 ot 10"=0,000 ... 01 s,
n zéros i ~La distance entre le solell

commutatives dans IR.
| Exemples *Pourtous a,betcde iR : (Exemple : 10" = 10000 et 10 = 0,0001) et la plandte mars est
— X {a+b)+c=a+(b+c) 2,28 x10°%m au lieu de
siiaic = a(bo). 228000000
| Développement | Ondt que s ot x sont | Ecriture scientifique s s
| n- (2a +3)" = (2a)° + 2(2a) x 3 + 3° ¢ Tout nombre décimal positif peut s'écrire sous la forme a x 10° odl a est un nombre ordinateur pour caiculer
=4a’+12a+9 _ | | décimal tel que 1 = a < 10 et p un entier relatif. ::‘gr':": x:“;ﬂ;
| : (7a - 8b)* = (7a)* - 2(7a) (3b) + (3b)* Exemples : * L'ecriture scientifique du nombre 0,00028 est 2,8 x 107 0,000 000 0048s.
=49a° - 42ab + 9b? | Lors du calcul d'une mmm‘ * L'ecriture scientifique du nombre 11,0001 est 1,10001 x 10"
‘ y ( /fa— /3 ( J3+/2 '] /a }2 5)2 | tes mmm m Remarque : Si le nombre est négatif, alors son écriture scientifique est : -Ordre de grandeur
v3—y2) =(v3) —(V signe —& condition de changer ~ax10"olaciDet1<a<10,etpEZ =
termes - * Le nombre a peut s’écrire
| (V3—v2)(/3+/2)=3—2=1 e e ey ‘ Ecriture scientifique et calculatrice Budisie
Factorisati La quasi-totalité des calculatrices utilise I'écriture scientifique lorsqu'elles affichent 0'1: :lL“v: :ﬂ: :10“ ;
risation : A s ; g i et =
| w i - des nombres décimaux (a condition que l'exposant soit compris entre 99 E‘.‘l 99). (S il
. Blx"—49 = (9x)° - 7 * Le nombre 208,12 dont |'écriture scientifique est 2,0812 x 10° est affiché par la ordre de grandeur de a.10°
=(9x-7) (9x+7) calculatrice : *L'ordre de grandeur permet
Lok -y + 1= (P +2x + 1)~ ¥ [=%e il BE - soit sous la forme {2,0812  ® - soit sous la forme | 2,0812 % 10* :' "m:l :.um S e
=+ 1) -y | pouri'nlm un calcul mental ou * Le nombre 0,0079 qui s'écrit 7,9 x 107 sous forme scientifique est affiché par la donner ainsl ~ une
Sx+1-y)(x+1+y) P calculatrice : :mxﬂn:'ﬂnﬂ préaiable de
| e i G ‘ — soit sous la forme [7,8 — soit sous la forme |

'y a d'autres identités que I'on peut déduire de la régle fondamentale.

e

Ensembles IN ; Z ;1D ; @ ; IR
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Différents types de nombres

IN

Nombres entiers naturels| | Nombres entiers relatifs| | Nombres décimaux Nombres rationnels

2E€IN

et
—2&IN

. 2ez H —2€lD ‘ lea ’
‘ et et et
1 1 -
—3%2 || . 3&0 | V2¢q |

Nombres réels

J2eR

et
neIR

-
2

| INcZclDcaoclR l

Identités remarquables

Pour tous réels aetb, on a :

(a+ b)* =a+ 2ab + b?
(a —b)? = a®- 2ab + b?
2-b*> =(a-b)(a+b)

a’—b® =(a-b) (a%+ ab + b?
a’ + b’ = (a +b) (a® - ab + b?)
{a + b)? = a® + 3a’b + 3ab? + b?
(a - b)’ = a® - 3a’b + 3ab? - b?

+
+

. Ecriture scientifique

L'écriture scientifique d'un nombre décimal positif est |
I'ecriture de ce nombre sous la forme a x 10°
‘ ol a€lD, 1=a<10etpeZ

Ensembles IN ; Z 1D ; @ ; IR

QL

Soient x et y deux élément de IR,

1) Montrer qua si +* +y* = 0, alors x =y = 0

2) Trouver tous les nombres réels a et b qui vérifient :
2a’+b®+1=2ab-2a

1) On suppose que x* + 3,r2 0. Donc x2 =
\Or ¥* =0, par conséquent =% = 0 ; donc y* < 0.
Ainsi (y* 0 ety* = 0) ; donc y* = 0 ; dolly =0
Il s'ensuit que »* = 0 c'est-a-dire x = 0.
Finalement : Six* +y* =0, alors x=y =0
2) Déterminons tous les réels a et b tels que :
2a® +b*+1=2ab-2a
2a° + b? + 1 = 2ab - 2a signifie
a’-2ab+b?+a’+2a+1=0
(changement d'écriture et décomposition de I'expression)
Donc: (a—b)? +(a+1)°=0.
D'apres |a question précédente, en prenant x=a -b et
y=a+1,onendéduita—-b=a+1=0
Doli;a=b=-1
Il est aisé de vérifier gu'en prenanta =-1etbh =-1, la
relation proposée est satisfaite.

On considére les nombres A et B tels que :

A:,/19+5;?1n et a=,:’19—a;;io

1) Montrer que AB =1

2)Onposex=A+B et y=A-B

a- Calculer »° et y°.

b- En déduire des écritures simplifiées de xety.

3) Déterminer une écriture simplifiée de chacun des nombres
AetB.

1) Montrons que AB =1

Ona: AB=,19+6,10x /196,10
=/(19+6./1_o)(19—3ﬂ5]

(19)* —(8/10)°
—/361— 360 = /1=1
Donc:AB =1

2) a- Calculons ¥ et y*
Ona: ¥=(A+B)?=A"+2AB+B°
x*=19+6,/10+2+19—6,10

Done : [*=40

Ona: ¥'=(A-B)f=A"-2AB+B°
y2=19+6,10—-2+19—6,10

Doric
b- Simplification de x et y
Ona:x>=40etx>0 ; donc x=./4_0=2./1_0
Ona:y*=36ety>0 ;doncy=6
3) Simplification de A et B.
x=2,10 A+B=2,10
A—B=6 )

Ona{
y=6

; donc: [

« En additionnant les égalités (1) et (2) membre a membre,

onobtient: 2A=6+2,10 do: A=3+410

Par ailleurs : B = A— 6. Donc : B=—3+ /10

Remarque : On peut simplifier A et B en notant que :
1sze+ts./1_0=9+2:¢3./1T:+1c}={:a+./1ﬁ)2
19—Eﬁ_ﬁ=9—-2x3ﬁ5+10={—3+{"1—0}2 J

Ensembles IN ; Z ;1D ; @ ; IR .



[EXERCICES ETPROBLEMES

‘ 1) -3€IN ; -3€Z :-3€Q : -3€R
‘ 2) TEIN 27X 7@ oTeR

3) -14€IN ; -14€Z ;: -14€Q ;: -14€IR ‘
| 4) 0€IN F0EZ  ;0EQ :0€R |
|I Parmi les nombres suivants, déterminer les nombres |
| décimaux : |

- ST SN

00093 ; %5 | 3 314 ; 865 JA7, 61

: ﬂatumdn nnmhres 3
= ;]
‘ Flscopler puis compléter en utilisant I'un des symboles & ‘ vip Ve T
ou &, 1 ‘
' 1——- | [1-1
‘ 1) -12..IN -12.Z | 2.0 | 4 p=|—2f[_n .'
B ang. N G vene. o o argllg Hon | |0 |
‘ g LN o By . B o : !
19 13 U o pour n = 2, puis pour n = 3, puis pour n = 4.
SN i LA 12,85 60,84 4072900
l b5 11 11 | 9 E=sei—*tzest 19 1
‘o Vrai ou faux | o Caleuler la valeur numérique de x dans chacun des cas
| suivants :

1) L8 d 2 45 =5
) 3 7 ) ¥ 34 i
8 Il e Sl Ry 3 75
42" 34 03 =x
SYoe B g ¥95 «x
) 35= Yoy =i
19

ol a et b sont deux nombres réels non nuls.

| Pour 1es nombres suivants, déterminer ls “plus petit® |o

Déterminer x dans chaque cas :

‘ ensemble de nombres auquel ils appartiennent 1) -;f- =%9— ;o230 399 . 5169 x
{Est-ce IN, Z,Qou IR ?) | 9 2809 X 196
‘ 1) 3,77 32 _ 155 —=4/48 | :
¥ 12 5 8 ‘ o Soient x et y deux nombres entiers naturels premiers entre
—287 r+2 5 —7,15 euxtelsque: 1001 285 «x
= - i Y ST tees =y
= 5 > Calculer x +y
3) —4,/5+20 10 i =100 (5/3—2)
‘ -t) —29 1,37 J13 : 3 @ a, b; ¢ sont des réels tels que abc # 0
_29 . 3141583 968 . /1156 el
5) '/5.'? N 57 Y= | Si ¢ =@ —p ' Calculer ¢ en fonction de a et b
7 111111111 ——f
&) =
‘ ) /343 47 x10° e Eo Solent a et b deux nombres réels non nuls tels que -

o Equation particullére
Déterminer tous les nombres entlers naturels x et y tels que : ‘

(a—b) (3a - 2b) = 2ab
1) Montrerqueazbeta=—b
2) Calculer 4B

a—b

= % =1 ‘
érations dans IR &

o Calculer les expressions sulvantes et donner le résultat
sous forme de fraction irréductible : |

' 5 1 3
g 1) R=g—g—ﬂ,?5~~( _;] J

3

- = <

Ensembles IN : Z :1D; @ : IR

Calculer le nombre réel « sachant que :

e A A s R
ettt ty

Calculer x sachant que :
e e
1+2+3+4 srgtx=2

ks |

Déterrniner n de IN* dans chaque cas :
5,9 17 33 65| n
1) ?_[E+4+B+16+32+64] &4
10{2n—3
2) d &
43n
O
e
1
5‘_6 — =2 el
@ Solent x, y et z des nombres réels non nuls tels que :
(13x +y) (13x+2) = 169x (x + 1) + ¥z

Calculer y + z

Soient x et y deux nombres réels non nuls tels que :

soient x et y deux nombres réels non nuls tels que :
xey et 2005(x+y) =1

1 5l
1) Montrer que : xy—zoos[x:ry]

2) Calculer la valeur de |'expression | suivante :

Simplifier les écritures suivantes :

93x =51 T —5 | 103 52

‘“zgzsxz.zsn i B=|%‘>?§'ﬁ][‘5€+]

2

_@x2 xg'f ’ D=[ ][zaxs"]
c_(s—gxazxa“f‘ ' 10%x2)| %25

x+y=20 o x-yz0
Simplifier 'expression :
1 a
ot o
St e
%oy XY

Soient x et y deux réels tels que :
x+y=0 e x+y+120
Simplifier 'expression suivante :

1 1
F=[1+x_+y][1'_ry+1

Soit x un nombre réel différent de 1 et de 2.
Simplifier I'écriture de I'expression :

@ Soient x et y deux nombres réels non nuls et distincts.

X
Moy y

¥
1+x—y

b) Calculer la valeur du nombre H tel que :

a) Montrer que :

il
3 |

@ Sdentxetydaux nombres réels tels que :
(x+1)(y=1)+1=20

ekt D _ _fx+1)y
Onpﬁse‘a—w_x"_y b'xy—x+y

Monter que : (x+1) (a-b+1)=a+b-1

Soient x, y et z des nombres réels non nuls.

Simplifier les expressions suivantes et donner le résultat
sous forme de produit ou de quotient de puissances &
exposants posmfs

= 1
1) X= (xay) zz Zonal Y=7x’;;zy_
{-x)’ %2y 4 Fubtn
b = ¢ 2y
(2y) x7x? _ = vz |
5 w=@U x0T g) et
. (xy) Y-z °
Ecriture scientifique

Ecrire les nombres suivants sous forme d'écriture scientifique :
a= 3600 x 20 000 b =>5000x0,00005

4= 720x10°
000002

Enphysiqve
Ecrire les constantes universelles sous forme d'écriture
scientifique :
c =299 792 458
g = 980,665 x 1072 :
u = 166,0565 x 107 ;

c=13x10" " x0,04

. e=1602,1892x 1002 F =96 484,56
h=0,662 6176
NA—BO22045)<10"

Factoriser ce qui suit :
1)A=9F-4 ; 2)B=64x"-27 ; 8)C=27x"+64x

4G=36-16F ; 5 D=(3x+2°-36(x+ 1)/

6) E=(-2x+1)° = (4—8x) (x + 3) + (3 12¥) ‘

=

Ensembles IN : Z:1D; @ ; IR ﬁ




Dé\relopper et réduire ce qui suit :

1) (2x + 3)° ; 2) (7x - 3y)°

3) (x+ ¥~ (x-y) ; 4) (2x + 3y)°

5)(@+b)P~-(a—b)® 6)a+b-c)

x et y sont deux réels tels que : 2y = |
—3

Calculer (x+y) [(x+y) +ﬁ_—,—

x et y sont deux nombres réels non nuls tels que 2y
Simplifier les écritures :

@ Sll'onposexTy-—

calculer alors

(T Tx- et (xTx)T(xTx!

Ecrire les nombres suivants sous la forme 3™ x 1?" ol m et
n sont deux nombres entiers relatifs.

i 7
_{17 Sk
ne=lg) B
) gial T .51t ___7_'
9 z=27 %07 4u=2L ; 9t=(Y)

Calculer les nombres suivants @
a=2"x (05 ; b=40""x(125"x10%
c=12""x(1,5)"x6™"" (nEIN)

Exercices de renforcement

sy =W i | A
A= 3 e o
1) vty Gaive) D= x+y =TT
e e ST T __L S
=13y 7 D= xy_x,_
2y x+y

Quel est le nombre de chiffres du nombre entier
N= 4% x 5" ?

des apprentissages

'@ x, y et z sont trois nombres distincts deux & deux.
Montrer que :

Quel est le nombre de chiffres du nombre P = 10%®- 2005 2.

Déterminer tous les nombres entiers naturels non nuls x

tels que : () =

y z K.
T2 =9 Z—AE—y °

L R e —
@ x, y et z sont des nombres réels. On pose :p=x—-“£-—z

Montrer que : p+ (p—x +(p-yP+ (p-2° =2 +y +Z°

@ a) Développer (x + y +2)°

b) On suppose que x, y et z sont des nombres réels non nuls.

X
Au-wu—n*

Simplifier les écritures suivantes ol a, b et ¢ sont des

Montrer que :

1 e e
Y+_+E_0

v signifie que  (x+y +2) = +y2+2°

Calculer :

nombres strictement positifs.
~ g5
fa~%
u= {——;
= ab~ "
Montrer gue :

1) x=J/ab’ ; 2y=Va b2

3)z= 2 H 4)1_c'1' 25

l);/7»_2=./5+'%5—- . 2) /845 +/5=/980
3) \/10.125=2./2_+ﬁ; ; 4)3/18,06=/5— 1

3+ (oo~ o)

aofe-s): =) i-

“a, b et ¢ sont des réels posiifs tels que :
O<a<b<c et 2b=a+c

Montrei : 2 = 1 1
i oia Jardb  Jorde

@ Smsnlxetyde 1R. On désiane par x » y le plus grand des |
deux nombres x et y.
(Exemples :2+3=3(-1)+»0=0;5+5=5)
Montrer que : x + (y »2) = (x +y) « (x + 2)

wpife-t-yb-y) @

On sait que si a est un réel différent de 0, de 1 et de —1 et

sia®=1,alors x=0

1) Montrer que si a est un réel différent de 0, de 1 et de -1
et si m et n sont deux nombres entiers relatifs tels que &
a"=a" alorsm=n

2) Déterminer le nombre entier relatif x dans chacun des
cas suivants :

a) 2,1-&2;___31i
b (F) =3 x9
o 8 '+3*"'=sg10

Ensembles IN : Z ;1D ; @ ; IR

X4+
) -
e) 5r+2=625>(53“'1

=3 :x-u 3(x4'y—3)x—a 8
@ Calculer = xi’y—s(x—ﬁys)x‘ys

pour x = 107° ety=-10"*

a, b et ¢ sont des nombres réels. Factoriser les expressions
suivantes :

E = (ab - 13a) (ab + 13a) — (5a + 65) (3b - 39)
F=ab+7a+bc+7c

G = abc + 3bc — 3ac - 8¢

H = a®b — ab® + be® — ac® + a°c — abe + b’c —abe
K=a"+b*-ab'-ah

@ Simplifier A et B et calculer leurs valeurs numériques pour
x=100 E‘y"—‘-o,‘ 2

X

X2y~ 3y?)’ + 2%y [H"'] [Hx]
= gy R e
Y [1+£]:< 1+i]

y X

@ Déterminer les deux nombres entiers reia!'rfs xety tels que :

10%¥ x

E‘-

@ On considére le nombre : A=

(i)

6,8% 10+ 0,000 000 85
49,3x10 °—34x10" "

a) Sans utiliser la calculatrice, écrire le numérateur et le
dénominateur du nombre A sous forme d'écriture
- scientifique puis écrire A sous forme scientifigue.

b) Calculer A en utilisant la calculatrice.

| Vitessedelalumiere

| Sachant que la vitesse de la lumiére est ¢ = 300 000km/s,
" gu'une année-umiére est la distance que parcourt la
lumiére (dans le vide) pendant une année julienne de 365
- jours et que la galaxie Ia plus lointaine de la terre se trouve
& 13,1 milliards d'années-lumiére, calculer cette distance
(en km) en utilisant I'écriture scientifique.

| Soit n un élément de IN.
(3"+3+a
(4n+2_4n)3

Caleuler E et vérifier qu'il est indépendant du nombre n.

3 n+2]2
‘Onpose: E=

) Soit a un nombre réel non nul.

Quel est le nombre minlmal de multiplications que l'on peut
effectuer pour calculera’ ;a’;a'' ;a ;a2

On considére a et b tels que : . i3
a=/14+6/56 etb=/14-6./5

1) Calculer(3 + /51 et (3—4/5)
puis simplifier a et b.
2) Montrer qu'il existe un nombre entier naturel t tel que :

7+38/5)3—/5)/7-3/5=1/2

[m -ﬂﬁ[m/E]Z:1
% 4

b) 36°=(27+3/5)° + (27 —3,/5)°

geEes

2

x est un nombre réel non nul.
1 e 1
Onpose X=x+— et V=e—r
1 1 1
2yt . B g —
a) Caleulerx® + -5 ; x°+73 | x +—¢ en fonction de X

1 1 1 +
L . i B . =
b) Calculerx® + -7 ; x*+—5 | x'+73 en fonction de Y

cb=y/3+,/2 ;

On pcsea=-/§—

Montrer que : a* +1=10a% ; b* +1=100"; c=

x est un nombre réel différent de 1 et de —1.
Simplifier A et B ol :

Imz[(x+1)2(j|:2_9c+i)2]2: o [x—‘]} LYE"'X*"ﬁ]’

3 +1)° (x> =1

x est y sont deux nombres non nuls tels que x + y * o

b T 1
a) Montrer que (+y)2+ 24y et ok s T

b) Montrer que si x >0 ety > 0, alors xSy ety

Ensembles IN ; Z 1D ; @ ; IR



‘@ Soient x et y deux nombres réels tels que :
x+y=2 et P+y’=8
Calculer * +y* ; ¥+ ¢ ot ¥4y

a est un nombre réel strictement positif et différent de1.
PourtoutndeZ ,onpose:X=a"+a" et Y=a"-a"
Calculer X° - Y* en fonction de a et n.

x, y &t z sont des nombres réels. On pose :
A=x—yz : B=y’-2x : C=Z—xy
Montrerque : xA +yB+2C=(x+y+2)(A+B +C)

—@-Ealcul;ar (1 #3)(1+F)(1+3(1+3(1+3% (1 +39

1 1 1 1
1= 1—=5|...1— ——=||1— ———|= 0, 50005
[ ?][ ? ( 99992]{ 100002]
Quel est le plus petit nombre entier naturel de 12 chiffres
de somme égale 4 80 ?

Montrer que :

x+x(1+x)+x(1+xP+ . +x(1+x%=(1 +'P -1

{ax + by)® + (ay — bx)® = ( + ¥¥) (a° + b?)

n est un entier naturel supérieur ou égal & 2.
Montrer que : (2+1)(2% +1)(2* +1)...... (2’+1)=4"—1

a) Développer (x +y + 2) (xy + Yz + Zx)

b) Développer (x +y + z)? et (x + y + 2)°

c) Onsupposeque : x+y+z=0etxyz=1
Calculer & + y* + 2°

On considére deux triangles ADE et BCD tels que :
AD=1+3,2 AE=2,/2 DE=3+/2
BC=4-2/2 . BD=2/2—1 ., cD=5-2,>2

@ Montrer que pour tous x, y, aetbde IR, ona:

a) Montrer que :
Ly s -z =(x+y+2) (FrV+ B —yz-zx—xy)

2 2 2
b) Calculer : a_;f°E+L€:c% ¢ ;ﬁ
T e e

Exercices de synthése

On pose :
ﬁ=(x2+y2+zz—yz—zx—xy}2

B=(x—y lx—2+(y—2fty—*+z—*z—y)’

oo E=y'+y—2'+@—x*
5 2

Montrerque : A=B=C

'@ a, b, c et d sont des nombres réels tels que
a+b+c+d=0

Montrer qu'il existe des nombres x, y et z, que I'on

déterminera, tels que :

a+bP+c’+dPP=xfa+b)=ylc+d) =3z

b) En utilisant cette égalité, calculer :
¥ 1 1 2 4 32

A=1+=d— Ll e el
Thot+g+ t3; et B=1+3+g+ 450

c) Montrer que ' —1=(x-1) P+ P+ '+ 2+ P 4x41)

d) C: 0k 64
d)Ca!cuiarA+34 et B+zog

9|

a) Montrer que : x‘—-1m{x—1)(x’+x‘+f+?+x+1}

a) Montrer que ADE et BCD sont deux triangles rectangles.

b) Montrer que : cos ADE = cos BDC

c) Construire un dessin ol D, B et E sont alignés et C est
un point de (AD).

Soient x et y deux nombres entiers relatifs tels que :
L2y +6=xy + 6)

a) Montrer que : (2x—(y +6))* = (y +2)° + 8

b) Calculer les valeurs de x et y.

@ Déterminer le nombre entier naturel x tel que :
4" +3x2"=88

Problémes

«et ¥ sont deux cercles concentriques en O.
Le rayon de ¥est r, le rayon
de ¥ estr+1.
a) A est l'aire de la partie colorée.
Calculer A en fonction de r.
b) Peut-on avoir A=3 7
c) Montrer que sir IN*, alors A € @.

@ Montrer que pour tout réel x différent de —1— /2 , ona:

/E— 2—9 x‘HEIN

x+1+42

Ensembles IN ; Z ;1D ; @ ; IR

© Réfleion plus approfondie
¢ Déterminer un nombre entier naturel n composé de deux
_chiffres tel que : n+4n+7eIN

@ + et z sont deux entiers natureis tels que :
o 19 5 03E 4 2222 _ 0000
a) Montrer que :
(2% 4+ 1) (22 = 11) =3 x 13 x 17
b) En déduire les valeurs de x et z.

m  Défi & relever

@ Déterminer n de IN tel que :
J1+5 48"+ 1T eIN

Soit x un nombre entier naturel non nul.
= On eonsidére deux points A et B du plan tels que AB = 4x.
Soit O le milieu de [AB].
#est le cercle de centre O et de rayon x.
“# et % sont les deux cercles de cenires respectifs A et B
et de rayon x.
{#5 et % sont tangents & +).
La draite (AB) coupe #,, ¥ % respectivement en E et F,

FetF, F et E tels que A € [EF], O € [FF] et B € [E'F].

Soit (4) une droite passant par E, tangente au cercle % en
un point M et coupant ‘€'en deux points Ret 5 avec ES = ER.

Soit H le projeté orthogonal du point O sur (4).

Onpose :OH=a et AS=j.

1) a) En utilisant le théoréme de Thalés, calculer a en
fonction de x.

b) « est-il un nombre rationnel ? décimal ?

¢) Quelles sont les valeurs de x pour lesquelles o est un
entier naturel ? un naturel premier 7

2) a) Calculer HS et B en fonction de x.
b) B Est-il un nombre rationnel ?

¢) Quelles sont les valeurs de x pour lesquelles f est un
entier naturel 7 un naturel premier ?

Réflexion plus approfondie

Factoriser les deux expressions :
A= rx+1 B=x""+x"4+1

On pose : JX+9+/;=1B ol x>0,

Déterminer la valeur numérique de 4/ x+9— ./;
(sans chercher la valeur de x).

@ Déterminer les nombres entiers naturels a, b et ¢ tels que :

a 3

a®=(b+8) et c?+(b—8) =0

B

Ensembles IN ; Z:1D; @ ; IR I‘@ i




STIVITES

m Ordre dans I'ensemble IR

@1)Gnmparer x=2/5 et y=5,2

2) Soient a et b deux nombres réels telsque 0 <a <b.

Ordre dans I’ensemble IR

Onpose: A= %f;e et B= %
E=Ja—vb e F=/Ja+1—/b+1
a) Comparer A et B. b) Montrer que : E<0et F<0.
c) Montrer que : 0< % <1 d) Comparer E et F.
@ Soient x et y deux nombres réels strictement positifs.
Onpose:a=x+% A b:y-}-% .c=$+%

1) Vérifier que :  x2 + fa —a?-2
Déterminer alors x3 + % et x%+ -J—,, en fonction de a.

2) Montrer que : a*+b*+c* =6
3)Montrerque :a=2 et c=2.

Capacités attendues

# Maitrise des différentes techniques de comparaison de deux nombres 4) Endéduireque :a+b+c=6 etabc=z8.
ou expressions) et utilisation de la plus pertinente d’entre elles selon 5)Aton a®+b*+cf=12 7
tuation étudiée.
* Représentation des différentes relations relatives  I'ordre sur une
droite numérique.

m Ordre dans I'ensemble IR

1) Déterminer I'opposé de chacun des nombres réels suivants :

7] Lo (FF [o] =] 2] o] [B4]

* Connaissance et détermination de I'approximation d'un nombre (ou
d’'une expression)  une précision donnée.

* Effectuer des majorations et des minorations d’expressions algébriques,

# Utilisation de la calculatrice pour déterminer des valeurs approchées
d'un nombre réel.

. |
2) Soit x un nombre réel. Etudier le signe de —x.
3) Calculer a — b et b — a en précisant leurs signes dans chacun des cas suivants :
® Activités préparatoires ® Définitions et régles 22 z
o[izraju[omss] + oeFa[s=r] ¢ oige
® Ordre dans I'ensemble IR ® Ordre dans I'ensemble IR
® Opposé d’un nombre et signe d'un nombre ® Ordre et opérations
| ® Distance et valeur absolue # Encadrement et opérations m Distance et valeur absolue
e mw.es . ® Encadrement de I'inverse et du quotient
@ Intersection et réunion d'intervalles = Approximations Solt (&) une droite graduée d'origine O. On peut déterminer la position d'un point M de la droite (&)
: AEM ﬂ‘m'to: valeurs approchées u Appr décimal ' au moyen d'un nombre réel x.
e Caleulatrice ; x est I'abscisse du point M . On écrit M(x). Le point M est représenté sur (4) comme suit :
- ® Limites de la calculatrice et encadrement @ Points essentiels
@ Exercices résolus B " >
0 1 : 1

® Exercices et problémes

Ordre dans Vensemble IR ﬁ




F b A ¢ o E B
- -5 -3 40 1 2 a3 P
D I
1) Déterminer les distances AB, AC, AD, AE, AF. it s iind g wn|
2) Soient M etN c!eux points de (4) d'abscisses respectives x et y. .“.‘"9";.'} des a‘" pett des
Déterminer la distance entre les deux points M et N dans chacun des || SUXabscisses. | deux abscisses
cas suivants : A=n-n lrad) J
N M
a) g » ; b) N '\:'r:C}Jon——n—qN——_..;d}_“{'—'}'_._,._
¥ x 0 v x x 0y x y 0

3) En déduire que : | OM = x si x est positit et OM = —x si x est négatif [

Le nombre OM est arpelé la valeur absolue du nombre réel x et est noté | | ¢'est-a-dire OM =«

4) Calculer |—2| ; ’% i |3—#| |/§—/3-| SR A NI
Par convention, la
5) Montrer que : MN=|'y—xJ e o "‘“ﬂ
‘est communément
xety

1) Déterminons les nombres réels x qui vérifient |[x —7|<2
La relation [x—7|=2 signifie que [x=7etx—7=2] ou [x=Tet7—x=<2|
c'est-a-dire (T=x<9ou5<x<7)ouencore 5<x<9.

!_'ensemble deslnombres réels x qui vérifient 5 < x <9 est appelé
intervalle fermé (d'origine 5 et d'extrémité 9) ; on le note [5 : 8],
Que signifie x= [-2 ;3] ?

2) Les nombres réels x tels que |x —7|<2 sont les nombres vérifiant 5 < x < 9 et
formant un ensemble appelé intervalle ouvert (d'origine 5 et d'extrémité 9) ;
on le note 15 ; 9I. L

i
Que signifie x€|—5;—7| 7

3) L'ensemble des nombres réels que vérifient x = a se note [a; +=[
Cet intervalle se lit “a plus l'infini".

‘I‘_en_sam_ble des nombres réels x qui vérifient x < a se note J—= : a] et se lit
mains linfini 2"

Autre notation Autre notation 5 R TS R
R =[0; 4] IR = e ; 0] T
IR =10 ; +=f IR* =] ; 0[ rapportée & un
IR =}-o; +o0] repére

Ordre dans l'ensemble IR

o

m Intersection et réunion d’intervalles

i 5 I
Q On considére les deux intervalles I=[-2 ;2] et = [0 ; 5]. :
Quels sont les éléments communs aux deux ensembles 1 et J.
Pour faciliter la recherche des éléments communs, on utilise la droite numeérique et 153
on représente chacun des deux intervalles I et 17
Wi 5 U5 LEd L. Lombse it
=t 1 e L J 1 “intersection” ou “inter
| x €1 1 signifie que
Inl (xeletx€J)

A partir de cette représentation, il s'avére que les éléments COMMUNS AUX oo oo

deux ensembles I et J constituent l'intervalle K =[0 ; 2]

On dit que l'intervalle K est I'intersection des deux intervalles L etJ ; on L’ensembie vide

le note K=11J. S'll n'existe aucun nombre
Applications : Déterminer I N J dans chacun des cas suivants m :’: :‘ r{'; ﬂxw
1)1=[0; 8] et I=}2;3] etonécrit INJ=@
2)1=[-10;0] et J=[3; +=]

3HI=[2;3] et J=}==;0]

m On considére les deux intervalles [ = [-2 ; 2] et ] = [0 ; 5]

Quels sont les éléments qui appartiennentaloualJ ?

Pour faciliter la recherche des éléments qui appartiennent a 1 ou & J, on utilise la
droite numérique et on représente chacun des deux intervalles 1 et J.
—2—10'1‘.3456

P 1 TR '
— s s e 1 —t T

s 7 g
SR |7y R 1uJ
A partir de cette représentation, il s'avére que les éléments qui appartiennent : ;
a 'ensemble I ol & Tensemble J constituent l'intervalle L = [-2 ; 5]. - Le symbole U se [it “union”
On dit que I'ensemble L est la réunion (ou I'union) des deux intervalles el U”:Iu:::ﬁg]
letJ;onlenoteL=1UJ. i

1) Déterminer les deux réels c et r qui vérifient : 4) Soient a, b deux réels et ¢ un réel positif.

(x €} ; —6] U [4 ; +o[ équivaut a |x—c|>r
2) Soit x un nombre réel tel que  [x—2| < 0,001
a) Donner un encadrement de »* — 2x
b) En déduire que |«x2—2x| < 0,002001
3) Soit x un élément de IR tel que [x—3| <1
Déterminer deux réels k et k' tels que :
a)  |x®—9|<k|x—3|

a) Montrer que :

si laj<c et |p|<c

alors la+b|+|a—b| < 2¢
b) Montrer que :

s |a+b|+|a—b|<2c

b) Ib|<¢c

%'%"ﬁk'!x—ﬂ alors |aj<c et

Orelre dans V'ensemble IR .__




ACTIVITES PREPA}

| M Encadrement et valeurs approchées
|
1) Sur I'écran de la calculatrice, on lit 12,7388889 l

Parmi les valeurs suivantes, déterminer |a valeur approche de ce nombre & 0,01 prés.

12,74 12,738

2) a) Veérifier que 1<1,/ 2<2 - La différence 2 — 1 est appelée amplitude de cet encadrement.
b) Calculer (1,4)" et (1,5)7 ; en déduire un encadrement de J2, quel est son amplitude ?
c) Calculer (1,40)" et (1,41) : en déduire autre encadrement de \/ 2 . quel est son amplitude ?
3) Parmi les encadrements d’'un méme nombre, le plus fin est celui qui a la plus petite amplitude.
| a) Parmi les encadrements précédents de ,/é , quel est le plus fin ?
b) Montrer que 1,41 est une valeur approchée du nombre / 2 40,01 prés.
c) Montrer que : il’/é =1, 41|| <0,01

| 12,7

Soient p et q deux nombres réels positifs tels que: (R): p*-2¢°=1
1) Montrer que : % _‘/E=p—1-_
[5+/2)e
3 1
0= %—ﬁ < Eég
3) On pose : x=p* + 2¢° et y=2pq

| a) Montrer que x et y vérifient la relation (R) c'est-a-dire »® — 2y* =1.

b) En remarquant que les réels p = 3 et q = 2 verifient |a relation (R), et en utilisant la question 3) a)
précédente déterminer un couple (c ; B) qui vérifie la relation (R) tels que f > 10°

¢) En déduire une valeur approchée par excés du nombre J2 a10 prés.

| M Approximation

| Soient a, b, x et y des nombres réels tels que :

2) En déduire que :

| asxsb et asy<bh

Py Ny Ny N T Dy N Ty
1) Montrer que : x—ysb-a et Yy—xsb-a alp

| 2) En déduire que : [x—y|<b—a a 2 b
| — ; :
—_ ""‘_—"-ﬂ————’-

| 3) Montrer que : [x—a;b,@g‘g_a b—a b—a

b-a b=a

On dit que @+b g5t une approximation du nombre x

a 9;—3. prés (ou a la précision b;a prés).

Ordre dans Uersemble IR

ﬂ

ACTIVITES PREPARATOIRES

E Calculatrice |

En utilisant une calculatrice, on trouve : |/:3 =1,732050808 | et

i S R o S S S o
La calculatrice ne donne pas toujours le
résultat exact d'une opération, mais elle

‘ donne une valeur approchée (par défaut |

1) Calculer (1,732050808)° et  3x0,666666666
2) Que peut-on en déduire 7

ou par excés) de cette opération

m Limites de la calculatrice et encadrement

i

Onpose: A=—p=y—
@ P J10"%+1—10°
1) Calculer A en utilisant une calculatrice.

2) Qu'affiche I'écran de la calculatrice ? Pourquoi 7

3) Montrer que  A=,/10"+1 + 10°

4
2x10°

4) En déduire que 2x10%< A <2x10° +

@ On pose : x=6406 x 1396459
y =85555 x 104561
1) Sans effectuer de calcul, montrer que x = y.
2) En utilisant une calculatrice, comparer

_ 6406 b 104561
8=g5555 e DP=73ggasg

3) Que peut-on en déduire ? |

Orrdre dans ensemble IR t




| @ Ordre dans I'ensemble IR

* L'écriture a < b signifie que :

Solent a et b deux nombres réels.

8i b — a est positif).

‘ Exemples et applications |}

B Comparons les deux nombres x ety oll x— g?g et y= 13%?5’
335 22 2345 — 2354 = 9

‘ Ona.‘y—x—W? = 749 —ﬂ—§<0:dom:y<x.

B Soient a et b deux nombrES réels sirictement positifs distincts.

‘ Comparons _%_ et 1+%,

a+tb  a
Ona:._4_ (l+ )=4ab—(a+b} __a’+b’—2ab
| ¥b \a ab(a+b) ab(a+h)
4 1.1 )
| - (a—+5) ab{a+b} <0 (cara—b+#0);
;4 1.1
done: 35 <a*b
I Soit n un nombre entier naturel non nul. Comparer 2n o 2n—1
2n+1 2n

B Soient a et b deux nombres réels strictement positifs.
1) Comparer 2\/5 eta+b.

" a,b 1,1
‘ 2) Endéduireque F+7>2 et (a+b}(5+5)}4

' @ Ordre et opérations

e Ordre et addition :

| asb et azb

On dit que a est inférieur ou égal a b, et on écrit a < b, si a - b s 0 (ou encore WGk s A D

|nu‘gﬂilﬂonierltbna.

- Soient a,b, c et d des nombres réels.

*Siasb,alorsa+c<b+c
*Si(asbetc=<d),alorsa+c=sb+d

Propriétés

Exemples et applications B

B Soient x et y deux nombres réels tels que xs3 et ys-7.
Alors : x +y =3 + (-7) c’est-a-dire x + y < —4.

B Soit x un nombre réel tel que x + 2s 6 ; donc (x + 2) + (—2) < 6 + (-2)
c'est-3-dire x s 4.

B Soient a et b deux nombres tels que a < % et b8
Montrer que a + b s .

6
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et on dit que :

-Siasbh, alors b est supérieur

*Siasbetc<d,
alorsa+c<b+d

alorsa+bz=0
*Sif(az0etbx0)eta+b=0],
alors (a=0etb=0)
*Si(fasbetbsc),
aslorsasc,
Onécritasbse.

: ole ol

SET |

e Ordre et multiplication :

ELBUEEEE - Soient a b, ¢ et d des nombres réels,
+Si(asb et c=20) .

alors ac =be.

+Si(a=b e c=0 o alors ac=be,
\+Si(acsbc et c>0) . alors asb.
“Si(acsbc et c<0) : alors az=b

O=c=d) x alors  ac < bd.

«Si(0=sa=<b et

Exemples et applications |

.Soitxsg Alorszmsﬂ2x (car 2 > 0) c'est-a-dire 2x=ég

= Soit-‘M% L Alors (—2)xx>(— 2)*@ (car -2 < 0) ; dong : —2x >-3.

' " 5
B Soit3x <5. Alors () 34 <(§)x5 (car§>0 ) cestadire x<3 .
B Soit0< x<15et0<y<2 Alors xy <2 x 1,5 c'est-a-dire xy < 3.
M Soit0< 2x<3et0 s 5y s 75. Montrer que xy < 22,5.

e Ordre et inverse :

HGUEEEE - Soient a et b deux nombres réels.
“0<asb signifieque O<p<1

*a<b< 0 signifie que %é%

Exemples et applications Ii§

B Soit0 < x<5. Donc :

=0

it 2 Az B
B soit 3<x<0.Donc: <—3.

5 i i 1 3
W soit x un nombre réeltel que :  0< TR RS

i
Montrer que — B<X.

o Valeur absolue et propriétés :

© Sur un axe norme, x est I'abscisse d'un point M
La valeur absolue de x est la distance entre |'origine du repére et le point M ;

on la note |x|.
En d'autres termes : OM=|x| (o O est lorigine du repére).

“Sifaz0etb=0),alorsabz0.
“Si(a=0etbs=0) alorsab=0.
+a” = 0 quel que soit le nombre

réel a.

*Si(as Detb=0), alors ab =0,

Importance des s

a, b, ¢ et d &tant des nombres
réels tels que bd >0, ona:
%-:% signifie que ad < be.
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EG

=~ ~DEFINITIONS ET R

. W - ——— TTITiiiaI I 1II1ii:
L3 i sels tel b.
!]—ag=s et |-7|=—(—7=7 .' Soient a et b deux nombres réels tels que a < fx+,Fg|,|+|,I ‘
! 3 ; est appelée Inégalité
1— =43—1 Iaa [ Ensemble des nombres Représentation sur une .
[ ‘ /3 [ /3 _ - |  réels qui vérifient droite numerique Vi dols: e
x—2 six=22 M o} I e |
Bona |x—2|={ ) i + = | — .
2—x six=<2 x | Intervalle fermé
& paterminer x|, |y|, |x+y|, [x—y]|, [xy] et ‘ﬂ I asxsb ~ i T 5 [a, b] [a;b]
Sachant que : x=1,/§—1 et y= L | =
= /5_, ’ ] E Intervalle ouvert |
4 a<x<b i Eg Ja, b Ja: b
o Distance entre deux nombres réels : Remarques a
AU  Sia et b sont les abscisses respectives de deux points A et B sur un |"i_ AR 2 X b [ if {a,bf | [nlervalla sami-ouvent
- A ) : :
axe normé (droite graduée), alors la distance entre a et b est la distance AB et —x i %<0 i al L% D emolh it
ona: AB=|b—al +|x|ast 10 pius grand des deus
x et —x, et ] 1 la, b] Intervalle semi-ouvert
! | = Pour tout x de IR :
Sme.nt 5 et -8 les abscisses de deux points ﬁl\ et B sur un axe normé. [x|z0 | ; i 1 Stk Intervalle - ; a]
La distance entre 5 et -3 est |5—(—3)|=[8|=8 =T~ 1 x=a Ia ? (fermé en a)
5 _ =l=x — 850)
M Soient 1 et x les abscisses de deux points N et M sur un axe normé. [ /;- ]x ] I nt::snmmt au
, ; [x—1 six=1 . [ Intervalle |-= ; a[ | | développement de F'algebre.
La distance entre 1 et x est [x—T|‘—{1_x A A B x<a ] T e (ouvert an a) 1l est l'auteur de plusieurs
) . a<——>pb ouvrages dont le pl
| M soient 3, 1 et x les abscisses respectives de trois points A, B et M sur un axe b-a uﬂammlnﬁn:: L
normé. Calculer MA + MB en fonction de x. i { b, += Intervalle [b ; +[ “Aljabr wa’ Imuqabala”
e Propriétés de la valeur absolue :  [8-6|=|6—8|=2 ] : bl i Laati (uls)
@ [[=7x3|=|-21|=2 (Alaadly puantf
Soient x et y deux nombres réels. On a : {J—7| «[3[=7x3=21 Bicis } 0 Ib, +[ '“‘{9"“"’":_" I :b*;‘“i
o | LA ouvert en
=] = ly=+ T T
(2) |-<y|=|x||y] [ ] 3) [‘_Ts —%=W | -xemples et applications |i§
. X x [ —— 2
) " y:.ﬂ, i y| = 7| 8 ~3| |-3 A B L représentation des deux intervalles [4 : 6] et [<7 ; 3] sur une droite numérique
- (4) <4y +y| e —|= 5 | est la suivante :
i =7 -4 0 3 6
5 x—y|=ix|— |
®  [x=yl>xl=ly] s U SN, W - -
(6) | |=|y5 signifie que (x =y ou x =—y),
. "“ﬂ“le"‘h"l 1] Représenter chacun des deux intervalles | = [2 ; +2[ et J = }-5 ; 7] sur une droite
7 numeérique.
. =xl=lx2
= o M & I" [ X e Intervalles et valeur absolue : |
|x|=5 signifie que (x =5 ou x =-5). g lx|—h'r§‘x+\" ‘M*’- Soient A et M deux points d'abscisses respectives a et X sur un axe norme :
i |x|=—5 est impossibles car }xl;(} et-5<0. M:f _ a’\ : M .
L ]x—2|——3 signifie que (x — 2 = 3 ou x— 2 = =3) c’est-a-dire (x =5 ou x = —1). | signifie que (x = r ou x = 3 . o 3
| r=0 i r est un nombre réel strictement positif. |
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M _g=8 et |-7=—(-7)=7
= f1—/§|=/5—1

x—2 six=2
M ona |I—2|={2—-x six<2

® péterminer |x| |V|. |I+‘f’l, [x—y]. |w| et %

Sachant que : x=\/§—1 et y=#
1—/5

o Distance entre deux nombres réels :

ELAUULERN  Sia et b sont les abscisses respectives de deux points A et B sur un
axe normé (droite graduée), alors la distance entre a et b est la distance AB et

ona: AB=|b—al

; x=0 “
x=0

=L

'Ix|mluplugrmddu deus|

Exemples et applications

B soient 5 et -3 les abscisses de deux points A et B sur un axe norme.
La distance entre 5 et -3 est |5 —(— 3)|=|8!= 8
M Soient 1 et x les abscisses de deux points N et M sur un axe normé.
§ x—1 six=1
La distance entre 1 et xest |x—1|= )
1—x six=1

B soient 3, 1 et x les abscisses respectives de trois points A, B et M sur un axe
norme. Calculer MA + MB en fonction de x.

e Propriétés de la valeur absolue :

BEEUEEEN  Soient x et y deux nombres réels. On a

I

M [x=y]=|y—x
@  al=[xllyl

(3) siy # 0, alors
@ |xryl<|x|+ly|
6 |x=yl>|x]=y]
(6) x|=ly| signifie que(x=youx=—y),

b e

1+

X
Iyl

o
Y

| =3/ 3 | 3'
(3 J? =2- B

| Onasz|=3 |-3]
na: s‘ _]h‘5|

Exemples
L |x| =5 signifie que (x =5 ou x =-5).

L |x|=—5 estimpossibles car |x|z0 et-5<0.
n ]x—2}=3 signifie que (x — 2 =3 ou x— 2 =-3) c'est-a-dire (x =5 ou x = -1).

Orrdre dans Pensemble IR

* —rx[éizm‘
« Pour tout x de IR :
|x|§30

el

i
A B

o
a[
¥

(1) |8-6|=|6-8|=2
@ ([I=7x3|=|-21=21

{|—7|x[3|=?x3=2‘|£
Ona: |[-7x3|=|-7|x|3|

 fe=yl<]xl+ly]

2
- || =x2=[x]

+ [el=Ivl<lz+v]<]<| ¢}yl

o Intervalles :
Soient a et b deux nombres réels tels que a s b.
e
‘Ensemble des nombres Représentation sur une Nottion s
réels qui vérifient droite numérique
_
b] Intervalle fermé
ger=> a[ _] | ™ aib]
o=
a, bi Intervalle ouvert
<" ——a‘}__ —[T_ a la ;b
[ [ [a,b| | Intervalle semi-ouvert
asx=b al b a, 4 droite [a ; bl
] ] Ie, b] Intervalle semi-ouvert
e <b al I'b ' a gauche Ja ; b]
Intervalle }—= ; a]
= ey o al (termé en a)
Intervalle ] ; a[
B2 a lr 2l (ouvert en a)
[E= intervalle [b ; +e[
== bl b, +={ (fermé en b)
] Intervalie Ib ; +[
st Ib e {ouvert en b)

Exemples et applications |

B La représentation des deux intervalles [4 ; 6] et [~7 ; 3] sur une droite numérique
est la suivante :

— e -

[_] Représenter chacun des deux intervalles | = [2; +=[etd=]-5 ;7] surune droite
numérique.

e Intervalles et valeur absolue :
Soient A et M deux points d'abscisses respectives a et x sur un axe norme :
A M

L i t

-

x

[rx|-r |
signifie que (x = rou x =4§
r=0

a (0]
L r est un nombre réel strictement positif.

Liinégalité
[x+y[<lx|+ly]

est appelée inégalité
triangulaire.

Al Khwarizmi, mathématicien
(788 — 850)

Il a contribué au
développement de 'algébre.
Il est I'auteur de plusieurs
ouvrages dont ie plus
célébre est intitulé
“pljabr wa' Imugqabala™

(adylaatly yasd! liS)
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Ecriture en utilisant Notation avec des Représentation sur une
la valeur absolue intervalles droite numérique B
o]
|x|€7 xEl-r1 ——[— ' —}—-
=-{ r
|x|zr X € Jen, ~ U I, 4] -
=7 Lr
a
|I—ﬁ|€f xEfla-r,a+r —-—-[— ;o
a-r a+r
a
x—a|=r xE .a=rfufa+r _ P—
| | = L i a-r a+r
o
x|=<r xXE}-1, ] t [
I ik =1 v
|x]>r xE |, = rf L Jr, o] ._[__.__o ] ——
-1 r
a
|x—a|cr x€la-ra+f ] ; [
a-rl [a+r
a
x—al|>r =l
| | xEl=e,a—-r[Ula+r, +=] ﬂ_r{—'—‘]—aH

IM|x|<4 signifie que x €[4 ; 4].

-lixl?g signifie que xe‘—m‘—g|ulg-+ml
1.|x—1|-:3 signifie que x € }-2 ; 4]

(M| x—2|>7 signifie que x € J-= ; —5[ U ]9 ; +=[

e Encadrement :

L Soient a et b deux nombres réels tels que a <b.
Toute double inégalité (parmi les doubles inégalités suivantes) a<x<b
a<xsb:as<x=b;asxsb estappelée encadrement, de x, d'amplitude b - a.

Exemples et applications |

W 3,14 < < 3,15 est un encadrement de n d’amplitude 3,15 — 3,14 = 0,01

Definition

5
W 1<7 <2 estun encadrement du nombre % d'amplitude 2 =1 = 1
M Déterminer un encadrement de /6 d'amplitude 1.

I Déterminer un encadrement de 2 d’amplitude 2 et un autre encadrement de 2
d'amplitude 0,02. 8 8

LT

SEEIEEIIEERESEEEEREE!

«ll n'existe aucun réel x

vérifiant |x|<—2 ]

+ En revanche :

Pour tout réel x, on a :
|x|>—2

COrrdre dans Uensemble IR

- Encadrement et opérations

1) Encadrement de la somme de deux nombres :

Sias x=b etc=y=dsontdes encadrements des deux nombres reels

xety, alors
e S sont des encadrements des réels x+y et x—y.
{a-d = x-y=sb-c¢c

Exemples et applications |8

- Onald1<,/2<1,42 et 1,732<,/3<1,733
Donc : 3.1424/3-FJ5<3,153 est un encadrement de ‘/f_ih/@
d'amplitude 3,153 - 3,142 = 0,011.
\Ona: 1,732—1,42<,/3— /2<1,733—1,41
Cest-a-dire 0,312</3— /2<0,323 est un encadrement de y/3 — /2

d'amplitude de 0,011.
@ Sachant que : 3,605 a_/‘l 3 < 3,606 , donner un encadrement de chacun

des deux nombres ,/ 13+5 et5— ,/1_ 3 en précisant son amplitude.

2) Encadrement du produit de deux nombres :

+ L'amplitude de I'encadrement

| des deux nombres /2 et /3 .

Scient a, b, ¢ et d des nombres réels positifs.

Sia<xsbetcs<y =<d sont deux encadrements de x et y,
alors ac = xy s bd est un encadrement de xy.

Exemples B

W - soit 173=x<174et219=<y=22;alors 378,87 = xy = 3828
= Soit-174<a<-143et-22sbs=s -219.
Ona:173<-a=<174et21,9<-bs= 22 Alors 378,87 <ab <3828
*Soit-4<s< 2et1=t<3.0na:2s-ssdet1sts 3,
Donc 2 < (—s)ts12. d'Ou—-12 = st = -2,
*Soit-4<=sx<2 et 1sys3.
Notons que le nombre x peut-étre positif ou négatif.
- Si x est négatif c'est-a-dire 4=x=0,alors0=s—xs4;
doncOx1=<-xy<4x3ouencore0<s—xys<12;dol-12=sxys 0

| Proprietés §

- 8i x est positif c'est-a-dire 0s xs2 alors0x1=sxy= 2x3
c'est-a-dire 0 < xy < 6.

- En considérant les deux cas, on peut dire que :

—12 < xy < 6 est un encadrement du nombre xy.

——1 <N [
107" +10 -|m¢1m

SE
1000

de /2 + /3 estlasomme des
amplitudes des encadrements
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 Soient a, b, c et d des nombres réels strictement positifs.
Siasxs< betcs y=dsont deux encadrements des deux nombres réels x et y, alors :

léléé et %€5€% somdeuxemadrementsdesréelsiet.;.,

d Y y
e o T

‘ Exemples et applications |

‘ W -Soit2sx<deti<ys< 3

1
Alors : %é y 1 (encadrement de %) et % < % =4 (encadrement de %}

‘ *Soit4<as<—2et1<bs<3 Donc2<-a<detisbs3
Il s’ansuit% < % <let % == E =4 c'est-a-dire — 4 ﬂ% s— % (encadrement de %}.
Donner un encadrement de X sachant que : 3,95 = x =401 et 2 < ys—1.2
B Soit—1 < a< 3et—4 sb<-2. Donner un encadrement de chacun des deux

‘ nombres : g et H :

@) Approximations

1) Approximation par défaut et par excés :

Definition

Soitasx=sb (a<x<b ; a<x=<b ou asx<b)unencadrement du
nombre x d’'amplitude b — a.

* Le nombre a est appelé approximation du nombre x & b — a prés par défaut.

- Le nombre b est appelé approximation du nombre x a b — a prés par excés.

Exemples et applications B

® - Soit 3,14 < <3,15.
Dong : 3,14 est une approximation du nombre = 4 0,01 prés par défaut
3,15 est une approximation du nombre x 4 0,01 prés par excés.
-On sait que 1,4142< /2 < 1,4143
Done : 1,4143 est une approximation de /:_2 a4 10™ par exces.
1,4142 est une approximation de /:_2 4107 prés par défaut.
@ - Donner une approximation de 4§ a 107" prés par excés.
* Donner une approximation de % 4 107 prés par défaut.

Ordre dans Uensemble IR

Remarque -

Sias xsb,alors-b=-x=s-g

Convention-

On dit “a b — a prés”

ou “a la précision b — a prés”

MOna: |f5_ — 2,2351 < 0,005 (on peut vérifier ce résultat en utilisant une calculatrice).

@ Déterminer une valeur approchée de g 4107 prés.

2) Valeur approchée

" Soient x un nombre réel et r un nombre réel strictement positif.

Tout nombre réel a qui vérifie l'une ou l'autre des deux inégalités |x — a|<r ou
fx — a]ér est appelé valeur approchée (ou approximation) du nombre x ar prés

iou 4 la précision r pres).

Donc 2,235 est une valeur approchée du nombre /5 & la précision 0,005 prés ou
0,005 prés.

Soit a s x = b un encadrement
du nombre x.

+a est une approximation de

@D Approximations décimales

Exemples et applications i |

: =2 _5 —2
B Ona:0,62<2<0,63 clestadire 62x10 " <3 <63x10

" Soit x un nombre réel tel que : N x 10® = x< (N + 1) x 10° 00 p € IN et

NeZ =
- La nombre N x 10 est appelé I'approximation décimale du nombre xa 10 prés

par défaut. . ‘ pat
« Le nombre (N + 1) x 107 est appelé 'approximation décimale du nombre xa 10

prés par exces.

8

ou encore 62x102<3 <(62+1)x10™"
ey ; 5 ,
Done : 62 x 107 (c'est-a-dire 0,62 est I'approximation décimale du nombre g a 10 2

prés par defaut. 5 ) )
63 x 10°® = 0,63 est I'approximation decimale de B & 10 prés par exces.

M . ponner I'approximation décimale du nombre /5 4 107 prés par défaut.

« Donner I'approximation décimale du nombre J 2 24107 prés par exces.
7 =3
B on pose: a= %

Sachant quel.73 < /3 <174 et 2,64 <7 <265
Donner les approximations décimales a 107 prés par défaut et par excés du |

nombre t.

x & b - aprés par défaut.

+b est une approximation de
x & b — a prés par excés.

!%h' est une valeur
approchée de x & b;a prés.
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Ordre dans IR
Soient a et b deux nombres réels :
|

as= bsignifiea-bs0

Soient a, b, c et d des nombres réels.

Ordre et addition

Ordre et multiplication

Ordre et inverse

*Siasbalorsa+csb+c

. last
c=d

Jalorsa+csb+d

S ::E , alors ac < be
+§ ::2 ,alors ac = be
-8i {:‘jm ,alorsasb
+Si ::;)bc ,alorsaz=b

= 8i 0 < a < b signifie 0(%&%

A
sacﬁ

+Sia= b<0 signifie b

Valeur absolue

Valeur absolue d'un nombre réel

Distance entre deux nombres réels

Propriétés de la valeur absolue

+Sur un axe normé, x est 'abscisse
d'un point M.
La valeur absolue du réel x est la
distance entre l'origine O du repére et
le point M ; on la note |J<| c'est-a-dire
|x|= oM,

_jx six=0
PI=1y six<o

Si a el b sont les abscisses respectives
de deux points A et B d’'un axe normé, la
distance en a et b est |a distance AB et
vaut AB=|b—-ai -

(ouencore AB =|a—b])

Soient x et y deux nombres réels.
*[x=yl=y—+|
=l o [ = I

* lol=lxlvl

X

¥

*Siy # 0, alors

X
y
.Ix+yl §|xl+’y| efix_ﬂ B!x!*—h[
x| = |y| signifie que : (x=y ou “"‘f‘

Ordre dans Vensemble IR

Intervalles de

Soient a et b deux nombres reals.

E Ecriture

I ) T [ el W
¥ — [a, b] |Intervalle fermé [a ; b] |x |<r xg[-nrl —'—-ﬁ—?—i,——‘
la. bl |intervalie ouvert [a ; b) |x]=r xE =, U [r, + =] __‘}_‘-’_{.r. =

o = [, bl :::;T;s;ze[mi-amﬂ a |x—aler xEf@=na+il |——g4— A ==
gpsb -_a}'_ __lb— la, b] Igr'{::r:?as?:;l‘omna |x—a|2r sERe a-rUlasr o ﬁ_’i_lw

| — oy R I S P

z ::?vr::":n]a_r Pl !xl:\-r %€ Joo, M UTr, + [ __r[_.'i'_},'_

-::x B ey [ =l :;‘:::'Iv:j:ng g |x—ajcr $E AR ﬁ_?_ a+r
R T ey A S e s s

Encadrement

Toute double inégalité parmi les relations

asxsb ;a= x<b ;a<xsb a<x<b
est appelée encadrement du nombre x d'amplitude b — a

Soient a et b deux nombres réels tels que a<b

‘Encadrement de la somme et de la
_ différence de deux nombres

Encadrement du
produit de deux nombres

Encadrement de |'inverse
et du g de deux nombres

atcs=x+ys=b+d

, dlors
a—dsx—y<b—c

=
& i{ﬁ%a%y b ,alors ac = xy = bd

O<c=sy=<d

«5i Ozasx=b Lalors 9 Y
O=c=y=d

Approximations par défaut et par excés

Approximations

Valeur approchée

xsh

@< x<b |

a<xsbh ou
rement de x d'amplitude b—a
ibre a est appelé approximation du nombre x 4 b —a

défaut,
re b est appelé approximation du nombre x4 b - a
exces.

a<x<bh)

Soient x un nombre réel et r un réel strictement positif.

Tout nombre réel a qui vérifie |'une ou l'autre des deux relations
]x —a|<r ou |:-c —a| <r , est appelé valeur approchée de x &
r prés (ou & la précision r prés).

Approximations décimales

Soit x un nombre réeltel que :Nx10Ps xs(N+1)x 107 cipEINet NEZ

= Le nombre N x 107 est appelé |'approximation décimale du nombre x & 107 prés par défaut.

+Le nombre (N + 1) x 107 est appelé |'approximation décimale du nombre x & 107" pres par GXC]

.

Ordre dans Uensemble IR
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Soient x un nombre réel de l'intervalle
2x + 3

1
sy 2 T 1]

1) Donner un encadrement du nombre A(x).
2) a) Déterminer les deux réels a et b tels que :

On pose -I\(_x]‘—

5 b
A=a+—5
b) Déterminer un autre encadrement du nombre A(x).

3) Déterminer le plus fin des deux encadrements précédents
de A(x).

1) Encadrement de A(x)

:
Ona: —2
na 2%.1(%1

3
2€x+2<3

2
SSx+2<3
1 Zz

:
3531253

Donc: —1s2xs2 et

2<2x+3s5 et
222¢+3<5 et

1_2x+3
LA S

Il s'ensuit :

T
2
éﬁs

‘stadire : 2 10
c'est-a-dire ; SﬂA(x)ﬁa

2) a) Détermination de a et b pour que A(9)=a+—2
2x+8 ax+2a+b
x+2 = x+2

A(=a+ 2= signifie que:
cesta-dire2x+3=ax+2a+b
Par identification des coefficients, on obtient
2=aet3=2a+b
2=a et b=-1
1
x+2

Ainsi : Alx)=2—

b) Autre encadrement de A(x)

f

2 1
*Ona: EQA{I)EEQ

Cet encadrement a pour amplitude -132_ %=%
4 5 ;
*Ona: EQA(x)QE qui est un encadrement d'amplitude
Ly Mall
3 8 3

. Comme% (g. , alors le plus fin des deux encadrements est

celui de la 2éme guestion c'est-a-dire % s Alx) < % ;

e Enudmnm et valeur qbwiue

Saient x et y deux nombres réels tels que :
x?E i ¥st1 et x-y=3
| 1) Caleuler la valeur du nombre B définie par

B=ﬂx~1] +/{2y—2]

2) Vérifier que : F<x<4 ot —2<y<i
3) Caleuler la valeur du nombre C défini par
C=ix+y—5]+[x+y+2r

1)Ona: B="!(2t—1)2+‘/(2y—-2?
Donc:  B=|ax—1/+[2y—2|

=[2x—1+[2(y—1)|
c'est-a-dire : B=|2x—T‘+2|!r—1|
+Or x> Clestadie2x—120, o [2x—1|=2¢—1
* Par ailleurs y < 1 c'est-a-direy - 1= 0,
parsutte |y —1|=—(y—1)
+Onendéduit B=2x—1-2(y—1)

B=2(x—y)+1

Comme x—y=3,alorsB=2x3+1;doncB =7.

2) Vérifions que%€x€4 et —g

‘Ona:x-y=3 ;donc:x=y+3
Ona:ysi; donri‘ns; 4 clest-a-dire x < 4
Par hypothése x> . Donc 5 <x<4

sy=1

; !
Ona: —3sxs<1 ;donc %€x+2£3
. 2 1 1
Il en découle : — =g i
a1 3
a Ao 5
Done : e
cestadre  a<A(<S

1
Ona._zsxﬂ etx=y+3 Donc: %£3+y€4

Onen nra%—-sq;rszt—a c'est-a-dire —gﬁyﬁ

Orrdre dans l'ensemble IR

3) Comparaison des deux encadrements précédents de A(x).

-

ﬁmvérsﬁerque pour tout x de IR\ {1}

1
 b) En déduire que si[xlc% , alors ‘17—

b} Soit x un nombre réel el que

31 Etudions d'abord le signe de chacun des deux réels

x+y+2etx+y-5 4
1 2
ma;§€x£4 at —2§yi1

Donc:—2<x+ys 35
D'ou : D=x+y+2s7 at—?sx+y 50
¥ A [x+y—5|=—(x+y—5)

|x+y+2|=x+y+2

C=—fx+y-5)+x+y+2
=—x—yY+5+x+y+2
C=7.

On en tire
Do :
Appr'oxlmation

1
i —1+X+1

(14x)[=2x?

ala

er alors une valeur approchée du nombre

(1+x]+ 0 ={1+x)£1_—xx}+x2

=%
i% 1—x2+ 2
(1+x)+1--x_ =

2
(1+x)+‘lix = 1—1x

Do

<2

B Cria: - 2
Cna: = —1+x+1_

:
=

' OuU encore

s

Donc :
|1—x

1—

—(1+x]

0
|

- 1
*Ona |x|<5 cest-adie —3<—x<3

2
Comme «* = 0, alors —J1x Is2x2
X

En utilisant la relation (1), on déduit que |3

‘*(1+X)‘€2_x=
(pounvu que |xf<§
| 2) Déterminons une valeur approchée de 313 a2x107 pras
D'aprés le résultat de la question 1) b), ona:
’ﬁ — {1+ x)|=2x* pour tout réel x tel que|x|¢%
En prenant x = 107 (Il est bien clair que [10°%<3)

1 — B
‘W—[THO )<2x(10?)
clest-a-dire ; |1 - —-[¥+0,01}‘€2x10_‘

Ona:

—4
0ou encore !m—1,01|saxm
Ceci signifie que 1,01 est une valeur approchée du nombre

A
099 4 la précision 2 x 107" prés.

@ Aproximation décimale d'un nombre rationnel

1) Sachant que 1,414<,/2<1,415 , déterminer les
approximations décimales du nombre /2 & 10 prés par
défaut et par exces.

2) Déterminer les approximations décimales du nombre 3 a
107 prés par défaut et par excés. i

Solution

1)Ona 1.414 < /2 <1,415
clest-a-dire 1414 %10 °< /2 <(1414+1)x10 "

Donc 1,414 et 1,415 sont les approximations décimales
respectives du nombra/ 2 & 107 prés par défaut et par exces.
2) Déterminons les approximations décimales de % a0

prés par défaut et par excés.
Ona: 1‘?7' x10° = @
3x10°=428+%

Or0<F<t iparsute 428<2x10°<428+1

clest-adire 428%10 °<3<(428+1)x107°

Donc :

+ 0,428 est I'approximation décimale du nombre = 3 4107 prés
par défaut.

+ 0,429 est I'approximation décimale du nombre = 3 & 10“"‘pres
par excés.

Ordre dans Pensemble IR .




Comparaison et ordre

x=423x10" et y=35x107
a) Déterminer les signes de x + y, xy et £ |
b) Comparer x et y. Y
c) Comparer —x et —y.
d) Comparer! et 1.

x ¥

Soitx=-88x10% et y=1,17 x 102

&) Déterminer les signes de x + y, xy et = .
b) Comparer x et y. ¥

c} Comparer —x et —y.

d) Ranger les nombres x+y ; x—y ; —x +y.
&) Comparer S e

x y

Soita =-5,24 x 107% et b = 0,00464.
a) Comparer a et b.
b) Comparera+ beta—b.
c) Comparer! et 1.
a b

d) Comiparer a° et b°.

o On considére les deux nombres a et tel que :

PR B
a=—gjoust b=—n

a) Donner le signe de chacun des réelsa + b : ab ;% :
b) Comparer a et b.

¢) Comparer a + b et —{a + b).

d) Comparera + beta + 2b.

A
e) Comparer 2 g

f) Comparer a® et b®.

Comparer les nombres x et y dans chacun des cas suivants

a) x=—%= ot y=9
_ 526 _23
by x=1g et y=7

‘ a) Montrer que :

|— : 2 < - = - e
Exercices d'application fo On pose : a=

1+4/2 b
h

b) Comparer a et b.

‘o Montrer que :

i 1 1 1

L e T e
50 <701 " 702 703 " 104 <25

setin e
00 ~ 25/

‘ (Noter que : 4 =

‘o On considére les deux nombres x et y tels que :

x=3/1_a—/75+2‘/g
‘ y=y28+,/32—2,/2

1) Montrer que : x—y=4‘/§—2,/?
‘ 2) Comparer x ety

‘@ Comparer les deux nombres a=10/51 et b=70+ / 2

Comparaison difficile par la calculatrice

. 0 On considare les nombres x =333 /51 et y = 2378, 095667
a) En utilisant une calculatrice, calculer x.
Peut-on dire que x et y sont égaux ?
b) A l'aide de la caloulatrice, calculer ° et y°.

2) Montrer que »* est un nombre entier naturel et que y°
n'est pas un entier naturel,

En déduire que x #y.

3) Calculer la valeur exacte du nombre y° en posant
y* = (2378 + 0,095667)°.

4) Comparer x et y.

a)x=a’et y
b)x=a et

Comparer x et y dans chaque cas :

=(a+bf olaclRetbe
y=% olas<hb

- MY ]
x=517 # Y=3i3

ol a est un réel positif.

IR*

Comparer les deux nombres a et b dans chague cas :
a) a=4,>2 et b=5,65
1 1
b) a= =
)i 14:75 o b=37
g) a=xy/x+1 gt b=(x+1)/x

ol x est un réels strictement positif.

a) 23 .
97

b) 35 ;
36

g 8
5

87
23
50
37
52
54

@ Ranger par ardre croissant chacune des listes suivantes :

48 |
37
48 |
54

ale 818

Orrdre duns ensemble 1R

A

n Soient a et b deux nombres réels tels que a®+bi=2
a) Montrer que (a + b)* = 2(1 +ab)
b) Sachant que a et b sont strictement positifs, déduire de
ce qui précede gue a+b=,2 .

@ a, b et ¢ sont des nombres réels inférieurs ou égaux a 1,
W ) Monfrer que abc sbc, abcsca et abc = ab.
b) En déduire que 3abc = ab + bc + ca.

' Ranger par ordre croissant les nombres suivants :
i —/B1. —3/21; 0 ; 2/21 ; 493

0 Solent x et y deux nombres réels strictement positifs et
S iciincts. Donner le signe du quotient

Sy (x+vy)

-

7 ; b) 37 ot 11
a) 5,2 et ) 3 :
c)03et-033 d) -5,3 et 7.

szl Sur une droite graduée, exprimer ce qui suit en utilisant des

Simplifier les expressions suivantes selon le signe de ce
qui est “intérieur” a la valeur absolue.

2

a) x+|x| ; b) 3x—3lx| |
X |'_73l
alf-3 ¢ 95§
| _12
[ e 1%’1 iy ——'L:_1} (ouy 1)

distances, puls résoudre géometriquement les equations

suivantes |
a) |x|=1 : b) [x—2|=1 ; © PB—x=2
d|x+2=3 ; ) [x—3 =8

' Sur une droite graduée, donner une interprétation
| géométrique de chaque nombre suivant :

alety] i vy 2l-y| o =i+

o |d+x+2] ;e 2[x—a]+3|x+q|

Soient a et b deux nombres réels fels que :
a=—2 : bs-1 Q;bzﬂ

1) Caleuler A= Jat2y +/b+17 _

2y Montrer queas= 5 et 8=bh,

3) Déterminer la valeur numérique de 'expression B telle
que : B=|a+b—4|+|a+b+10|

Calculer les valeurs exactes des réels suivants :

glz—4 o=

o l-nz2—1 ; &

Parmi les nombres suivants, déterminer le plus proche du
nombre 1 :

11 ; 17 . opg ; 13 ; 28
18 o0 oy

Soient x et y deux nombres réels. On pose :

B=x[+|-2—y] A=|x{=|-2-y|
C=fx|+x D=|x(2+y)—|x|ly+2|
E=—2—y+|2+y| . F=2+y—|y+2|

CalculerA, B, C, D, E et F dans chaque cas suivant :

=-—2 t =2 )
. e a) Ssxs-3 ;b x<? ou x>10
byx=4/3 et y=—2+,/3 ¢) x=0 et xs75 ; d) x=-2 ou xz-aé
c)x=% et v=—2—-‘§ a) x#0 el._ -2<x<1; Hxs1 et S

s
Sur une droite graduée, représenter les nombres reels x
qui vérifient I'inégalité proposée dans chacun des cas

Suivants :

123

1
a) x =2 ; b) x<zm

| c) x >35 ; d) x =10°
e) x <=0 4 ) x <0

| Déterminer, dans chacun des cas suivants, lintervalle
| auquel appartient le nombre reel a :

c) a>%
ac—1—4/3

b) as=—7 :
e) a>y/2 ;

a)az5 f
d) az0 '

‘ Ecrire lintervalle ou la réunion dintervalles auxquels

appartient le réel x dans chacun des cas suivants :

Orire dans Uensemble IR




Ecrire, sous forme d'intervalle ou d'une réunion
diintervalles, I'ensemble auque! appartient le réel t dans

G

chaque cas :
a) ~-l<t<7 ' b)) 3d=2t>-2
c) t<-lett<i i t>+1out<=—1

d)

| 1,01 |

@ Onsaitque:{ =x=1,02
-4=y=-38

a) Donner un encadrement de —y.

b) Encadrer xy.

@ Donner les inégalités qui déterminent |'appartenance d'un
réel a chacun des intervalles suivants :
ai|—3;2] : b)]—E.'O] i ‘o) I—m;E[

d)lﬁ:m} : e)]—oo:—D.1[ : 0[51%

@ Representer les ensembles suivants sur une droite
graduée, et préciser ceux qui représentent des intervalles.

al-8:i2]n[-5i5] ; b [—%‘.S[u[h:i[

c) I4:+m[n]—4;sl ; d) I—m;msln]_-a;+m|

d[=2i5]ufeive] ; p [~Hise]n[Eitw

a) |6;+m[n[—3;19[n]—m;—1[
Inégalités et encadrements

@ Déterminer un nombre rationnel r compris entre a et b dans
chacun des cas suivants :

ala=1,1gtb=12 . bja=x et b=%
1 1 1
clasgimtb=g= U ga=, et b=%
1 1
B)ﬂ=—§eth=—'§ B a=2—ﬁg:b=/5—./§

Onsaitque: 6sxs5 et 2sys 1
Donner un encadrement de x - y.

| @ a et b sont deux nombres réels tels que :
2<as 4 et -3sbs3
Donner un encadrement de b — a. |

@maahque:asxsll et 2sys5 |
Trouver un encadrement de chacun des réels :
X+Y ; x-y ; 2x—3y ; ~-4x+3y-5 ‘

@ x et y sont deux nombres réels tels que : |

‘ -3sxs2 8l T=sys=s1 '
Trouver un encadrement de chacun des réels : [

xX+2y ; —x-y ; 5x+3y ; 5x+6y—8 |

|@ On saitque 1 2,19 = x<-2,14 et —0,36 s y =-0,34,
| a) Donner un encadrement de chacun des réels —x et —y.
b) Donner un encadrement de xy.

@ Onsaitque3sxs35 et 04=sy=02
a) Donner un encadrement du réel xy dans chacun des
deux cas suivants :
*D4=y=0
*0=<y=s2
b) Trouver alors un encadrement du réel xy.

Onsaitque :4sxsB et 6= ys=s11.

Donner un encadrement de chacun des deux réels ¥ et X
x ¥

Si x est un nombre réel tel que -7 < x <5, )
déterminer l'intervalie ou la réunion dintervalles auquel
appartient “ et 1 (x #0).

X

%sas-a- et 0<b<3

a) Encadrer les deux réels 2a et é 3

‘@ On considére deux nombres réels a et b tels que :

b) Encadrer b — 2a et en déduire un encadrement de
(b - 2a)%,

@ Soient a et b deux réels vérifiant :
O=a=2et 4=bs1
Montrer que : -20 < 2a° + b® + 2a — 4b = 28

On saitque :-2<a<3 et 4<b<i
Montrer que : -5 = a® + b? - 2a + 4b < 13

Onsaitque: 15x=2 gt %sysg

Onpose:E=-y+x+y

a) Donner un encadrement du réel E.

b) Vérifier que tE=(x+y) (x —y + 1)
En déduire un autre encadrement de E.

¢) En déduire que : %SES%Q

Onsaitque : -3 xs2 et—1sys3
Montrer que : ~33 = x* — 3y* - 5x < 24

@

Ordre dans l'ensemble IR

ngor‘tne:-z-caq—1 et -1<b<2
@ tonposeE=4a"+4a-b°+2b-3
&) Donner un encadrement de E.
b) Vérifier que : E = (2a + 1)*— (b~ 1)* -3

“¢) Donner un autre encadrement de E.
d) Comparer les amplitudes des deux encadrements

L précedents.

22

Est-ce que
2x10°%7

est une valeur approchée du nombre 7 &

B

@ x est un nombre réel tel que |/5 —3x| <107?.

Sachant que 2,236 < /5 <2,237, trouver un encadrement
du réel x, par deux nombres décimaux, et dont I'amplitude

Solent x, y deux nombres réels tels gue :
- 220 <x<221 ot 344<y<345
Comparer les deux réels : 3y —x+2 et 3x-y+7

) Trouver un encadrement du nombre 17 d'amplitude 0,1, et

= un autre encadrement d'amplitude 0,05.

"'5 f) Trouver un encadrement du nombre / 2 d'amplitude 1, et
¥ \n autre encadrement d'amplitude 0,1.

¥ gt un autre encadrement d'amplitude 0,5.

Trouver un encadrement du nombre ‘/13i d’amplitude 1,

est 107,
@ x est un nombre réel tel que 1.9 =sx =2 1.

a) Donner un encadrement du réel x — 2
b) Montrer que 2x — 2 est une valeur approchée du réel

¥ —2x+2a0,01 prés.

On sait que : 8,54384 st < 8,54388 |
Donner des approximations par défaut et par excés des
réels tet—ta 107 107 et 107 prés.

Exercices de renforcement des apprentissages

Comparer les deux réels a et b dans chaque cas suivant :

' Montrer, dans chague cas, que A est une valeur approchée
" du nombre xar prés :

A=11666 ; r=5x10"

e
'ajxg.

'b)x=% 5 =g : r=8x107

') Onsaitque: 0,1 <x<0,3.

¥ . Donner un encadrement de »° ?

b) En déduire que 0,05 est une valeur approchée de x* &
0,04 prés.

2/7 et 3,3
b) Développer (3+/3 —24/7)°
) Soit a=4/55—12/21 _ Simpiifier a.

d) Sachant que 2,6 <47 <2,7 et 1,7<4/3<1,8
donner des approximations de a 4 0,5 prés par défaut et
par exces.

3577 ~ 3576
1 a=4e8 st D=7
2)a=3/6—47 e b=3/6—49
3 a=y/5-86 et b=Ja41—12/5

En utilisant la calculatrice, ranger par ordre croissant les

nombres réels suivants :
: fé + /5 - /1_9

25 22 4 355
e :3,14 - 3,15 ; > i55 99

Sans utiliser la calculatrice, ranger par ordre croisant les
réels sulvants : % o enl s U

- il =

' F® ‘2 ' 5 ' w2

Ranger par ordre décroissant chacune des listes suivantes
de nombres réels

propositions suivantes :

a) 0,05 est une valeur approchée du réel x 4 107 prés.

b) —0,02 est une valeur approchée du réel t 4 107 prés par
défaut.

14 56 221 21 18
1) 75 : 305 ;9250 : %85 ; 921 ; Too

1111 381 388 7
2 250 : 500 ;%79 ; —Boo : "0

61 708 177 ass 119
AU L SO - N 7. LN = 2

67 808 i 200 ¢ 402 © 135

Soient x et y deux nombres réels tels que :
i-y+7=0¢et-7<x-2y=-5

a) Montrer que : x<y—4

b) Montrer que : 9 =x<-7 et 2sy<0

@ x ety sont deux réels tels que : x <y
Montrer que pour fout réel e tel que 0 <a <1,

Ona:x<ax+(1—aly<y

. _
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Spit a un nombre réel tel que :a>-1.
Ordonner les nombres x, y et z dans chacun des cas

suivants :

1) x=a+1 y=a-+2 z=a+4
== e =

2) A= AR i e

3) x=fa+1)2 : y={a+2)z ' 22(3‘1'4)2

Soit n un élément de IN*.
Comparer x et y dans chaque cas sulvant :

1) =P —2n+1 y=(n—1)2+‘
ik =14
2) x=1-=% R S
3) x=1+% AR T1
1+E
. v = T = 1
@ St GOn B b= & F e

1 gt
1JCompareret e

2) En déduire la comparaison des expression E et F | g

(pour x> 0),

Soient x et y deux nombres réels strictement positifs et
distincts.
Comparer E et F dans chaque cas suivant

e L)
1) E_x{x+y} et F_(x_+;)'§'
2y E=xy+4 ot F=(x—2)(y—2).
3) E=xy+2005 et F=(x—401)(y—5).
2 1 1
4y E= et F= = ,
Tl 5Ny

@

a, b et ¢ sont des nombres réels positifs tels que :
43° - 3b" + 3% =0
Déterminer le plus grand de ces nombres.

®

Que peut-on dire des réels x, y et z si
Y+2=2x ; z+x=2y et x+y=227?

| Soient x et y deux nombres strictement positifs.

Comparer 196 y et 2005x+49y
2005 x

‘ 2005 x+ 49y

a) Soient x et y deux nombres réels tels que : 0 <x<y. :

Comparer X et _x+2005
y ¥ + 2005
“ b) Soit t un réel strictement positif.
Comparer -X- et X+t
| i Y ¥+t

c) Soit n un élément de [N,
Comparer X et (1+nkx
Yy nx+y
@ a est l'aire d'un rectangle de dimensions 11 et 14.
b est l'aire d'un cercle de diamétre 14,
a) Comparer a et b en considérant les valeurs approchées
respectives de m : 3,14 ; 3,15 et%.

grande des deux aires 7
OnposeA=a’+a+1
1) Vérifier que 4A = (2a + 1)° + 3
3
AZT
2)On supposeque : —3<as1

Montrer que

Montrer que % sAs7

@ Soient &, b et ¢ des nombres réels fels que :a =1 eth#2.
On pose :
_(a=490-2)  a-9b+5 . _(a—1°—3(b=2
a—1 i a—1 ' a—1 i
Comparer A, B et C dans chacun des cas suivants :
ala=2 et b+3 ; bja=4

@ Soit t un réel tel que :t> 1.
3
Montrer que : &5

A

B c

@ Soit x un réel tel que ;4 <x < 5.
5

Ordonner les réels positifs x, y el z sachant que:
s 2 zxsy etyze

@ a) Soit x> 0. Comparer _XT et

x=1

X+ x

b) En utilisant la question précédente, comparer a et b |

d'une part, puis ¢ et d d'autre part ol :

y a=3726.534 _ 3726,536
3726,535 ~ 3726,538
2 c=123456?.89 _ 1234567,9
1234 567, 9 ~ 1234567 91
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Montrer que : %c-—x+3-:§ ;

Onsaitque:0<x<y et t=%.

Soient « et fi deux nombres réels sfrictement positifs.

at+
Montrer que : t<ﬁl+£ <'} ;

OnsaitqueneIN, n=3 et x> 10"

i1

93..9°
e

n fois

A1iE
O<x_1<

Montrer que :

b) En considérant la valeur exacte de =, quelle est la plus

- < EXERCICES ET-PROBLEM

- = . 1 .n+1
I SR telgues 0 " 0T
g T Y Tnip
Déterminer un encadrement de x et vérifier que son

2 f 1
lifud s
SRS R

a®+2
a%-r1

~ Montrer que 2= =3.

8 T I ‘Soient x et deux nombres réels telsque 0 < x <.
ij-ﬁonﬁar que : ¥* <y <y-. )
b) Montrer que si xy = 15, alors x<4/15 <y,
3615

931

231
) Montrer que : :.2%-1'</1_5‘<

o

a et b sont deux nombres réels tels que :
1=3a+2b=4 et [a—1l<1,
Donner un encadrement de chacun des nombres réels

93

suivants : a+b+2; 2a+2b+1 ;
2a+2b+1
(3a+2b)(2a+2b+1) i Aaioh

a, b et ¢ sont trols nombres réels tels que:
b>0 ; 2f=a’+c" ; 1<a<2et 2<c<2

2
Montrer que : '-2—<bc2

it x un nombre réel tel que x = 1.

gjfunntrerque:v‘x+1—ﬁ<2:/;
b)Onpose: A=1+ L e 1"
LZTfE A J1o

Maontrer que 198 < A < 200

efa=idei

@ Encadrer x sachant que :Ix -1, ?2| =0,01

Déterminer tous les nombres réels x qui vérifient la
condition imposée dans chacun des cas suivants :

a) [3x —1|=4 D byIs|x+2|s2

o) 2<|x+3|<3 P g lx—s|<%

o) JT—x</2x—2 ; HSu—-v</ex—2"

Sait n un entier naturel tel que n =2,
1) Simplifier I'expression suivante :

‘. 1 a 1 1
- ?ﬂﬁndéd.rireque:ﬁ+71;+...+71;3ﬁ

@ Soient x et y deux nombres reels tels que :
-T<x<1 & —1<y<i
Montrer que : -1 <xy <1

@ Soient x et y deux nombres réelstelsque D <x <y,

2xy
=g ol 4
Montrerque :0<B-A<y-x

oo
Onpose : A= et =x—2

xs—x5+x"—x3+x2‘—x-l'1?_%

ﬁﬁeﬂr& sous forme dintervalle chaque fois que cela est
'mbls:
—tiafufsi+e| ; b) xi2fulsiea]

é]—w;z’]n[a:*rﬂ 0 d) [—14fn[ai+o]

F) Soit a un nombre réel tel que a > %g—
. 5a2
. - aTﬁ e %ﬁ?

1) Comparer x et y.

2}0!1 considére que 1,73<4/3<1,74 a
Montrer que :

* 21,8375 est une valeur approchée de y 4 0,0125 prés.

s [x—27,1<0.1

=5

@ x ety sont deux nombres réels tels que :

2 2
2Sx=37 et |2x+y[5§
1
Montrer que : %E[—‘H—E]

@ Déterminer les nombres réels x, y et z tels gue :

1/;+ y—1+1/z—2:'1'(x+y+z)
2

Exercices de synthese

@ Pour tout nombre réel a de lintervalle [1 ; +«[, on pose :
AL
A= 1+ =
1) Montrerque : a(A+1)(A-1)=1.
2) Montrerque : 2<A+1<3.
9

En déduire que : 1+ aa£A51+2a,

3) Montrer que 1,1 est une valeur approchée de Ji.2aa
précision 3_10 prés.

Ovdre dans Vensemble IR




Soit x un nombre réel strictement positif.
1) a) Montrer que 1+ 1+x>2

1
b) En déduire que 0< 5

—_—c
1+ /142 2

2) Montrer que : T< 1+ x<t+

2
3) Donner un encadrement du nombre J1,04
Soient a et b deux nombres réels telsque :0<asbs2a
1) a) Mentrer que (a—b) (2a—-b) = 0
b) Développer (a — b) (2a — b) et (a/_ b)?

2) On pose : A=%
242
Montrer que : {SAE1

(Utiliser la premiére question)
(1+4/2f
3) Montrer que " " ¥ ©!_gst une valeur approchée du réel
2
Aall—v2) JE} prés.
6
Onsaitque—1<x<0 et 0<x*+x+y <3
1) Montrer que |‘f|<2
2) On suppose dans cette question que <y <1
a) Factoriser xy +y +x* — 1
b) En déduire que |xy +y+ x2| <1

|® On considére l'intervalle |=]%;%l_

1
a) Montrer que pourfoutxdel: |x—5|<Fg -

b) Montrer que pour tout x de 1 : _T?q—xzd-x—ic— A

Soit x un nombre réel tel que : |x - 1I<T |

Montrer que : 'x +5x—6|<8|x—1|

@ Smemxatylemqus|x—-t|<-— |y+1|<%.

<3

1
Montrer que 7 < xzfy

Soita tel que 12<a<13.

/E ﬁ‘;\/ﬁ

<0,1

freet

|® Soit x un réel non nul. On pose : E=~"——

142
X

Montrer que

1 de
X it 1
2) a) Montrer que : S+ 4122

E_i
x

1) Montrer que :

b) En déduire que :

a, b et sont des longueurs des cités d'un triangle rectangle
dont la longueur de I'hypoténuse est c.

Comparer les deux réels dans chague cas suivant :
1)a+b et ¢

2)a*+b’® et ¢

Fa®+b® et ¢’

a est un nombre réel tel que r5| <t

On pose : E =a® + a° — 5a +3

1) Montrer que : -3<E < 10

2) Vérifier que - E=(a +3) (a—1)°
3) En déduire que : 0 <E <16

4) Montrer que E—5|<5

| Sait n un entier naturel non nul.

3) Déterminer une valeur approchée du réel M

45x107 pres. 2

+l+

1
Montrer que e an

1
3n+1°n

a, b et ¢ sont des nombres réels tels que :

D<as 1 ;0<bs1 et0O<cst

1) Mantrer que : (ab — 1) (bc=1) (ca—=1) =0
el v

i Uk ot R
2}Endédu;requea+b+c+abcza+b+c+abc

i

Parmi les rectangles qui ont la méme aire, montrer que I8

©

a, b et a &lant des réels positifs, comparer :

x=/a-/b ot y=/ata—/bra

x, ¥ et n sont des réels tels que :

x=0 ; y=0 ; (nEINetn=23) et x+y=2n+1
On pose x2+2nx+n2—|n+1—y|
1)Vérﬂierque:E=|x+n|-—ln+1—yr

2) En déduire que E est un nombre entier naturel pair.

COrdre dans Uensemble IR

carré est celui gui a le plus petit périmatre.

Parmi les rectangles qui ont le méme périmétre, mo
que le carré est celui qui a la plus grande aire.

p, k et n sont des nombres entiers non nuls.

® 6 6

Montrer que
i k
a) p+k_;:[t_p+k
i CR =13
) 25n+i Tnez T Bn<3d

lc<x<y<z<t
R LA (et 1P

xyzt - x C ¥ E

xt+y x ¥

soient x, y et z des nombres réels strictemem posmrs
Montrer que :

(x-:-y)[—l—-l--;-]att.

A+ (1+y)=4/xy.

x+y x4 2
TN 2

x+y+z+1+%

1
+;2&
(x+y+z][ +;+1] 9
B)Six+y=1,alors:

i

24

-/_(x+v

1+x2+y

Soie:ﬂxetydeuxréelstelsqueﬂ sxz—xy+y252.

1) Montrer que : §5x4+'f‘53-
2) Montrer que pour tout entiern =3, ona :
.x2"+y2n.>_3%.

| Montrer que :

- (a+b—c 4 (a—b+cf+(— a+b+c)2+%23+b+c

égaux & 2, Mcnlrar que :

J=2--2)-2)

a, b, ¢ et d sont des nombres distincts de IN supérieurs ou

|

a, b et ¢ étant des nombres réels strictement positifs,
2a 2b 2¢

a+b TYbre Yera O

Montrer que pour tout n de IN" :

£ E £+‘ 1;’2n(2n+1 pL

montrer que :

Probléemes I

On suppose que la trajectoire d'un satellite est un cercle de

centre, le centre de la terre et de rayon de longueur 6800km.,

1) Donner la valeur exacte de la longueur p de la trajectoire
du satellite.

2) Soit a une valeur approchée du nombre x fournie par une
calculatrice qui affiche 8 chiffres.
Si |m—al<5x 1078 , peut-on obtenir un encadrement
de la longueur p au métre prés ? au cm prés ?

3) Vérifier que si on prend |7 —a|<2x 102 (par exemple

= 3,14), alors la longueur p de la trajectoire sera |

calculée & la précision de 25km.

Deux cyclistes partent d'une ville A vers une ville B. Le
premier cycliste part & neuf heures a la vitesse de 25
kilométres par heure ; le second cycliste part & neuf heures
et vingt minutes a la vitesse de 29 kilométres par heure.
Quelle doit &tre la distance entre les deux villes pour que le
second cycliste puisse dépasser le premier ?

x, ¥ et z sont des nombres réels supérieurs ou égaux a —1
telsque :x+y+z+t=2

Montrer que : xa+y3+23+132%

Soit @ un nombre réel strictement positif.
Soit x un élément de lntervalle [1 ;1 + of.

1) a) Vérifier que : xtyfx—2=(/x —1)(/x+2)

1 1 3
K—P—E(x—ﬂ]ﬁ
: 1 <
leur approchée de 7=—- ala
En déduire une valeur appr 7

précision 6 = 107 prés.
2) a) Vérifier que :

— 8xy/x— Bt %+ B=— (/x—1)(3x+0y/x +8)

b) Montrer que :

1 1 By
|7;—-[1—5{x—1)+8(x 1)]
En déduire une valeur approchéede7-—=— ala

b) Montrer que

21—'6'03

précision 2 x 107" prés.
Ordre dans Vensemble IR




Polynomes

Capacites attendues

* Maitrise de la technique de la division euclidienne par

X - a.

* Discernement de la divisibilité par x - a

@ Activités préparatoires

® Introduction

® Polyndmes

® Egalité de deux polyndmes

# Somme et produit de deux polynimes

® Division euclidienne par x - a et racine
d'un polynéme

® Racine d'un polynime et ses coefficients

® Polyndmes n'admettant pas de racines
naturelles

@ Définitions et régles

L] Polym&;nes_ |
u Egalité de deux polyndmes ‘
® Opérations sur les polyndmes

® Division euclidienne par (x - a) |

¥ Racine d'un polynéme

@ Points essentiels
® Exercices résolus

@ Exercices et problemes

m Introduction

On considére le plan suivant de quatre lots de terrain T A
(l'unité étant le métre) v 20| R
1) Déterminer en fonction de x I'aire de chaque lot. e : . 4
2) Si la largeur du lot (1) est 50m, quelles sont les aires des lots i — i
(3)et(4)? - mI Lot (2)
? Lot (3)
Y

m Polynémes

On considére 'expression P(x) définie par : P(x) = 5x* - 3x%- 9x + 2

P(x) est appelée polynéme du troisiéme degré et on écrit d°P = 3 (ou degP = 3).
Les nombres 5 : -3 ; -9 ; 2 sont appelés coefficients du polyndme P(x).

5 est le coefficient du terme de degré 3. agx' est appelé terme de
-3 est le coefficient du terme de degré 2. degré i

-0 est le coefficient du terme de degre 1.

2 est le coefficient du terme de degré 0.

1) Déterminer le degré de chacun des polynomes suivants :

CEFFEFFPP I IR FIEIES,

Qx)=x* -3+ +1 F(x)=5- x

H(x}=x5+x’—'g'x+'/£ R(x)=2x*—x®—2x*+/8x

2) On peut écrire P(x) sous I'une des formes suivantes :
() PG)=52-32-9x+2 et () P(x)=2-9x-3¢+5¢

e Lorsqu’on écrit P(x) sous la forme (1), on dit que I'on a ordonné le polynome P(x) selon les puissances
décroissantes de la variable x.

e Lorsqu'on écrit P(x) sous la forme (I1), on dit que |'on a ordonné le polyndme P(x) selon les puissances
croissantes de la variable x.

Réduire et ordonner les polynémes suivants selon les puissances décroissantes de la variable x, puis

selon les puissances croissantes de la variable x.

G(x) =3 -4 + 2 + 8 —x— ' + 2 K(x) = (x+ 27— (x—2)°

Lix)=(x—1) (x=3) {x+ 1) (x +3) M(x) = (1 +x) (¥ = 3x+ 1) -

Polyndmes




—
m Egalité de deux polynomes

On considére les deux polynomes G(x) et H(x) définis par :

G(x)=(2x+3)(F~3x+2) et  H()=(x-1)2xF-x-6)
1) Montrer que G(x) = H(x) pour tout x de IR.

2) Calculer G(—-%) , G(1) et G(2).

3) Vérifier que : G(x]=2(x +%)(x —1)(x—2).
ACTIVITE Somme et produit de deux polynémes

I
‘ On considére les polynomes P(x) et Q(x) définis par :
i Pl)=5x+4x—2 of QE)=—3/5x+2x?—2x+1

1) Calculer P(x) + Q(x) et P(x) — Q(x).
2) Calculer le produit P(x) x Q(x).

3) Déterminer d°(P x Q).

4) Comparer d°(P = Q) et d°P + d°Q.

m Division euclidienne par x - aetracine d’un polynéme

On considére le polynome P(x) définie par P(x) =x'+x +28—x—2

polynéme P(x).

Calculer P(2). 2 est-il racine du polynéme P(x) ?
2) Vérifier que : P(x) — P(2) = (x* = 2%) + (@ — 2%) + (2 — 2% — (x - 2).
3) En déduire que P(x) = (x — 2)Q(x) + P(2).

ol Q(x) est un polynéme de degré 3 = d°P — 1.

4) Ecrire P(x) sous la forme P(x) = (x = 1)H(x) + P(a)
{a est un nombre réel donné et H(x) un polyndme a déterminer).

5) En prenant a = 1, en déduire une factorisation du polynéme P(x).

1) Vérifier que P(1) = 0 et P(-1) = 0 ; on dit que 1 et -1 sont des racines du

Polynimes

' “ Racines d’un polynome et ses coefficients

On considére les deux polynémes H(x) et K(x) définis par :
Hx)=x-(a+b+c)f-x+(a+b+c)
K(x) = = (a + b +c) x* + (ab + bc + ca)x —abe

1) H{x) admet deux racines évidentes. Les déterminer.

2) En déduire une factorisation de H(x).

3) Calculer K(a) et en déduire une factorisation de K(x).
i 4) Résoudre I'équation H(x) = 0 et 'équation K(x) = 0.

Q Soit P(x) le polyndme défini par : P(x) = x* + ax® + fx + y.
1) On suppose que P(x) admet trois racines a’, b’ et c.
a+b +c' =—
Montrer que : ab' +bc +ca =p
ab'c’ =—y
2) En déduire une factorisation du polynéme :

F(3=x9= (V2 +/3+/5)x+(/B+/10+/15) x— /20

. Polynémes n’admettant pas de racines naturelles

- On suppose que | P(0)] et | P(1)] sont impairs.
‘l] Montrer que |d| estimpair.
2) Montrer que |a +b +c| est pair.
3) On suppose que P(x) admet une racine k appartenant a N.

a) Montrer que k n'est pas pair.

'b) Montrer que P(k) — P(1) = (k — 1)(ak® + (a + b)k + (a + b + ¢))

¢) Montrer que k n'est pas impair  (Remarquer que P(k) — P(1) == P(1))

| %OIJB peut-on en déduire ?

ol a, b, ¢ et d sont des nombres entiers relatifs.

Polynimes .




@ Polynémes

: On appelle polyndme toute expression P(x) qui s'écrit sous la forme :

P{x) +ax+4dg

oll n est un nombre entier naturel et ag, a,, ... et a, sont des nombres reels.

Les nombres ag, &y, ... et a, sont appelés coefficients du polyndme P(x).

- Si a, n'est pas nul (a, = 0), le nombre entier naturel n est appelé degré du
polynéme P(x) et on le note : d°P = n.

+ Le polynéme dont tous les coefficients sont nuls est appelé le polyndme nul qui

est sans degré.
+ ax est le terme de degré i et g, est le coefficient du terme de degré i.

WP (x)=4x3+Tx? —g x+4 estun polynéme du troisiéme degré (d°P = 3)

Q)
S(x)

| Définition
: =a ol +a, XM+

=¥ —x + 1 est un polynéme du second degré (d°Q = 2)
= 2x — 3 est un polynéme du premier degré (d°S = 1)

@) Egalité de deux polynomes

Pour que deux polynome soient égaux il faut et il suffit qu'ils aient le
méme degré et que les coefficients des termes de méme degré soient

deux a deux égaux.

| [l Exemples et applications §

W On consideére les deux polyndmes :
P(x) = 3x* = 222 + 75% + 5x — 1

i Q) =ax*+ (a+b)x® +cx + (2c + d)x— 1
P(x) et Q(x) sont égaux si et seulement si :
a=3 a=3

a+b=-2
c=7

c'est-a-dire :

2c+d=5 d=-8
B On considére les deux polyndmes :
HY) =3 + 2 — 7% + 3
G{x)=3x"+(2a+ 1)+ (b-3)+(2c +3)x +3

Déterminer les nombres réels a, b et ¢ pour que les deux polynémes H(x) et G(x)
soient égaux.

Polyndnes

degré.

Cette propriété signifie que

a:3P(x)—20(x)=3(?x3-5x2+3x+4)—2 x"—6x3+-g—x2—x+4
3P(x) = 2Q(x) = (21° = 155" + 9x + 12) + (- 2¢" + 12x3—3f+2x—.8)
3P(x) - 2Q(x) == 2" +33° - 18 + 11x + 4

@& Opérations sur les polynémes

A- Somme de deux polynémes

@ On considére les deux polynémes :

P(x) =5 -7 +8x+6

Q=2 -2 +4 +x-9

P(x) + Qx) = (55" — 727 + 8x + 6) + (2x* = 2% + 4% + x - 9)
Pl)+Qix)=2x"+(5-2) X + (-7 +4)*+ (B+1) x+6-9

Ona:

P(x) + Q(x) = 2x* + 32 = 3% + 9x = 3
Donc P(x) + Q(x) est un polynéme et d°(P + Q) =
W Calculer la somme des deux polynbmes et déterminer le degré de la somme, ‘
dans chacun des deux cas suivants :

i) {P(x)=?x5—6x3—

%x1+4
Q) =8x” —6x+7x*— 2 x2 411 ‘

=3 -7 + 4 - 13 + 1

@ G(x)
=27 + 57 -3 —Ox ‘

H(x)

B- Produit d’'un nombre réel par un polynéme

Soit le polynéme P(x) = ax" + a1 ™' +
8t soit k un nombre réel.

Le produit du nombre réel k par le polyndme P(x) est le polyndme noté kP(x) défini
£

i KP(x) = ka x" + ka4 X' + ..

B On considére les deux polyndmes :

P(x)=7x*—5x*+3x+4
Q(x)=x4—6x3+%xz—x+4

A+

.+ ka,x + kag

On

En général :

Exemple :

Remarques -

d(P +Q) d°P +d"Q

Px) = + x
Qx)=—x+5

il a étudié les polynémes du
troisidme degré (cublques)

Omar Khayyam
phesdl s
(1050-1122)

Poéte, mathématicien,
astronome et philosophe.

et leurs racines positives.
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C- Produit de deux polynémes

B 0On consideére les deux polyndmes : P(x) = * + 2 = 3x + 1 et Qx) = 22° = 3x + 4
Ona: POxQ) =03+ -3x+1) (2 -3x+4)

Pl x Qx) =28 = 3x* + 457 + 25 — 327 + 42— 6x* + 9 — 12x + 2" — 3x + 4

P(x) x Q(x) = 255 + 2 — 9x* + 3 + 132% — 15x + 4

Donc  P(x) x Q(x) est un polyndme et d°(P x Q) =6

. Le produit de deux polynémes non nuls P(x) et Q(x) est un polynéme
et d°(P x Q) = d°P + d°Q.

Propriéte

M Calculer le produit des deux polyndmes et déterminer le degré de ce produit, dans
chacun des cas suivants :
(1) P(x) = 3x" — 2x et
(2) Gx) =X - +x et

g Division par (x — a)

. Soit P(x) un polynéme de degré non nul n.

Soit o un nombre réel.

Il existe un polynéme Q(x) tel que P(x) = (x — o)Q(x) + P(c)

+ Q(x) est appelé quotient de la division euclidienne du polynéme P(x) par (x — ).
« P(a) est appelé reste de la division euclidienne du polynéme P(x) par (x — a).

= e
Exemples et applications B

B Soit le polyndme P(x) = 2x° — 52 - x— 2
| Déterminer le polyndme Q(x) tel que : P(x) = (x — 3) Q(x) + P(3)
*Ona:P(3)=2x3-5%x3-3-2
Donc : P(x) = P(3) = 2(* — 3%) — 5(:* — 3% — 5(x — 3)
=2(x—3) (P +3x+9) —5(x—3) (x+3)— (x—3)
= (x—3) [2(:2 + 3x +9) = 5(x + 3) = 1]
=(x—3)(2F +6x+18-5x—15-1)
Plx)=P(3) = (x=3) (2 + x + 2)
Done P(x) = (x— 3) (2 + x + 2) + P(3)
Il en découle que Q(x) = 2:° + x + 2 est le quotient de la division euclidienne de

Q) =4 -2+ x+ 1
H(x) =22 -3x+5

Proprieté

P(x) par (x — 3) et P(3) = 4 en est le reste.

=~ DEFINITI

« On peut calculer le quotient et le reste de la division euclidienne du polynéme P(x)
par (x — 8) comme c'est le cas pour les nombres entiers naturels en adoptant la

disposition suivante :
28— 6% -x-2 | x-3

Sx=-3x22": -2 465 2%+ x+2 = quotient

F-x-2
“(x=3)xx: —x® 4+ 3x

2x-2
~(x-3)x2: -2x+6
reste —» 4

- Donc: P(x)=(x—3) (2" +x+2)+4
Qx)=2¢+x+2 ot P@3)=4

Déterminons le quotient et le reste de la division euclidienne du polynome :
T(x) = 3x* — x* + 2x — 52 par (x + 2)

x+2

3xt =%+ 02° + 2x - 52
3¢ -7+ 14x— 26

—3x' - 6x°
— 72 + 05" + 2x - 52
758+ 1428

-(x+2) x3x°

- (x +2) x (-7x%) :

14x° + 2x — 52
-14x (x + 2) — 142" — 2Bx
- 26x-52
+26 (x + 2) 26x + 52
0

‘Donc:  T(x)=(x+2) (3~ 7:¢ + 14x - 26)

- Ce qui signifie que le quotient de la division de T(x) par (x + 2) est 3x® — 757 + 14x — 26
] @l le reste est nul.
Wm‘ le quotient et le reste de la division euclidienne du palynédme P(x) par (x—a)

2’ b= (a—b) (a® +ab + ‘dans chacun des cas suivants :

) Pl =8 -2 +3x-11 et a=—4
) Plx)=6x*+5°—-4x+3 et =1
(3) Pl =41 4625 —2¢ + 1 et a=3

Carl Friedrich Gauss
(1777-1855)
fut le premier & démontrer
(en 1799) que tout polyndéme |
peut se décomposer an
produit de polynémes du
premier ou du second degré.

Polynines

Polynimes .




¢S Racine d’un polyndme @2+ @+3/2)x—2/2 |  x-2
_—xa+2x2 x2~{1+,/2)x +/2

| B —(1+y2)x2+(2+3/2)x—22
© Soit P(x) un polynome et soit «c un nombre réel. ' ( /.}x ¢ /_)x %
. (1+/2)x2—2(1+/2) x

On dit que « est uiie raciiie (ou un zéro) du polynéme P(x) si P(a) =0. Plx) = 81" 8y K™ A By 42y -
Le nombre 1 est racine de ,/23(—2\/5
—J2x+2/2

P(x) si et seulement si ;
Byt Bt 3 B =0

= = . . (c'est-a-dire sl la somme
G e £ O ;
B On considére le polynéme P(x) = 2x' — 3x" — 4x* — 45, Donc P(x)=(x—2)(x2—(1+./§)x+./§:

“Ona:P(1)=2-3-4-45=-50.
| Donc 1 nest pas une racine de P(x) (car P(1) = 0).
\ -Ona: P@@)=2x3'-3x3-4x3-45
}

Parsuite  Q(x)=x2—(1+y2)x+/2

considére le polynéme G(x) = »* — 3 —6x + 8

] P(3) = 162 — 81 — 36 — 45.
Ona: G4)=4-3x4"-6x4+8 Soit @ une racine du

P(3)=0.

Donc 3 est une racine du polyndme P(x). polyndme P(x).
4)=64—-48-24 +8=0
[ On considére le polynome F(x) = (2m — 1)x® + 52° = (1 —m) x + 3. G} ) + : i Pour  déterminer  le
Déterminer la valeur de m du nombre m pour laquelle 2 est une racine de F(x). 4) = 0 ; donc 4 est une racine du polyndme G(x). polynéme Q(x) tel que :
inons le polynéme H(x) tel que G(x) = (x — 4}H(x). P(x;: (x —ra)O(x). uT‘:muﬁ
3 . . employer I'une ou :
in peut déterminer le polynéme H(x) en employant la méthode suivante : des méthodes sulvantes :
. — ] Comme d°G =3, alorsd®*H=d°G-1=2 - Premiére méthode ;
m Soit P(x) un polynéme de degré n tel que n =1 En d'autres terme Donc : H(x) = ax* + bx + c ot a, b et ¢ sont des réels tels que m:l‘:’;: ﬂm |
Tl 2 |
Soit @ un nombre réel. 2 G(x) = (x - 4){ax’ + bx +.0) eucildienne per (x — ).
3 5 5 nombre o est une ‘dlfe “ le de cette
Le nombre « est une racine du polynéme si et seulement si l'on peut trouver un de P(x) si et seule . s bl et -l S |
polynéme Q(x) de degré n — 1 tel que pour tout réel x : P(x) = (x— o) Q(x) P(x) est divisible par (x = X =3¢~ 6x + 8 =ax" + (b~ 4a)* + (c —db)x - 4c de vérifier la validité du
- On dit alors que P(x) est divisible par (x - a) résultat en obtenant un
| a=1:b-da=-3:c-4b=—6;-4c=8 reste nul.
B=1:b=1ig=:0 - Deuxigme méthode :
i T Utilisation de I'égalité de
deux polyndmes qui se
Exemples et applications [ BRESAd r2=2) raméne @ des systemes
xemples e B simples a résoudre.
. ; =+ x—2
B On considére le polyndme P (x)=x%—(3+ J2)x2 (243 /2)x —p/2 :
Ona: P(2)=8—12—4 J2+4+6/2—2 J2=0 que le polynéme P(x) est divisible par (x — o) et déterminer le polyndme
quotient de la division euclidienne du polynéme P(x) par (x — «) dans chacun
Comme P(2) = 0, alors 2 est une racine du polynéme P(x) S cas suivants :
Donc le polyndme P(x) est divisible par (x —2) c'est-a-dire qu'il existe un polynome =258 — 4x% 4 Ox + 36 . g=—2.,
Q(x) tel que : 4
Plx) = (x— 2)Q( ot ¢°Q = 2 =x-8x+4"-12%-5x+15 | a=3.
On peut déterminer le polyndme Q(x) au moyen des deux méthodes déja vues aux %)= 22% + 3% - 24x - 12 Lo :—% .
paragraphes précédents.
Palyndmes

Polynimes




e les deux polyndmes
25" — 36" + 472" —30x+ 7 P(x)=bnx"+by x4+ +bix+by
— 3x + 1){ax” + bx +c).

nombres réels a, b et ¢ pour que les deux | Soit Q(x) le quotient de la division euclidienne de P(x) par x - a
et Q(x) soient égaux. et R son reste.
La méthode de Horner nous permet de connaitre les coefficients
de Q(x) et R, Cette méthode se résume dans le tableau suivant :

Soit n un élément de IN* et soit x un nombre réel.
On considére I'expression P(x) = a,x" +a,_ " '+ ...+ 8;x + 8,
P(x) (ou P) est appelé POlynome,
Les nombres réels a, ; a; ; ... ; a, sont appelés Soefficients 4y poiynéme P(x)

- Si a, = 0, alors le nombre entier naturel n est appelé 9297 du polyndme P(x) et se 3x+1)(ax?+bx +c) b P e
nate - N =d°P +2bx? + 2cx* — Bax®—8bx® — 3cx +ax?+bx +c 1 b,i.d
*Sia,=a,_,=...=85=0, alors P(x) = 0 est le Polynome nul, U e e ) | «|
p - : R = Q(x) si et seulement si : i
* Pour que deux polyndmes P et Q soient égaux il faut et il suffit qu'ils aient le méme . ¥ \
: 4 Y1 g 3a)x*+(2¢—3b+a)x®+(—3c+b)x+c Coefficients de b'.. 1
degré et que les coefficients des termes de méme degré soient deux a deux égaux. ‘ =124 — 365 4 4757 — 30x 4 7 Qlx) ot le reste R B+ B8 | i R
a:
2a=12
=N % 2b—3a=—236 a=6 1) En utilisant la méthode de Horner, déterminer le quotient et le
Opérations sur les polynémes Or—dbra—d7 costd-die | be—o reste de la division euclidienne de :
s —3c+b=—30 a=7 Py(x) =8 — 82" ~ 5 par (x~ 5)

c=7 2) En utilisant la méthode de Harner, déterminer le quotient et le
reste de la division euclidienne de :

Puyx) = x4 3° - 75 - 27x — 18 par (x + 1)

Soient P(x), Q(x) deux polyndmes et k un nombre réel. ‘
- Somme : (P + Q)(x) = P(x) + Q(x).

* Produit : (P x Q)(x) = P(x)Q(x).

* Produit par un nombre réel : (kP)(x) = k = P(x).

* Degré du produit : d*(P x Q) = d°P + d°Q.

2 |

le polynome P (x)=x>—8x"+11x+20. 1) Division euclidienne de P,(x) par (x —4) par la méthode de
& P(x) est divisible par (x — 4) Hérner

T le polyndme Q(x) tel que : P(x) = (x — 4)Q(x)

Coefficients de P;(x -8 o] -5

0 2
J=4"—Bx4" +11x4+20 Coefficients de

i 3
ivisi ar (x — o) — i ] 6 : - 4 // 12 | 16 | 64
Division par ( a) — Racine d’un polynéme _ P(x) est divisible par (x - 4) / nla:m
E 5 h
'(4)=64—128 + 44 + 20 Q) etresteR | 2 Rl @ T/
0 c'est-a-dire que 4 est une racine de P{x). Dol

ible par (x - 4). | Donc le quotient est @, (x) = 3x" + 4x + 16 ot le reste est A, =59

ox o pt Qi) Wt s P} = (x = 4000, 2) ggrrlslel:;n euclidienne de P,(x) par (x + 1) par la méthode de

s la division euclidienne du polynéme P(x) par (x— 4).

* Soit P(x) un polynéme de degré n ol n € N*.
Soit @ un nombre réel.
Il existe un polynéme unique Q(x) de degré n— 1 tel que :  P(x) = (x — «)Q{x) + P(a)
Le polynéme Q(x) et le réel P(w) sont appelés respectivement '@ quotient g le reste
de la division euclidienne du polynéme P(x) par (x — a).

* a est une racine de P(x) si et seulement si P(a) = 0.

* Le polynéme P(x) est divisible par (x — a) 'l existe un polynéme Q(x)
tel que : P(x) = (x — a)Q(x).

* Le polyndme P{(x) est divisible par (x — «) si et seulement si : P(u) = 0.

Cosfficient de P,(x) 3 | -7 |-27|-18

x—4

e -1 =T | =29

NE

Coefficients de
Qs{x) et reste R

2 | -9 |-18

ik

Done : P (x)=(x—4)(x2—4x—5) .
Doti: Q(Y=x—4x—5 Donc le quofient est Qy(x) = * + 2% — 9x— 18 et le reste est B,




o Réduire et ordonner les polyndmes suivants !
PI=4(1+9°— 5 (1— o +(1—x+2)°
Qx)={2x2— 32+ x—2)(3x* +x—3)
R(x)=x(1—2x2) (P +2)— B (2 +1) (1—x2)
S = {1401+ x%) (1+x7)

Exemple : La forme réduite et ordonnée du

polynome A(x) = (x — 2) (2x + 3)° + 18 est
Alx) = 47 + 42% — 15x

Délerminer la forme réduite et le degré du polynéme P(x)
dans chacun des cas suivants :

a) Plx) = (2— 47 - (& +20)°
B) Plx) = (x+1)° (x=1).

€) Plx)=(2—-x)° (x+2).

d) Pix) = (2 - 17 (¢ + 12

&) Pl)=(2+2/2x+4)(x2—2/2x+4).

Soit P(x) un polynéme non nul de degreé n. :
Calculer, en fonction de n, le degré de chacun

polyndmes suivants : 1-
I

a) P(x)F : b)(F+4PR ; o (P()°

Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que pour loj
nombre réel x :
a’ +(3-2b)x+b=c+5

Déterminer les nombres réels a et b tels que P(x) = (x— aji

dans chaque cas suivant :
a) P(x)=2~Tx=8 ; ©) P(x)="+33x+90
b) P(x) =% -3x+9 ; d)P(x)=x"—50x+1625

Déterminer, sans développer complétement, le degré du -

polynéme P(x) dans chacun des cas suivants :
a) P =(3) -9("—4) (+7)

b) Pl = (28 +x+1) (F=2)-2(1 + %))
¢) Plx) = (2 -5%% (3 + 517 (7 - 135)

d) Px)=(7-5)"

: E Calcul de P(a), a donné

On considére le pclynbme
Caleuler: PO) : P(1) i P(3) ;

'. Racine d'un polynéme

- EXERCICES ET PROBLEMI

258 —x2—7x+6
1

Pi{x)=

P(/2) ; P(—2)

n considére le polyndme :

P{x] =P -2x-74

a_1+é/ﬁ

Calculer 2%, a” et a*. En déduire P(a).
Determiner le polynéme Q(x) tel gue :
P(x) = (x — a)Q(x) + P(a)

On considére le palynéme P(x) = x* — Bx + 14:% —
a) Déterminer le nombre réel a sachant gue :

gr que le polyndme : 2
P¥=— x(3x—2)+ x—%J

ﬂ?ﬂsﬂ:ﬂeparx+% et par x—%

Plx) = (¥ —3x+af -
b) Traduire P(x) en produit de deux polynomes du s
degré.

On considére le polyndme Pix) = 2x% + 7" + 2x— 3.
Déterminer les deux réels a et b sachant gue :
Pix) = {ax + b){x + 1)(x + 3)

Calculer la somme et la différence des deux palyndmes f(x)
et g(x) dans chacun des deux cas suivants :

a}{ﬂx)=x7—6xa+5x"+4xs—x+1,

gix) =—x + 9" =32 + 85— 0.

b}{ﬂx)=(x2-4) (x+2).
glx) = x(2 — 3x) (x + 2).

On considére les deux polyndmes :
fl) =2+ + Bx—2etglx) = —F +1.
Calculer ce qui suit :

a)  2f(x) - 3g(x).
b)  1{x) x a(x).
¢ (R

d) (gl

Déterminer les nombres réels «, [ et y tels que pour &
réelt, on ait :
I alt+2F +Bt+2) +y=2P + 9t + 10

On considéra les deux polyndmes :
P(x) = 122" = 36¢" + 472" — 30x + 7
et Q(x)=(6:°—9x+7) (ax +bx+c)

[Remarquer que P (x)=x*—(/2)°—4,/2(x—/2)].

nombres proposés sont-ils racines du polyndme f{x)

Divison pr (8]

Déterminer le quotient et le reste de la division de P(x) par
x — a dans chacun des cas suivants :

a) P(=x®+2x—x+1  par x+1

b) P(x)=4x3—3x2+2x +5 par x—2

c) P{x}=4x3—-5x2+x—5 par x+%

Déterminer le quotient et le reste dans la division de E(x)
par F(x) dans chacun des cas suivants :

) E(=5"--3"+x-1 et Flx) = x—

bYE(x) =4 + 55" - x4+ 7 at Flx)=x+1
C)E(x) =+ +4x" +2x~7 ot Flx)=x—1
d) E(x) = 45" = 5% + 2x + 1 at F(x)=2x+3

On considére le polyndéme :
Plx) =2 -3¢ + 4% —12% —5x + 15
1) Montrer que le nombre 3 est racine de P(x).
2) Déterminer le polynéme Q(x) tel que :
P(x) = (x — 3)Q(x)

maque cas suivant ?

()=x 34 42— 5x—21 a=3
1) =24 —10x2+1 . a=y/Er/2
(o-va_v
=554 —x“ 5¢%+x a:% |
—xtd— 242 — 2 a=1gt b=—1

nsidére le polynome Px)=xf—4,/2x
1) Montre que /2 est une racine de P(x).

@ On considére le polynéme A{x)=x*—3/3x+6

1) Montrer que  4A(x)=(2x—3 ,/5)2 -3
2) Factoriser A{x).
3) Soit le polynéme

Blxj=x®—(3/3+1)x®+3(2+/8)x—6

a) Montrer que B(x) est divisible par (x—1).

b) Déterminer le polyname C{x) tel que :
B(x) = {x — 1)C(x)

puis factoriser B(x).

2) Déterminer le polyndme Q(x) tels que :
P(x)=(x—v2)Q(

Déterminer les réels a, b et ¢ sachant que les dél
polynémes P(x) et Q(x) sont égaux.

Déterminer les nombres résls a, b et ¢ pour que la relal
proposée solent réalisée dans chaque cas suivant :

a) (x-1) (@ +bx+¢)=— 2" -3 + 5x
b) (x—2)7 (@ + bx + c) = 3 — 12, + 18:% — P + 2
o) (E—1) (@ +bf+ox) =" +2"—2x
d) (2% 4+ 1) (@ + by + ) = 4x* + 4 — 35:° — 36—

Palyndmes

On considére les deux polyndmes :
Al =208 —2x +3) + (x— 1P +1
Fix) =37 - 3¢" + 627 — 6"+ dx - 2

er le nombre réel a de telle sorte que le polyndme P(x)

a) Montrer que F(x) est divisible par {x = 1),

: b) Vérifi = (x = 1)A{x].
X; comme racine dans chacun des deux cas suivants : ) o que Formix =1y
} Plx)=ax?+6x—4
1) { ) x;; 5 i On considére le polyndme : P(x) = " — 15x — 4

1

2) {P(X)=21A+0rx3—x+1
xu=—5

ner les racines du polynéme
{x) = x(x + 1)(x + 2) —a(a + 1){a + 2)
4 est un nombre réel donng.

1) &) Montrer que 4 est une racine de P(x).
b) En effectuant la division euclidienne du polynome
P(x) par (x — 4), montrer que : P(x) = (x— 4)(* + 4x + 1)
2) a) Montrer que : 2° + 4x+3 = (x + 1)(x + 3).
b) Déterminer les deux nombres réels tels que
Plx) + 2(x—4) = (x—4)(x + a){x + b)

3|

Polynimes




_'___ﬁ

|® Déterminer le nombre réel « pour que le nombre 3 soit
racine du polynme x* — 6x" + (2 + 3a)x — 2a puis factoriser

On considére le polyndme P(x) = 32" — 7:% + 4. Dans chacun des cas suivants, le nombre a est-il racine g

1) a) Calculer P(1), polynéme P(x) ? Si oul, factoriser P(x). Determiner los nombres réels a, b et G tels que : e
b) Effectuer la division de P(x) par (x - 1) 1) P(x}:—3 4116 : a=—2. () = a(2x ~ 5)° + b(2x ~ 5 + o(2x - ).
2) a) Déterminer les deux nombres réels a et b tels que : 2) P(0=x>+27 . a==3, . 1+ divisibl =
(wes Dl —bjm = decd B B D b B a=—1 v::lﬁ: q;: c:(:)u?:r:o::f :nza:a?lor!s:tion do P on @ DleATHNee L3 i posTiom b Fi(x el e
! ion : —4x—4=0. T2 2 ' R e s
b) Résc‘:udlre dans IR :qua:;:n af : x i O PE-Gr-2 ie e ~ produit de polynémes du premier degré. { le degré de P(x) est 3.
) En {_:iedwe dans IR les solutions de I'équation P(x) = 0. §) P(x)=3x°— 24 : i ] - — «P(1)=P(2)=P{3)=0
i : =4 Monirer que x° + 3x— 10 = (x — 2) (x + 5). S
n men Pl)=(x—2)(—2x®+7x—3) . a=3. .
Exe;g:easpgfe:lehsfgggzs i :: F'E::—(;' 6}:2+; T U :_22 i oit P(x) = x* + 6 — 1127 — 60x + 100. Déterminer deux polyndmes R{x) et S(x) de degré 3,
e = y g 5 = isibles par (x — 1) tels que :
N ) Déterminer un polyndme S(x) tel que P(x) = (S(x)). divis
8) P{x)=x"—18x+30 . 8 20ua 5 RO)=0 et S@=0
@ On considére le polynéme : - - ~
Pix)=mim+ 1)t + m+ 1)+ (m*—4) x+ 4 @ On considére le polyndme : P(x) = 2" + ax’ - 3x + b | iner deux polyndmes f(x) et g(x) tels que :
ol m est un nombre réel. ol a et b sont deux nombres réels. { = {x) et g(x) sont de degre 3. @ Montrer que le nombre a est une racine du polyndme
Déterminer, suivant les valeurs de m, le degré du Déterminer a et b sachant que 2 et % son deux racines o « Le degre de f(x) + g(x) est 0. *° = (3 + a)x* + (2 + 3a)x — 2a puis factoriser ce polyndme.
polynome P(x). P(x). (clest-a-dire que f(x) + g(x) = k o k est une constante | o

- réelle fixe). - @ Déterminer deux polynémes f(x) et g{x) tels que :

Déterminer, selon les valeurs de m, le degré du polyndéme Déterminer les réels a et b pour que le polynéme P(x) 80

5]

P(x) = (e~ 1) (& + (2= m)x° - 7). divisible par (x - 2) et par (x + 3) : iner deux polynémes f(x) et g(x) tels que : « Le degré de f(x)g(x) est 5.
Px)=x"-2x"+ 3 -4 +ax+b. « Le degré de f(x) est 4. { «f(0) +g(0) = 0
@ 1) Montrer que, pour tout nombre réel t, on a : = i - Le degré de g(x) est 4. (0) » 0 et g(0) = O
f+4t+3=(t+1)(t+3) @ Soient a, b et ¢ des nombres réels. : B & i g et odl

2) Soit le polynéme P(x) = x* — d4x™ + B ~ 8x + 3. On considére les deux polynomes :

@ Soit P(x) un polyndme de degré 3 tel que :

i “ = ¥= 2 A .
&) Vérifier que : P(x) = (* ~ 22" + 4( - 2x) + 3. Pl =2 —2x' 6 +af + bx +¢ ntrer quiil existe un polynome P(x) de degré 3 tel que : P(2)=4;P(3)=9;P(@#)=16;P(1) =7
b) Factoriser P(x) en produil de deux polyndmes du | Q) = (2 - 1) (x=3). P(1) =3, P-1) =4 ot P(2) = 3 (2)=4; ()—xzu (4)=16;P(1})=7.
second degré. N i - e
c) anl?er :ﬁ'il existe un nombre réel « que |'on Déterminer a, b et ¢ sachant qu'il existe un polynome RE i ?(x). il
déterminera tel que ; tel que : P(x) = Q(x)R(x). Montrer que  4( —t—72) = (2t — 1)2 - 289 1) Montrer qu'il existe un nombre constant k tel que :

P(x) = (x = a) ((x— o)® +2) ) On considére les deux polynomes f(x) et g(x) tels que : Q) = kix=2) (x=3) (x—4)

@ On considére le polynéme P(x) = 2 + * — 24x — 12. () = (Bx + 7)° (Bx + 6) (x+ 1) -8 2) Caleuler Q(1) et en déduire la valeur de k.
@ ENaINE I8 DrDres feois 8, . of :::'5 B 1) Calculer P (2 /3) et en déduire que P(x) et divisible p Q) = B+ 7)* + B(Bx + 7 + 1 3) Déterminer P().
L il A e B e i it (x-2/3). oll a, p ety sont des réels donnés
Soit a un nombre réel. On considére les polynomes : 2) Effectuer la division du polyndme P(x) par [x u, %J X 1 !Ii] Déterminer o, f ety tels que 1(x) = g(x). | @ On considére le polynéme :
f) =2 —ax+1 ) b) Résoudre dans R 'équation £ —1-72=0. Pl=@—4F+x+6
gy =+ —(a®-2a)x+a® -1 3) Facloriser P(x) en produit de polyndme du prem c) En déduire les solutions de I'équation f(x) = 0.

| % = 1) Mont [ bres —1 et 2 sont deux racines du
Déterminer le polyndme h(x) tel que g{x) = f(x) h(x). = degi 3 )p ;:nr;;:t;x;s nombres
’ Montrer que le polynéme :

2) Factoriser P(x).
Plx)=x'+ 8% + 22 —dx + 1
3) Résoudre dans R I'équation P(x) = 0.
le carré d'un polyndme que I'on déterminera.

@ On considére le polynéme P(x) tel que :
P(x) = x* + 82" + 11:° + 6x
1) a) Vérifier que —1 est une racine de P{x).

@ 1) On considére le polynome :
Px) =2 + @ X + .k ax + 8y
Maontrer que P(x) est divisible par (x — 1) si et seulement

Siian+an+..+a+a0=0. b) Effectuer la division euclidienne du polyndme P{x)’-' 4) a) Vérifier que, pour tout nombre réel non nul x, ona:
2) Parmi les polynémes suivants, déterminer ceux qui sont (x+1). considére le polynome : 821 ¥ aibys o S L N
divisibles par (x - 1) : ) En déduire que : P(x} = (¥* + %) (: + 5x + B). B o ol e i S E
a) Pilx)=7L—3x"+ 52 —6x-3 2) a) Montrer que x* + 5x + 6 = (x* = 9) + 5 (x + 3). _ i | X : 4
b) Pafy)=—"+x'+27+7°-8 b) Factoriser +* + 5x + 6. - Déterminer a, b et ¢ tels que : b) En déduire, dans R*, les solutions de I'équation *
©) Palx) =8x"— 6 +2x—3 c) Résoudre dans R I'équation : P(x) = 0. P(x) = (+* + bx + ¢)? 6= —4x+1=0 N
Polynimes

Polynimes




On considére le polyndme P(x) = 2x* 4 7% + 2x - 3.
1) Montrer que le nombre -3 est une racine du polynéme
P(x).
2) Déterminer les nombres réels o, p et y tels que :
P() = alx +3)" + Blx + 3 +y (x + 3)
3) Résoudre dans R I'équation :
2(x+3)° = 11(x+3) +14=0

[Remarquer que —1 est une solution de cette demiére
équation].

Soit le polyndme P(x) = 2x° — 7% + 7Tx — 2.
1) Calculer P(1), P(-2) et P(2).
2) Effectuer la division de P(x) par {x - 2).

3) Montrer que si a est une racine non nulle du polynan
P(x), alors = est aussi une racine du polynéme P(x)

4) En déduire les trols racines du polynéme P(x).

Déterminer les nombres réels a, b, c et d tels que :
rad+b=(Frax+b) (F+ox+d)

4) Résoudre dans R I'équation : P(x) = 0.

On considére le polyndme :
P)=x3+(1—y/2)2—(6+/2)x +6 /2
1) a) Montrer que /5 est une racine de P(x).
b) Déterminer le polyndme Q(x) tel que :
Pl=(x—v2)QM)
c) Montrer que 2 est une racine de Q(x),
2) Factoriser le polyndme P(x).

Exercices de synthése ‘

On considére les deux polynémes :
Px)=4x—3x+1 8ot R(x)=4"-8x-1
1) a) Montrer que le polynéme P(x) est divisible par (x + 1). |
b) Déterminer le polynome Q(x) qui vérifie :
P(x) = (x + 1)Q(x)

e

Soit P(x) = »® - 6:% + 10x - 4,

1) Effectuer la division de P(x) par (x - 2).

2) Montrer que : P(x) = 2(2 — x) = (x - 2)%.

3) Résoudre dans R I'inéquation :
Plo—2@—x|<8x10 ®

4) En déduire une valeur approchée de P(1,845) 2 8 x 1

prés.

On considére le polyndme P(x) = x® = ¥ — 3x— 1.
1) Vérifier que (1) est une racine du polynome P(x).
2) Déterminer le polyndme Q(x) tel que :
P(x) = (x + 1)Q(x)
3) Calculer P(1+/2) et Q(1+/2)
4) Déterminer le nombre réel b tel que :
Qx)=(x—1—4/2) (x +b)

5) Montrer que, pour tout nombre réel x de ’2; 1+ /2}

ona:—4<P(x)<0.

| Soit P{x) = ax” +bxF +ox +d ol a=0.
Déterminer les nombres réels a, b, ¢ et d sachant que
- {P(xn)—P(x):f
P(O) =0
En déduire la valeur de la somme :
1Py 245 5%y ., 409"

@ Soit P(x) un polyndme de degré 3 et admettant trois racines
non nulies et distincles c, fi ety : P(x) = ax® + by’ + ex 4 d
{a=0).

Caleuler a + B + v, afy, aff + By + ya.

Soit P(x) est un polyndme de degré 4 tel que :

b et ¢ sont des nombres réels deux & deux distincts.
n considére le polyndme :

N (x—a)(x—b) (x—Db)(x—c)
- [e—a)ic—b) " (a—b)(a—¢c)

Calculer P(a), P(b) et P(c).
En déduire que, pour tout réel x, ona : Plx) = 1.

(x—0)(x—a)
To—cb—a

P{4)=0etP(1)=P(2)=P(3)=6
et on considére le polyndme f{x) = P(x) - 6.
1) Caleuler f(1) et (4).
2) Déterminer trois racines évidentes du polynéme f(x) et
en déduire 'existence d'un polyndme g(x) tel que :
f(x) = (x = 1)(x - 2)(x - Z)a(x)
Quel est le degré de g(x).

M= — 126+ 12: - 125" ¢ L 128 1 120+ 1

uler P(11) et P(13).

it n un nombre entier naturel non nul.
onsidére le polynéme :

Pl = (x— 2/ + (x= 1)*"—1
trer I'existence d'un polyndme Q(x) tel que :
= (x - 2)Q(x) et déterminer le degré de Q(x).
ller P(1) en fonction de n,

x) esl divisible par (x — 1).
pposequen=1.

réels que I'on déterminera.

2) Montrer que : R(x) = (x— 1) (2x + 1)*
3) Résoudre dans IR les deux équations :
a)P(x)=0 b) Rix) = 0.
4) Resoudre dans IR les deux inéquations ;
a) P(x) =0 : b) R{x) s 0.
5) En déduire I'ensemble des nombres réels x qui vérifient :
—1s4P-3x<1.

1) a) Montrer que, pour tout réel x, on a -
8(8x" —2x— 1) = (Bx— 1)°- 9
b) Résoudre dans R I'équation 8x* - 2x— 1 = 0.
2) On considére le polyndme P(x) = 325 — 6x - 1.

Soit P(x) = * -~ 65° + 11x—6

1) Montrer que P(x) est divisible par (x— 1) et par (x~8

2) a) Résoudre dans R I'équation P(x) = 0.
b) Résoudre dans R linéquation P(x) < 0.
En déduire le signe de P (y/3 —/2)
c) Résoudre dans R l'inéguation
xi/x—6x+11/x <6
3) &, b et ¢ sont des nombres réels tels que :
a+b+c=6 e ab+bc+ca=-11 et

a) Montrer que P{a) = 0.
b) Déterminer a, b et c.

a) Vérifier que le nombre —-1 est racine de P(x).
b) Déterminer le polynéme Q(x) tel que :
Plx) = (4x + 1)Q(x)
38) Résoudre dans R l'inéquation P(x) < 0.

n est nombre entier naturel supérieur ou égal 32.

On consiére le polyndme : P(x) = (x + 1)™ — ¥ — 2x
Montrer qu'il existe un polynéme Q(x) tel que :
P(x) = x{x + 1)(2x + 1)Q(x)

Polyndnes

abe =

que pour tout x de ]2 ; + =[ et pour tout n de N*,
1P(x) > 0.

ére le polynéme :

Pla) = (" = 1) (™' = 1)
5t un nombre entier naturel non nul.
itrer que : P(—1) = 0.
€r quiil existe un polyndme Q(x) tel que :
P(x) = (x= 1) (x + 1) Q(x)
déterminer le degré du polynéme Q).

liner les valeurs de n pour lesquelles le polynome

que P(x) = (x - 2) ((x— &)’ + b)) o a et b sont |

Calculer g(4).
3) En déduire gue g(x) s'écrit sous la forme :
g(x) =ax—(1 + 4a)
ol a est un nombre réel non nul.
4) Déterminer tous les polynomes P(x) de degré 4 tels que :
P(4)=0etP(1)=P(2)=P(3) =6

®

On considére le polyndme P(x) = x* — 20:% + 4.

1) Vérifier que : P(x) = (x* - 2)2 - 16:%.

2) Factoriser P(x) en produit de deux polynéme du second
degré.

3) Soit n un entier naturel tel que n = 5.
Montrer que n* — 20n® + 4 n'est pas premier.

1) Soient @, B et y trois nombres réels donnés,
Monirer qu'il existe un polynéme P(x) du second degré

Pl)=a
tel que : ( P(2)=p
P(E} =y
2) Déterminer P(x) dans chacun des deux cas suivants
a) a=f=y=2500 bja=3;p=6;y=9

Soient a, p et y des nombres réels donnés. On pose :

=ad+ bt 41

81 quiil existe deux valeurs numérigues de a et b
Pl = (x— 1) Q(x)
déterminera,

ou Q(x) est un polyndme |

_x=2)(x—3)(x—4) _(x=1)x—2)(x—4
| s (1*2)((,1‘—3))(1—4) ic(""{a—1,\(;—2)(3~

_x—=1){(x—38)(x—4) _x—1D{(x—2)(x—3)
| BW=ne—ae—a LU= G-E=2w=9

P(x) = aA(x) + PB(x) + yC(x) + 3D(x)
Montrer que P(x) est l'unique polyndme qui vérifie :
P(l)=0aP@2)=p;P@) =v1;P@4) =8

e




D~ - EXERCICES ETPROBLEMES |

——*

Equations et inéquations

[ Soit Px) = 8" + 8, "+ .. +8;x +3,00 8585 ;.. 8
sont des nombres entiers relatifs et a, = 0.
On suppose qu'un nombre entier naturel o est racine du
polynéme P{x)
Montrer gu'il exite un entier relatif f tel que a; = aff
1) Verifier que : 4(a° —a—1) = (2a - 1)* =5,
2) On considére les deux polynomes :
Pi)=x'-x+a e Q=xX-ac+
a)Onpose:R{x)=(a"—2a—1)x+(-a’+a+1).
Montrer qu'il existe un polynome Q'(x) tel que :
P(x) = Q(x) Q'(x) + R(x)
b) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles :
P(x) = Q(x) Q'(x)

Problemes

@ 1) On considére le polyndme :
F(x) = x* = 55" + 8% ~ 5x + 1

a) Montrer que pour tout nombre réel non nul x, on a :

ey
F[x ]., <FE

1
b} En déduire que si a est une racine de F(x), alors —

est aussi une racine de Fix).

"

2) On dit qu'un polynome P(x) “est symétrique de degré n" |

si son degré est n et si P[%]=% P{x) pour tout x
non nul.

Le polynéme G(x) = 2(1 + x*) — (1 + x)* estil un |

polynéme symétrique ?
3) Soit le polynome P(x) = x' — x> = —x + 1.

a) Est-ce que 0 est une racine de P(x) ?

b) Vérifier que P(x} est un polyndme symétrique de

degré 4.
¢) Pour tout nombre réel non nul x, on pose t=x +%
Caleuler * en fonction de x.

En remarquant que :

Plx=x? xz—x—1—%+%]

s du premier degre - Systémes
exprimer x2—x —1— % + ;‘5 en fonction de

Montrer alors que pour tout nombre réel non nul x

ona: " i
P(x) = 0 signifie que (t =x+5 e Q()=g

ol Q(t) est un polynéme du second degré que
déterminera.
- Déterminer les racines du polyndme P(x).

Sur la figure ci-contre, on dispose d'un cylindre de ba
circulaire de rayon 20 cm et de hauteur h.
A lintérieur de ce cylindre, il y a une
boule de rayon 14 cm couverte d'eau (de
telle sorte que l'eau arrive & ras de la
boule).
On remplace cetfte boule par une autre
boule de rayon x cm telle que 0 = x = 20.
1) Soit V(x) le volume d'eau dans le cylindre qui pe
couvrir la boule de rayon x.
Calculer V(x) en fonction de x.
2) a) Montrer qu'il existe un polyndme W(x) que [f
déterminera tel que :
V(x) = V(14) = (x = 14)W(x)
b) En déduire le signe de V(x) — V(14) selon les vala

Capacités attendues

d’équations et d’inéquations se ramenant 2 la résolution
inéquations du premier degré & une inconnue.

de.r. B ion de 5{5 du premier degré a deux inconnues en
¢) Quel est le volume d'eau nécessaire pour couvilF les différentes méthodes (combinaison linéaire ;
boule ? on ; déterminant).

ion de situations comportant des deurs
utilisant des expressions, des équations, des
des i ités ou des systémes.

don graphique des solutions d’inéquations ou de
d'inéquations du premier degré A deux inconnues et
du graphique pour régionner le plan et pour la
| de problémes simples sur la programmation linéaire.

Polyndmes et calcul de sommes uouaﬁal!

4

1) Déterminer un polynéme P(x) du second degré tel gl
P(x+1)-P(x)=x

En déduire la valeur de la somme 1 +2 +3 + ... +
n est un entier naturel non nul.

2) Déterminer un polynéme Qfx) de degré 3 tel que &
Qfx+1)-Qx) = 5
En déduire la valeur de la somme 12 + 27 + 3% + .3
3) Déterminer un polynéme R(x) de degré 4 tel que :
R{x+ 1)-F1(X)=x‘! s tidés[néquaﬁonsdu

En déduire la valeur de la somme 1% + 2° + 87 + ... 4 : une inconnue
4) Déterminer un polynéme F(x) de degré 4 tel que :

Flx +1) = F(x) = x{x + 1)(x + 2)
En déduire la valeur de somme :

1%x2x3+2x83x4+83x4x5+...+n(n+1)n+

Contenu

® Activités préparatoires

@ Définitions et régles

® Equation du premier degré 4 une inconnue
® Inéquation du premier degré i une inconnue
w Signe du bindme ax + b

m Equation du premier degré 4 deux inconnues
® Systéme de deux équations du premier degré
= Signe de ax + by + c- Régionnement du plan

ax + b
ier degré & deux inconnues
#quations du premier

@ Points essentiels

@ Exercices résolus

Palymimes

@ Exercices et problémes




m Equations se ramenant a des équations du premier degré a une inconnugll |

Q Résoudre les équations suivantes :

1) 2x—1=2(x-o.5>+3(x—§) ;g o1, 80

3) |x—1]=5 P4

5) x24+7=4 ; 6)

@ 1) Résoudre dans R les équations suivantes :
i |res=7 : SR =
¢) |3x—4|=2x+5 d) |x+86| +|x—10|=16

2) Discuter, selon les valeurs du nombre réel m, les solutions de 'équation : mPx+5=25x+m.

0 Résoudre les inégquations et les systémes suivants :

2) ,/2-);‘—% < 213—3+4(x—/§)

Inéquations se ramenant a des inéquations du premier degré a une inconnd

1) —2x+1=2x-3

2x-3 s 1-3x 1

; 4 —2|< %

] {5x+3>x+9 ) |x | £
5) |2x—1|>3 ; 6)  J/x+5>3

@ Résoudre dans R les inéquations suivantes et représenter graphiquement leurs solutions :

12
x

a) x2—4z(2x+3)(x—2) ; D

o |x—4<3 ; d) .|x+8| +|x—10| > 16

m Inéquation et géométrie

Q L'unité de mesure des longueurs est le cm.
Soit ABCD un carré de cdté de longueur 4cm.
Soit M un point du coté [BC] tel que BM = x.
1) Vérifier que I'aire A, du triangle ABM est égal a 2x.
2) Vérifier que I'aire A, du trapéze AMCD est égal & 16 — 2x.
3) Déterminer la position du point M sur [BC] dans chacun des deux cas

suivants :
a) A=A, : b) As = gA:
4) Déterminer les valeurs de x pour lesquelles Ay < %Az D

Eguations et indguations du premier degré-systémes

. On considére la figure ci-contre ol :

ABC est un triangle rectangle en B et BDEF est un rectangle.

Onpose:AB=6 , BF=2 | CD=1 e BC=x

Déterminer les valeurs de x pour lesquelles I'aire du triangle

ABC est plus petite (strictement) que I'aire du rectangle BDEF.

Signe du binéme ax + b

Soient a et b deux nombres réels eta = 0.

1) Vérifier que ax +b=a(x +%)

2) Résoudre chacune des deux inéquations : (1) x + % =0 (2) x+ g <0
3) Déterminer le signe du bindme x + % et en déduire le signe de ax + b.
4) Etudier les signes des deux bindmes 2x -3 et 4 — x.
En déduire les solutions de l'inéquation (2x — 3)(4 — x) s 0.
5) Résoudre les deux inéquations : (1) (2x+5)(x-4)=0 . (2) 4°-9<0

VITE Equations du premier degré a deux inconnues

Soient x et y deux nombres réels qui vérifient 'égalité (E) : 2x—y =7
Cette égalité est appelée équation du premier degré a deux inconnues x et y,
Le couple (x ; y) est appelé solution de I'équation (E).
1) a) Montrer que le couple (2 ; —3) est une solution de I'équation (E).
b) Le couple (3 ; 1) est-il solution de I'équation (E) ?
c) Si le couple (x ; y) est une solution de I'équation (E) et y = 1, déterminer x.
2) Soit (x ; y) une solution de Féguation (E).
&) On pose x = a ; montrer que y = 20 — 7.

Le couple (« ; 2a — 7) est-il solution de I'équation (E) pour tout nombre réel o ?
b) On pose y = f ; montrer que x= %

+7
Le couple [22— ,8] est-il solution de I'équation (E) pour tout nombre réel § 7

€) En déduire les solutions de I'équation (E).
3) Résoudre I'équation 4x — 5y + 3 = 0.

du premier degré-systé




= 7
1) Résoudre le systéme suivant : { 3;(: g;z ;5

2) Une femme a acheté deux bouquets de fleurs :
+ Le premier bouquet contient une rose et cing fleurs diris au prix
de 17 dirhams.
. Le deuxiéme bouquet contient trois roses et deux fleurs d'iris au
prix de 25 dirhams.
Quel est le prix d’une rose ? Quel est le prix d'une fleur d'iris ?

. Equations et indguations du premier degrésystémes

m Systéme de deux équations du premier degré a deux inconnues

On appelle équation du premier degré & une inconnue toute equation
peut écrire sous la forme ax+b =0 ol x est linconnue et a et b sont deux
] donneés.

20 £xemple et applications [

|-
| Résolvons dans R I'équation : 2x -3 =0
| Soit S l'ensemble des solutions de cette équation et soit x un nombre réel.

xESsiel seulement si 2x = 3 c'est-a-dire x=75 .
Donc: 5={3
‘Résoudre dans R les équations suivantes :

Une personne a déposé une partie de son capital dans une banque A au taux de 10 %, et a
déposé la deuxieme partie de ce capital dans une banque B au taux de 9 %. Aprés une année, ({1): 2x-8-3(1-x=9x-7 | ) : 5.5_1 = ZX.SLQ =4 —%
elle obtient des intéréts dont le montant est de 2000 dirhams. En revanche, si cette personne b
dépase la premiére partie dans la banque B et la deuxiéme partie dans la banque A, elle I o, B O considére dans IR I'équation : (E): ax+b=0
obtiendra 2750 dithams d'intéréts. - = 5 e |
ensem utions gquation.
Quel est le capital dont dispose cette personne ? i B e o0l ® b o e
a=0 , alors S= [— E}
a=0 e b=0 , glors S=0
ACTIVITE Inéquations du premier degré a deux inconnues - Programmation linéaif S=0l ¢t b=0 , aos S5=R
Le plan est rapporté & un repere orthonome (0. Wi ) . xemples et applications B
On considére |a droite (A) d’équation : x — 2y + a=0 asolvons dans IR 'équation (1) : (2x—3) (g % 5) =0
1) Construire la droite (4) les points A(1 ;1) ; B(O; 2);C(=2;1);D(1;-1). ; 2
. 4 S ; ; ' Soit S, 'ensemble des solutions de I'équation (1).
2) Parmi les points O, A, B, C et D, déterminer les points dont le couple de coordonnées (x ;y) 3
vérifie la relation : x—2y + 3> 0. ‘Ona:x€S, sietseulementsi (2x-3=00u 3 x+ 5=0)
c'est-a-dire x—% ou x=:3—5- ou encare x=-g— ou x=_T5=—%)~_
Soit (E) 'ensemble des points M(x ; y) du plan, rapporté a un repére (O. i i*) , et qui vérifient : 2 2
Mc Si= { = % 3 %
6x+ ?Y =84 aci] +1 3—4
Résolvons dans IR 'équation (2) 1 7~ — =5 = 2ok
2x+3y<24 i 3 2 6
Soit S, I'ensemble des solutions de 'équation (2).
4x+8y<36 XES, sief seulement si: 2(x—1) 3(@x+1) _3—4x
y=6 6 - 6
c'est a dire 2(x—1)=3(@2x+1)=3-4x
y<7 2x—2-6x—3 =3-4x
1) Construire (E). ~AREAE SEFS
" 2 ) Ox =8 ce qui estimpossible.
2) Parmi les points de (E), quels sont ceux pour lesquels x + y est maximal 7 Donc S, = @
5=

Pour résoudre une
équation du premier degré
& une inconnue dans IR, on
utilise les développements,
les simplifications, les
factorisations et les deux
régles suivantes :

+a=b si et seulement sl ;

a+c=b+c

+Sicwm0,alors :
a = b sl et seulement si :

ac=bec

AxB=0D

si et seulement sl :
(A=0ouB=0)

e

Equations et inéquations du premier degré-systemes .




B Résolvons dans IR I'équation (3) : v6+1—x,/3 = 1—/3(x— /2)
Soit S, I'ensemble des solutions de I'équation (3).
XxESysietseulementsi V6+1—x¢3 =1—/3x+/6

clest-a-dire xJ/3—x/3=1+/6—/6—1
ou encore Oxx=0
Puisque cette derniére égalité est vérifiée par tout x de IR, alors S, = IR
I Resoudre dans IR les équations suivantes
a) (3x — 4)(5x + 1) — 2(3x — 4)(1 — x) = 0.

4x —1 3x—1_, x
bf Sge—t=i—3

0  (x—1)-2(3x—/5) = 2(/2—x)—1-3x

- Inéquation du premier degré a une inconnue

- On appelle inéquation du premier degré a une inconnue dans IR
toute inéquation que I'on peut écrire sous I'une des formes suivantes <ax +b =0 ;

ax+b>0;ax+bs=0;ax+b<0,
ot x est l'inconnue et a et b son deux nombres réels donnés.

La résolution d'une inéquation, du premier degré a une inconnue dans IR,
revient & determiner les valeurs de l'inconnue x pour lesquelles cette inéquation
(en tant quinégalité) est réalisée ; ces valeurs sont appelées solutions de
linéquation. L'ensemble de ces valeurs est appelé ensemble des solutions de
l'inéquation et se note généralement S.

Exemple et applications

B Résolvons dans IR l'inéquation 2x - 3 = 0.
Soit S I'ensemble des solutions de cette inéquation.
Soit x un nombre réel.
xE S sietseulementsi2x-3+3=3
x € S si et seulement si 2x =3

x € S si et seulement si (%){2)(} = (%— ) (3)

c'est-a-dire si x = g
Donc S= g—;+ o[ . Cet ensemble de solutions est représenté sur un axe :

o 1

B | Gy
r

B Résoudre dans IR les inéquations sulvantes :
(1) 2(x=1)-(8x—5)<6x+7 +4(x—3)

2y — -
@) 34_x_ XS 1}5;:122

-

Remarque

Pour résoudre
Inéquation du premier
& une inconnue dans I
utilise les développ
les  simplifications,
factorisations et les
suivantes :

~asb sl et seulement si :
a+cs=b+c ]
*Sle>0,alors :
asbsietseulementsiacs
+8ic<0,alors :
asb siet seulement si ac 2|

" On considére dans IR l'inéquation : ax + b s 0.
S I'ensemble des solutions de cette inéqut?

b Y
Sia>0,alors x <—7 ;donc S=|—eei—g

On représente I'ensemble des solutions sur un axe comme suit ;
j 1

2 S ﬂ_ .— b +oo
la<0,alors x =— 5 [donc o= =353
On représente 'ensemble des solutions sur un axe comme suit :

ia=0etb>0 alorsS=2
la=0etb<0;alors S=IR.

les et applications |

‘Résolvons dans IR I'inéquation (1) :
Soit S, I'ensemble des solutions de cette inéquation.
x € S si et seulement si
x € §, si et seulement si

x € 8, si et seulement si

Danc : Sg:}‘;‘;+m[

Résolvons dans IR l'inéquation :
(2) 5(3x—1)—(5x—4)s—4x+10-7(-2x + 3)
Soit S, I'ensemble du solutions de cette inéquation.

x € 5, si et seulement si
X € S, si et seulement si

Donc: 8§,=@

&4_—1+8~<
B x—b5
10 5

Equations ct inéquations du premier degré-systémes

2x+1<x-3

2x-x<-3-1
-3x <-4

4
x>

. On représente S, sur un axe :

du binome ax + b

10x-1s10x-11
-1 =—11 et ceci est impossible.

dre dans IR les deux inéquations suivantes :

Louis Lagrange
(1736-1813)
Mathématicien, mécanicien
(s'est intéressé & la
mécanique céleste et & la
mécanique des fluides). Il a
publié en 1771 I'une de ses
principales publications sur

Ia résolution algébrique.

j
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Signe contraire de a Signe de a

1558 ¥ *
L‘_ T .
[l 2.” 1A
.l:a:% -

Exemples et applications §

B signe de chacun des deux bindmes  2x+5 et —Bx+7.

Fal (S =i +09 e ]

—3x+7 +

o N
|

2x+5 = + =k

B Résolvons dans IR linéquation (2x — 3)(-5x + 3) s 0.
Onpose P(x) = (2x—3)(-5x +3)
Aprés avoir étudié le signe de chaque facteur de P(x), on obtient le tableau suivant :

3 3

T [T 5 z bt
2x—3 = = 0 +
—5Sx+3 + ) - -
P(x) = 0 + ) =

Donc I'ensemble des solutions de l'inéquation proposée est
— 0o} %] u

@l Résoudre dans IR les deux inéguations :

S= %,‘.1—30

a) 4¥2-2520
b) (4x—-6)(2x+7) (1-x°<0

@@ Equation du premier degré a deux inconnues

, On appelle équation du premier degré a deux inconnues toute équation
qyipouts'écri!esouslaformea.x+by+c=0m‘1xetysontlesdeuxlmonnues,
et ol a, b et ¢ sont des nombres réels donnés.

Remarque :

La détermination de I'ensemble des couples (x ; y) qui vérifient 'équation ax + by + ¢ =0
exprime la résolution dans |R? de I'équation : ax+by +c=0.
IR?est noté parfois IR x IR.

-DEFII

'@ On considére dans IR? 'équation (1) : 2x—y = 3.
Soit S, I'ensemble des solutions de P'équation (1).
-Ona: 2x1-=(-1)=3 - donc (1;-1)ES5,.
-Ona: 2x(3)—(-2=3 ; donc (%;-2};5‘
-Ona: 2x3-1=5 : donc 2x1-1=3 ;dou (3;1)&S,.
B Résolvons dans 1R* I'équation (2) : 2x-5=0.
Soit S, I'ensemble des solutions de 'équation (2).

(x; y) € S; si et seulement si x =% .
I Donc S, est 'ensemble des couples (% y} ol y est un élément de IR.
. On peut aussi écrire S, comme suit .

Rappel i X
Sz=|(%;y)!yelﬂ} ou Sz=|(x:y)elﬁzfx=%ll

« Le produit de deux !
m::: réel Po:':;" 1 B Résolvons dans IR? I'équation (3) : 4x—5y +6=0.
o g Soit S, 'ensemble des solutions de Péquation (3)

. 5y—6
(x;y) € S; si et seulement si X = y4

5y — =
Donc : Ss={(X:Y)E|HZI’x= ¥4 5} ou 53:{[___5y4 s;y]fyelns

Résoudre dans IR? les équations suivantes :

est un nombre réel

a) 5y-3=0

b) J2x—2y+5,/6=0

- On peut déterminer 'ensemble

«L'ensemble des solutions

g@ystéma de deux équations du premier degré

Jefinition

ax+by=c
Le systéeme (s): {

ax+by=c

a', b’ et ¢’ sont des nombres reels.
a b

a’ b,t="b’ —ba’ estappelé deéterminant du systeme (s).

IR® est I'ensemble

des couples de réels

= Ix—-y=7 (&
Resolvons dans IR? le systéme (s:) : [ ’ ;

] 3x+4y=12 (2)
-On dé‘terrnina I'une des inconnues en fonction de l'autre.
A partir de I'équation (1), on trouve : y=2x-7 (3)

- systéme de deux équations du premier degré & deux inconnues x et y,

des solutions de 'équation de
I'équation ax + by + c =0 en
utilisant I'une ou l'autre des
deux méthodes sulvantes :
Méthode 1 : Calcul de x en
fonction de y.
Méthode 2 : Calcul de y en
fonction de x.

de I'équation ax +by +c =0,
oil (a ; b) = (0 ; 0), est un
ensemble infini.

+ La droite (D) d’équation

ax + by + ¢ = 0 est la
représentation  graphique
de I'ensemble des solutions
de I'équation ax + by +c=0
((D) étant tracée dans le plan
muni d’'un repére).

Explication

Résoudre le systéme (s}
c'est déterminer tous les
couples (x ; y) qui vérifient
simultanément les deux
équations :
ax+by=cestax +by=¢

Equations et indguations du premier degré-systémes
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- Dans l'équation (2), on remplace y par I'expression 2x — 7, on obfient alors

I'équation du premier degré a une inconnue !
4

qui signifie que x=73

=0

3x +42x-7)=12
i s 40 )
- Dans I'équation (3), on remplace x par la valeur 37 , on obtient :

yﬁzx%—-'! c'est-a-dire y=1§

- Le couple [% ;-13—1) vérifie le systéme (s1).

i ; g _|{40,3
- Donc 'ensemble des solutions du systéme (s1) est Si=1l97'19

= Wét-hode de résolution par combinaison linéaire |

: 5 . 2x+y=3
Résolvons dans IR? le systéme  (Sy) :{ ax—dy=T7

- En multipliant les deux membres de la premiére équation par 3 et les deux
membres de la deuxiéme équation par —2, on obtient :

Bx+3y=9
{ —6x + 8y =-14
- En additionnant les deux derniéres équations obtenues membre & membre (pour
5
éliminer x), on trouve 11y = —5 c'est-a-dire Y=—1

- Pour obtenir, la valeur de x, on peut appliquer la méme méthode en multipliant les
deux membres de la premiére équation par 4 (et les deux membres de la
deuxiéme équation par 1 ; ce qui revient 4 laisser cette équation intacte). On a

ainsi : Bx + dy =12
{ x—-4dy=7
- En additionnant les deux équations obtenues membre 4 membre, on trouve :
11x=19 _ c'est-a-dire  x= %

- Le couple (% p— 15—1) vérifie bien le systeme (s,).
- Donc l'ensemble des solutions du systéme (s,) est Sa2= {(17% = %)}

B | Méthode du déterminant |

T T ax+by=c¢c
On considére le systéme  (s) { a4 by=c

1) Le systéme (s) admet une solution et une seule si et seulement si ‘a’ : #0;
! ‘c bi a ¢
dans ce cas la solution est le couple (x ; y) défini par x = %Lb ety= : f)

a’ b a' b

2_)Si l:. i':. =0, alors :
- ou bien le systéme (s) n‘admet pas de solution.
- ou bien le systéme (s) admet une infinité de solutions.

couple de coordonnées -

2x-y-T=0etdx + 4y -

Egeations et inéquations du premier degrésystémes

Exemples

@ Résolvons le systmujuam (sa): 3x—4y=—11
E 3  sx+6y=7
{ 3 —4|
Le déterminant de ce systéme est 4= : 6{'_18 +20=38

3

Comme A+# 0 | alors le systéme (s5) admet une solution et une seule (x | y)

telle que :

‘ 11 —4
gl T €O _cseiem s ,
A 38 as 38
|3 —11
g 157l 21455 _76_,
A 38 38 38

1= {(-1:2)

Donc 'ensemble des solution du systéme (s;) est

1
=x—3y=1
olvons le systéme suivant  (84)7 12 y
x—By=2
y = 3
déterminant de ce systéme est 4= 12 =—343=0

le systéme (s,) est ou bien sans solution, ou bien admet une infinité de
olutions.

x— 6y=2

|Fx—3y=1 _
: . En multipliant la 1** équation par 2, on obtient : x—6y=2

x—6y=2

onc le systéme (s,) équivaut a I'équation : x — 6y = 2 c'est-a-dire aussi a :
=2+ 6y.

nsi l'ensemble des solutions du systéme (s,) est :
S.={(2+6y:y)/y=IR}

J2x—y=2/2
—2x+2y=3

/2 - 1‘—2 2=0

| =

Jone le systéme admet une infinité de solutions ou n'admet pas de solution.
Jox—y=2/2
—2x+,/2y=3

2! o =— . . e
. '/é Y 4 Ce qui est impossible. Donc le systéme (s5) n'a pas de solution.
2 +/§ y=3 L'ensemble des solutions du systéme (s;) est S;=@

vons le systéme suivant (ss): ‘

déterminant de ce systéme est 4 =

. En multipliant la 1*"® équation par (— ,/5} , on obtient :

Lorsque le déterminant d'un
systéme, de deux équations
du premier degré a deux
inconnues, n'est pas nul, on
dit que le systéme est un
systéme de Cramer.

A retenir
ax+by=c
*Le systéme | _, b’ f
ax+by=c

admet une Infinité de
solutions si et seulement si
Ies équations ax + by =c et
a'x + b'y = ¢' sont deux
équations de deux droites
confondues.

by ax+by=c

X a'x+by=c'
n'admet pas de solutions si
et seulement si :
ax+by=cetax +by=¢
sont les équations de deux
droltes strictement parall:

Equations et inéguations du premier degri-systémes
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Equations du premier degré a une inconnue

—

9 Signe de ax + by + ¢ - régionnement du plan

| Le plan est rapporté a un repére (O, 1, J). ax=b

Soit (D) une droite d'équation ax + by +c=0.

La droite (D) détermine deux demi-plans ouverts :

- Le premier est I'ensemble des points M(x ; y) qui vérifient :  ax+by +¢>0.
« L'autre est 'ensemble des points M(x ; y) qui vérifient : ax+by+c<0.

Exemples et applications g

B péterminons graphiquement I'ensemble (E) des points M(x ; y) du plan qui vérifient
la relation 2x+3y—-12>0.
+ On construit d'abord la droite (D) d'équation : 2x + 3y —12=0.
+ En second lieu, on étudie le signe de 2x + 3y — 12
puis on détermine le demi-plan
dont les points ont des couples de
coordonnées verifiant l'inéquation
2x+3y-12>0.
Le point O(0 ; 0) n'appartient pas
a la droite (D). Par ailleurs :
2x0+3x0-12=-12<0
L'ensemble (E) est donc
I'ensemble des points
appartenant a (P) (voir la figure).
[En d’autres termes (E) est confondue avec (P,)].

L'ensemble des solutions de L'ensemble des solutions de

I'équation 0x =0 est S = IR l'équation Ox=bestS =2
|

Inéquations du premier degré a une inconnue

DTU

M Resolvons graphiquement l'inéquation : x> -3. |

+ On construit la droite (A) d'équation x=-3.

+On étudie le signe de x + 3 puis on
détermine le demi-plan dont les points ont
des couples de coordonnées vérifiant
linégquation x>-3.

Le point O(0 ; 0) n'appartient pas a (4).

Comme 0 + 3 = 3 > 0, alors I'ensemble des

solutions de l'inéquation x > -3 est I'ensemble

des couples (x ; y) tels que M(x ; y) € (Q,).

# 1) Résoudre graphiquement les deux inéquations :

- | #

a) 2x-3y+5=20 ; b) y-1<0 |
2) Résoudre graphiquement le systeme : ‘ ‘solutions I'ensemble des soluti [ =
A b da.l'inéqu ationsagscos b'(:: ' l'ensemble des solutions I'ensemble des solutions
©): 2x —3y+5<0 de lnéquation Ox<best: | | de linéquation Ox<best:
x—2y >0 S—‘—l_m' E] ‘ S=IR S=@
‘a

Eguations et inéquations du premier degré-systémes
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Equation du premier degré a deux inconnues

ax+by+c=0 |
L

I'ensemble des solutions de
I'équation ax + by + c =0 est :

is={(—2y—§:v)\yeln}

‘dans IR I'égquation :
13x—5 13x+5 —48x+1
=

M =5 — 21
i

2x+1#0

‘est définie sl :  {2x—140
4x2—1#£0

1 1
.x#i et x#—75

;tEIFt\{—%, %}

'ensemble des solutions de
I'équation ax + by + c =0 est :

_ :{(x;_gx-g)\xem}

solutions de I'équation
Ox+0y+c=0est:

Systéme de deux équations du premier degré a deux inconnues

‘ ax+by=c

l a'x+by=c
e .‘4- s b,Jzab'—ba—'|
yi

‘A=,9%w—w
¢ b
4=, ‘:ﬂc’-—ca
a

.

4 4
e |42

Le syst@n’]e admet une
solution unique qui est le

e systéme admet une
infinité de solutions ou
| n'admet pas de solution

Eguations et inéquations du premier degré-systdmes

= 47—
1)—(2x+1)(13x + 5) _—agx+1
2x +1)(2x—1) 4x*—1

1) (224 1)(13x +5)=—48x +1
10x +5—(26x2+10x +13x + 5)=— 48x +1
—46x=—48x+1

.

le des solutions de 'équation (1) est S1

squation : (@) |3-ax|+

gne de chacun des bindmes :
3-2x et x-4

L et~ 1 3H

#5 —4Bx+1 gquivaut successivement a : ol m est un paramétre réel.

'sst pas définie pour cette valeur de x ; par

-ty

- - 1] +

3-2¢ 0 2:-3 2x—3

=%+ 4 —x+4 0 x-4

—3x+7 x+1 Bx—7

. l'équation (2) devient :

Donc % est une solution de (2).

Si xe

5 4] , I'équation (2) devient
a

c'est-a-dire x=0;mais 0 & o 4
» 3" cas :
Si x €[4 ; 4+ , l'équation (2) devient
clest-a-dire x=Bet B[4 ; +=[
Donc 8 est une solution de (2).
= Finalement, I'ensemble des solutions de 'équation (2) est :

1

3 @-mx-m*+2mz0

Linéquation (3 - m)x—m® + 2m 2 0 équivaut & (3—m)x =m* - 2m

1" CRS .

Si 3 - m =0 cest-a-dire m = 3, alors linéquation devient :
0x =9 - 6 c'est-a-dire 0 = 3 ; ce qui est impossible.
Donc I'ensemble des solutions de l'inéguation (3) (dans

le cas oli m = 3) est S3 = &@.
+ 2 cas :

Si 3 — m > 0 c’est-a-dire si m < 3, 'inéquation (3)

m2—2m

devient: x= e

Donc I'ensemble des solutions de linéquation (3),
m?—2m

dans le cas oim < 3, est Sa= =
*3*=cas:

Si 3 — m < 0 c'est-a-dire si m = 3, l'inéguation (3)

2
gorlatn m:—2m
devient : X% 3

Donc I'ensemble des solutions de l'inéquation (3},

dans le cas ol m > 3, est Sg:l—m;

Linéquation (4) est définie si x— 2 = 0 c'est-a-dire si x= 2 ou

encore si  x& IR\ {2}.

) 2
’;2_1 < x+1 équivaut successivement a : h‘—(xﬁ)co

—2
x2—1—(x+1)(x—2) ey

Equations et indquations du premier degré-systé




On suppose aussi gue la fabrication d'une chemise du de
type necessite deux heures de travail de la premiére machi
une demi-heure de travail de la deuxiéme machine.

Si chaque chemise du premier type est vendue avec un bé
de 12 dirhams, et chaque chemise du deuxiéme type est
avec un bénéfice de 6 dirhams, déterminer le noi

chemises de chaque type que l'usine doit produire par mois.

L'ensemble des solutions de Ilnequatnon (4} estSy=1-1;2[

5x—3y=1
Résoudre dans IR° le systéme suivant (8) @ qx+2y= —5
2x+y=—4
Sx—3y=1 (1)
(s} fx+2y=—=5 (2)
2x+y=—4 (3)
L Bx—ay=1
On résout d'abord le systéme : (s {x.:- 2yy: s
= f 5 —3
Le délerminant de ce systéme est : 4= =10+3=13

Comme A = 0, alors le systéme (s') admet une solution unique
(xiy)ou x=5 at y=“j

1 =3
B0t A,‘-’_s 2’_2-—15_—13
S
- Lok o a6
by =18 Ay —26)
RS S e i

Il est aisé de vérifier que x =
(8):2x+y=-4
Donc 'ensemble des solutions du systéme (s) est 1 S = {(-1 ;2)}

~1 et y = -2 vérifient I'equation :

Une usine fabrique deux types de chemises & l'side de deux
machines. La premiére machine fonctionne 250 heures par mois ;
la deuxiéme machine fonctionne 160 heures par mois.

On suppose que la fabrication d’une chemise du premier type
rléeeksite une heure et demi de travail de la premiére machine,

X =1 2 +®
x+1 - b+ +
x—2 -~ = i oo e
x+1 P
T + i ! +

' Ce bénéfice atieint sa valeur maximale lorsque 12x + By pf

 heures de travail de la deuxieme machine.

un profit maximum.,

Soient x le nombre de chemises du premier type et y le fion

de chemises du deuxieme type que l'usine peut produi
mois(xEIN et yeIN).

On peut traduire les données du probléme en guestion pa
systéme suivant : v20

y=0

1,8x+ 2y = 250

2x+0,5y <160

(s)

Résolvons graphiquement le systéme (s).

x=0
P

1+2x=y2(3—2)

o Résoudre dans IR ies inéquations suivantes :

1) 3 xFt x=2 11
5 10 2
2) ﬁ 4_:: 2:1:4’9 +3xs—1
3) 7”— 7’—
AN T=x  xd
4) —-2-+§<2_x T

dans IR les équations suivantes :
x—1 ; Bxtl

= e =

i 4) 2—1=

_ 2x—1
N
10x—1_
e

=x—7
4
5

On considére les droites
suivantes :
B x=8

(D2) 1y=T ;

(D) : 1,5x + 2y =250 ;
(Dy) : 2x+ 0,5y = 160
L'ensemble des solutions
du systeme (s} est
I'ensemble des couples
(x ; y) des paints M(x ; y)
qui appartiennent a la
partie colorée délimitée
par le quadrilatére OABC.
Si b est le bénéfice
réalisé par la production
de x chemises du premier
type et y chemises du
deuxiéme type, par mois, alors 12x + 6y = b.

sa valeur maximale.
On wr\sidéfe les droites (&) d'équations : 12x + 6y — b = 0.¢'

y——2x + = . Ces droites sont paraliéles et coupent |

ordonnées au point dont le couple de coordonnées est |0

La production de I'usine ne peut réaliser un bénéfice que
droites (4,) qui ont au moins un point dintersection
quadrilatére OABC dont les coordonnées sont deux
entiers naturels ; par ailleurs le bénéfice sera maximal &
intersection des droites (D3) et (D4). Le couple (x &
coordonnées de B est solution du systéme :

1,5x + 2y =250
2x+ 0,5y =160

Ontrouve x=60 et y=80

Done l'usine réalise son profit maximum lorsqu'elle p
chemises du premier type et B0 chemises du deuxiéme
bénéfice maximum est 60 x 12 + B0 x 6 = 1200 dirhams;

Equations et indgquations du premier degré-systimes

1 2) F-2x=0
T 4) (Bx-3) [+ 7 - 164 +9=0
P B) Ao -1)=

[Bx+ 1)~ 3x(2x-3) =0
5)(1-29) - (4x -5 =0

dans IR les équations suivantes :
2 |es=ys
4) ‘%x—?[—ﬁ:ﬂ

= i 8) 2|x|+1=0

o Résoudre dans IR les inégquations sulvantes :
1) (2x=3) (4x=5)s0 :2) (1-2%) (x+3)=20
3) £+2x<0 4 4% - 5x>0
5) 25x°-16=0 16) (4x—-3) (x+7) - 162 +9>0

o Résoudre dans IR Ies mequahans suivantes :
) |¢=s R N

lx—1>% : & |a—1>7

dans IR les inéquations suivantes

12) (1—/2)x+3<0

1 4) Bx 4 2x-1) <-3(2x- 1) #5143
2x+1 x

B N cr i
JEsre 0 55—

31 +x)=3+x

T Al
1) {Bx—1£31+4 3 S
3x—56 2 x+7 2x—3 3
+1< i
2x—1
<1
3)
)1—%

T il

Dans une entrepnse A, |I y a 300 employés dont 15 % sont des
femmes.

Dans une entreprise B, il y a 30 % de femmes.
Sachant que les deux entreprises réunies contiennent 20 %
de femmes, quel est e nombre d employés de 'entreprise B 7

Exquations ¢t inéquations du premier degré-systimes




Inéquations et geométrie
Soit x un nombre réel strictement
positif.

Déterminer les valeurs de x
sachantque 7 ; x+1;2x+3sont
les longueurs des cotés dun
triangle.

Equations du premier degré
4 deux inconnues

@ Résoudre dans IR® les équations suivantes :

1) 2x+y-5=0 2) x-3y+5=0
3 2xroy Z=ni 4 [ax+oy—/6=0
5) 4x-9=0 ; 6) 7y+3=0

Discuter, selon les valeurs du paramétre réel m, les
solutions de l'équation : (m+ )x+my—2=0

ystemes de deux équations
du praml er degré 4 deux inconnues

‘@ En utilisant la méthode de substitution, résoudre dans 1R?

P

L's

3x+y=3 I_ == =

les systémes suivants :
x+y=—3 x—3y+5=0 5x+2y=0|
S i s |
‘( 1) [ ey {5x+2y—?=0 (Sa) [

En utilisant la méthode de résolution par combinaison
linéaire, résoudre dans IR® les systémes suivants

G 2x—y=2 i, 4x—5y+7=0
"l tay=15 (el 3x+2y—12=0

[ En utilisant la méthode du déterminant, résoudre dans IR®
les systémes suivants :

1 5x—2y—4=0
(84) I A A

—Py=—13
(sn:lx Y

0,12x—5,6y=—0,06
211 _g,8x+y=—38,75

2x+y=1

. Equations et indquations dn premier degré-systemes

2x—4y=0,18 |
P _x+2y=0,09,

ﬁ

Une personne place un capital de 30000 dirhams en |
parties. La premiére x est placée au taux de 6 %

Syaﬁmmwsmaﬁnns oy
du premier degré a deux inconnues
soudre dans IR? les systémes suivants :

5x+3y=1 —2x+3y=5
(S1): {x—2y=— (Sz): 4x+2y=8
2x=y=—3 —4x+y=5
x+2y—5=0 y+1=0
(Sg): 12x—3y+4=0 (S4): 4x—y+1=0
2x+y—56=0 x+y—4=0
Systéme et capital

deuxiéme y au taux de 4 % pour une durae d'un an.

Déterminer x et y sachant que l'intérét total est de

dirhams.

Régionnement du plan

Résoudre graphiquement les inéguations :

1) x-2y+3s0
3) 2x—-3=0

Résoudre graphiquement les systemes suivants :

x—2y+120

(S3):
x+y—3<0

2x—y+430

(Ss): 1
3x +2<0

x—2y+1>0

(8s): 1 x—%¢0

L2y—-9<0

2) Sx—4y>0
4) y+2<0

x+y—5<0

(Sz):
3x—4y=0

x+y=4
(Sa):
—x—4y<20

x+y—120
{Ss): yx—y=0
x—y+1<0

- Equations se ramenant
des équaﬁomdupmhrﬂomé
4 une inconnue

asou_dre dans IR les équations suivantes :
2

L) 25¢-064=0 i 2) [”45]—1zx+54c

. 4) 42-16=0
; 8) 3f-(x-8F=0

3) (2x-3°-5=0
5) (x-1) S 2y’

o} Résoudre dans IR les équations suivantes :
) L-2F+10-5x=0

2) P-84+20°-4)+3x-6=0
=3+ 2(P+2,/3t43)=0
—27+ (2x 6)(6— )=x2—9

E Equations rationnelles

Résoudre les équations suivantes :

3

x+2 _ . x—16
i 2—x ] 2 2x e
L x+1 4 . 3 oo
ey S T e
A 4 16
5 2x_7_2x—? 8) 3x+1=3"_1

Bx—1 6x41 1 1

e : 8

7 3x+2 3x-—-2 ) x—7 3x+8

: Hésaudre.dans IR les équations suivantes :
" 1) |ex—3|=|]2—| . 2) |2|x|-3|=3
4) |x"'v—2xl=xz

9) |x—2|=2x—1
5 |X—2|—2|x|=2x—3 >

8 |5—x|+|x+1=2—x|

. ,/3 2x=y/x+6
v ,/x2—1+x=4 |
! 8) J2x—1=x—2 i

= - EXERCICES E!

@ 1}Déterrn|ner cing nombras entiers relatifs consécutifs

On veut construire une puscine sous forme de “L" sur un
terrain carré dont la longueur du cdté mesure 25m (voir

figure) :

1) Calculer I'aire de la piscine

en fonction de x. ’ ‘x
2) Déterminer la valeur de x .

pour laquelle l'aire de la

piscine est égale a 576m*

dont la somme est nulle.

2) Déterminer cing nombres entiers relatifs impairs et
consécutifs telle que leur somme soit égale a 125.

3) Déterminer le nombre entier relatif x que 'on doit a;ogtar
au numérateur et au dénominateur de la fraction =
pour obtenir le nombre 6.

Aésoudre dans IR les inéquations suivantes :
1) (2x—8) (5x—1) - (2x—3) (-x+4) =0
2) (2x+5) (3x—2) > (2x +5) (x+4)

3) ¥-25+(x-5)(3x-7)s0

4) (3x—8) (2x—5)<4x - 20x+25

5) 4% —3x+ (4x—3) (2-x)>0

6) (4x+7) (—x+7)+16:" + 56x +49<0

Résoudre dans IR les inéquations suivantes :

1—x _ 12x—1__
) dxee e
X X A= 1 59
3 2+3<5 i ) 3 Te—x
x%—2x x*—1
8) “Zhq >0 s 6) x—2 =x+1
=t sgx sl B x2=3x+1 g
L Marerears TR ) T X
R

Equations et indgquations ds premier degri-systemes




inéquations et valeur absolue

i -4 (S1): (5x—3y)(2x+y-2)=0
ZxPr——1 2|x|—3ﬂ
@ Résoudre dans IR les inéquations suivantes : (S1): y (S2): (Sel iy =i 2x= yinitl =0
1) |8x+4|<[5—3x| D 2) |x—1lglx+] 3x2+$— 9 3fxl+vy { : 2,
1 5 | Résoudre dans IR le systéme suivant :
o ! el = +3
3) |x|+3x—1<0 i # ps|ax—s|<3 =25 12, s orery
o S3): Ss)
. 5 = 3| _1 6) [x—1|+|2x—3|<7 Gt il £ ke PSR &y =l
| 1+x| "2 2—x 2—y y—3-2 x+2y<8
' 7 |x—t|-|x—2|sx—3:  ®|xts|-7|<4 = x—ys4
i Systémes de trois équations
| _ ik i Tl ki du premier degré a trois inconnues .
. 1| @ Résoudre dans IR les inéquations suivantes : @ Résoudre dans IR’ es syatdmes suivants : I On considére dans IR’ le systéme suivant :
i 1) /;g?' i 2) J3—2x>y/x+6 x+y+z=4 3x+y—z=—4 ) (m—1)x+2y=—
| :
1 (S1): 42x—y+z=13 (Sa): §—2x+3y+2=7 mx —3y=8
JI—x—y1—2%<0 | 4) ¢x*—1—5x=0
. el i & 2% x+2y+z=13 x—2y+2z=1 st un paramétre réel.
I g ey — fox—3<0 ox+y+zH1=0 —ovtz=0 Déterminer la valeur du nombre réel m pour gue le
| R BE = S il ! couple (1 ; ~2) soit solution du systéme (E).
[ (Sa): qx+2y+z=0 (S4)sqdxty =222 g Résoudre le systéme (E) pour m = 1.
x+y+2z—1=0 5x—3y—2=0 Déterminer les valeurs du nombre réel m pour |

i' Inéquations et commerce

Deux entreprises de location de voitures proposent les
tarifs suivants :

La premiére entreprise propose : 550 dirhams de frais fixes
plus 6,30 dirhams pour chagque kilométre parcouru.

La seconde entreprise propose : 600 dirhams de frais fixes
plus 6,10 dirhams pour chaque kilométre parcouru.
Déterminer la distance & partir de laguelle le tarif de la

seconde enfreprise est le plus avantageux. Poul
C pl

A

Systémes de deux équations

@ Résoudre dans IR® les systémes suivants :

(,/5—1]_«<+2y=— Jox—ay=2/2

(81): (S2):

(3 +1)x+y=—1-/3

Jax+f2y=1
V2x+/ay=0

¥
3
9x—3y=2

o=

(S3): (Sa):

Equations et inéquatfons dn premier degré-systemes

|@ Résoudre dans IR® les systémes suivants :

Déterminer trois nombres réels x, y et z propo
respectivement & 2, 3 et 5 tels que :

= 50000 dirhams ; B = 60000 dirhams ; C = 80000 dir
Aprés un an, le bénéfice total est de 20000 dirhams.
Calculer la part du bénéfice de chacune des trois
sachant que cette part est proportionnelle a la o
au capital.

~degré a deux inconnues

2x—3,2y=8 @ Résoudre graphiquement le systéme :

ERCICES E1

PR

9]

—,;I ' ‘Résoudre graphiguement les inéquations suivantes :

Si la vitesse d'un train augmente de 10 kilometres par
heure, il “gagne” 40 minutes, et si sa vitesse diminue de 10
kilomeétres par heure, il “perd” une heure.

Quelle est la distance parcourue par le train 7 et quelle est
sa vitesse ?

43)

Exercices de synthése

wmmw
degré & une inconnue

lesquelles le systéme (E) admet une solution unique que

x+2y—-32z=1
ner les dimensions d'un rectangle sachant que sa
amma et m 3 dépasse sa largeur de 52m et que le périmétre
@ 396m.

r former le capital d'une société, trois personnes Ay
acent les montants suivants :

niner un polyndme P(x) du second degré tel que :
P-1)=14 . P@2)= + Pit)=i.

s d’ du

Fm parcourt une pente en montée & la vitesse de
es par heure, et en descente aux g de cette

2x—8y=12
(8): 43x+2y=5 la longueur de la pente sachant que [a durée de la
7x+9y <49 el de |a descente (réunies) est de 21 minutes.

Résoudre et discuter, selon les valeurs du paramétre réel
m, les équations suivantes :

1) (m—-1)x+2m=0.

2) (2-m)x+3mx+2(m-x)—6=0.

3) (Bm+5x+8m=2m-5)x+m+ 1.

Inéquations paramétriques du
premier degré a une inconnue
Résoudre et discuter, selon les valeurs du paramétre réel
m, les inéquations suivantes :
1) (M+2)x+3-2m=0.

2) 2xm-1)+3msmx+1)-5.
=1 3+x
3) (m+1)x+1—3m>T+ 3

Discussion d'un systéme paramétrique

Résoudre et discuter, selon les valeurs du paramétre réel
m, le systéme suivant :

(s):

mx + 3y =m?
3x+my=9

‘Systémes et réduction

Le prix total d’achat de 5 unités d'un produit A et de 4 unités
d'un produit B est de 350 dirhams.

Si le prix unitaire du produit B ne change pas et si celui (prix
unitaire) du produit A baisse de 10 %, alors le prix total
d'achat de 20 unités du produit A et de 8 unités du produit
B sera de 1180 dirhams.

Déterminer les prix unitaires des produits A et B avant la.

Equations et infguations du premier degré-systémes

“réduction” (c'est-a-dire lors du premier achat) J




o

juations et inéquations du second degré
a une inconnue

Un entreprise fabrique deux sortes de ceintures A et B.
Chaque ceinture A est vendue avec un bénéfice de deux
dirhams et chague ceinture B avec un bénéfice de 1,5
dirham.

La fabrication d'une ceinture A dure deux heures et celle
d'une ceinture B dure une heure, tandis que l'entreprise ne
dispose que de 1000 heures de travail par jour.

On dispose d'une quantité de cuir suffisante pour produire
800 ceintures A et B par jour, et de 400 boucles pour les
ceintures A et 700 boucles pour les ceintures B.

Dresser un programme de production quotidien pour gue
I'entreprise réalise un profit maximal.

&

53

Un artisan fabrique deux types d'objets A et B.

+ Un objet A colte 30 dirhams de matiére premiére et 150
dirhams de main-d'ceuvre.

+ Un objet B colite 70 dithams de matiére premiére et 75
dirhams de main-d'ceuvre.

Les dépenses journaliéres en matiére premiere et en main-

d'ceuvre sont respectivement 650 dirhams et 1250 dirhams.

Les profits réalisés sont de 54 dirhams par objet A et 45

dirhams par objet B.

Déterminer le nombre d'objets A et le nombre d'objets B

que lartisan doit produlre par jour pour réaliser un profit

maximum,

1) Résoudre graphiquement le systeme :
2x+y—3=0
(8) x—4y+3<0
2) Déterminer la valeur minimale (minimum ou la plus

petite valeur) de I'expression x + 2y sachant que le
couple (x ; y) vérifie le systéme (s).

 Agedupereetdufils
L'age du pére est le double de I'Age de son fils.

Lorsque le fils aura I'age actuel de son pére, la somme des
ages du pére et de son fils sera 90 ans.

Déterminer |'age du pere et celui de son fils.

Poids des trois amis

Salwa et Ahmed pésent ensemble 60 kilogrammes,
Salwa et Omar pésent 39 kilogrammes. Ahmed et Omap
pesent 45 kilogrammes.

Quels sont les poids de Salwa, Ahmed et Omar.

Soit ABC un triangle rectangle en A tel que les longueurs d

cités sont des nombres entiers naturels pairs consécutifs.
1) Si on désigne les longueurs des cotés de ce triangle paf

x=2, x ol x+ 2, quelle est la longueur de I'hypoténi
2) Montrer que  x* - 8x=0
3) En déduire le mesures des longueurs de ce Iriangle.

Hauteur du mur d'un jardin

La longueur d'une échelle dépasse la hauteur du mur di
jardin de 20 cm. Si on éloigne |e bas de |'échelle d'un
du mur, le haut de I'échelle coincide avec le bord du
Quelles sont la longueur de I'échelle et la hauteur du mur;

Capacites attendues

Deux villes A et B sont distantes de 130 kilometres.
Une volture part de A a sept heures pour B et roule & u
vitesse constante. Puis, deux voitures partent de B vers
la méme vitesse, 'une & huit heures et l'autre & huit het
et demi.
La voiture partante de A, aprés avoir parcoury 88 k
rencontre la premiére voiture partante de B, et apres ave
parcouru 106 km, elle rencontre la deuxiéme voiture venal =

de B, Déterminer la vitesse de la voiture partante de A. ® Activités préparatoires

n d’équations et d’inéquations se ramenant 4 la
d’équations et d’inéquations du second degrés 2

Contenu

® Deéfinitions et regles

» Equations du second degré i une inconnue
w Factorisation d'un trinbme du second degré

ition d'équations
ion au carré
du second degré
ution d'une équation du second degré
on des équations du second degré
* calculer des longueurs
ution d’un probléme géométrique en
une équation du second degré.

¢ et produit des solutions d'une
on du second degré

Le tarif normal pour assister & une pléce de théatre est
100 dirhams alors que le tarif spécial aux étudiants est
60 dirhams. Sachant gue la recette totale de
spectateurs présents est de 7640 dirhams, détermi
nombre d'étudiants parmi les spectateurs.

m Somme et produit des solutions d'une
équation du second degré

w Détermination de  deux  nombres
connaissant leur somme et leur produit

m Signe d'un trindme du second degré
w Inéquations du second degre

E s

Chaque kilométre parcouru en voiture personnelle co!
un individu 1,10 dirhams. Sachant que le tarif d'un taxi e ns évidentes et non recours au
1,5 dirhams et 0,90 par kilométre, quel est le moyen: ninant

locomotion le plus avantageux par cet individu ? sa
ou le taxi 7

® Points ess¢
|

® Exercices resolus

@ Exercices et problémes

Equations ¢f indquations du premier degré-systémes




Résolution d'équations

Résoudre dans IR les équations suivantes :

m Complétion au carré

2) Résoudre dans IR I'équation Z-5x+6=0
Cette équation est ap

m Probléme du second degré

1) Montrer que : ax* + bx + ¢ = 0 signifie a (x+5ba—

2
x+ ﬁ
de d'équation ax* + bx +c =0.
A

b
. ax’+bx+c=a (x+ ] =
On a donc ‘ 2a) " (2a)°

2)On suppose dans cette question que : A=0
2

3) On suppose dans cette question que : A>0

b) Résoudre dans IR I'équation (E).

casou A< 0.
5) Résoudre dans IR les équations suivantes :

1) Compléter (par ce qui convient) : x*—5x =( x—%)

Une personne achéte un morceau de tissu a 504 dirhams.
Déterminer le nombre de métres achetés sachant que si le prix d'un métre
diminue de 4 dirhams, cette personne obtiendra 8 métres supplémentaires.

Résolution d’une équation du second degré

On considére dans IR I'équation (E) :ax +bx+¢=0 , 004, betcsont des nombres réels avec a # 0.

;

_b°—dac
(2a)°

—b—J
a) Vérifier que : ax®-+bx+c=a x——ﬁ-‘—/ﬁl[x—T

4) Déterminer I'ensemble des solutions de I'equation (E) dans le

(1) : 4@ +3x+1=0 : (2): 4x?—4,/3x+3=0

pelée équation du second degré a une inconnue,

2
L'écriture a[[ b ) _Hﬁ“ﬁl est appelée la forme canonique du trindme ax* + bx + c.
a

Il semble difficile de se rappeler la forme cananique du trinéme ax® + bx + ¢ afin de l'utiliser dans la réso On considére les points A" ; B' ; C' ; D' qui appartiennent respectivement aux

Pour simplifier, on pose A=b®-4ac . A est appelé discriminant de (E). A S
: \ AA'=BB'=CC'=DD'=x

Vérifier queax?®+bx+c= a( x+ Ebg) . Résoudre alors I'équation (E).

Utilisation des équations du second degré pour calculer des longueurs ) |
. |

) Soient AMNB un trapéze inscrit dans un demi cercle de diametre [AB] (voir figure). |

1 3x(2x—1)=0 4 2 3x—1][—4 -

e e '
3) -26= ; ) T e Soient H et K les projetés orthogonaux respectifs de M et N
5) Z+1=0 : 6) 92 +4=0 sur la droite (AB).

AMP

1) Montrer que : AH="5g"

AM®

2) Montrer que : KH=2R——pg—

3) On suppose que MN = 2AM.
“a) Montrer que : AM? + 2R x AM - 2R*=0
b) En déduire AM en fonction de R)

) La formule qui donne le volume de la section d'un céne

de révolution est V=7 {'He +r7 4 Flr}%

- Déterminer R en fonction de V, r et h.

t ABCD un rectangle tel que : BC =3 et AB=5.
it & un nombre réel telque :0=x= 3

PR ents [AB] : [BC] ; [CD] ; [DA] tels que :

Montrer que I'aire du quadrilatére vaut 2x* — 10x + 15. x
Déterminer la valeur de x pour laquelle I'aire du quadrilatére est égale 7. o

| considére dans IR I'équation (E) : ax® + bx + ¢ = 0 et soit A son discriminant.

ce qui suit, on suppose que I'équation (E) admet deux solutions distinctes x; et x,.
| Calculer la somme x, + x, en fonction de a et b.

Caleuler le produit x,x, en fonction de a et c.

On considare I'équation (EY) : 22 —x—6=0 |

! Egutions et iméquations du second degré & une inconnue

Equations et inéquations du second degré & une incommue




\-.L_' - 4 1 x
m Signe du trinéme ax® + bx + ¢

On consideére le trindme ax® + bx + ¢ et soit A son discriminant.

1) On suppose que x, et x, sont les deux solutions distinctes de I'équation ax® + bx +c =0
et que x; < x,

Recopier et compléter le tableau de signe suivant

X - X X + o

X-x )
X=Xa
afx—x;) (x— x) (ol a > Q) ) D
afx—xy) (x—x;) (ol a <0) 0
m Solutions évidentes et non recours au discriminant
1) On considére le trindme P(x) = ax® + bx + ¢ ol a=0,

a) Déterminer les deux racines de P(x) sia+b + ¢ =0.
b) Déterminer les deux racines de P(x)sia—b+¢c=0
2) Deéterminer les solutions évidentes des équations suivantes :
(Ei) 1 4x°+5x—9=0
(Ez) : —3x%+2x+5=0

(Es): V/2x2+(/2+/5)x+/6=0

On considére le trindme H(x)=x*—(a+f)x+af ol a et 3 sont deux nombres réels.
1) Caleuler H{c) et en déduire les solutions de I'équation H(x) = 0.
2) Deéterminer les solutions évidentes des équations suivantes :

(Es): 2—(V/2+/3)x+/6=0

fE5):2x2—{1+ﬁ}x+4=0
(Es): x®*—5x+6=0

| (E7r) «x (x +TJ=‘/E(,/E+1)

(Es) (x—%—](a +%)=[a—b}{a+b]

| 1,1, x_1,1
(Ea) F+¥+‘2—=E+§+1

(Eo) x*—(y/2+,/8)x+4=0

Eguatinns et induats

Determiner une solution évidente, de chacune des équations suivantes, puis déterminer I'autre soluti
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* Tout nombre réel qui vérifie
. * Toute équation de la forme ax’ + bx + ¢ = 0, ou a, b, ¢ sont des | requation axt tbrx+c=0
es reels et a =0, est une équation du second degré a une inconnue dans IR, | mﬂluﬂm de  cette
nombre A = b® — dac est appelé discriminant de cette équation ou discriminant pulynﬁnl:oma:ft::;:u::.m *
0me ax’ + by + c.

2 * Si l'éguation ax® + bx +c =0
admet deux  solutions
distinctes  elles  sont
communément notées x, et |
x; (ou x' et x"),

=

|
Equations du second degré a une inconnue |

ition

»mples et applications

'équation x* —4x + 3 = 0 admet 1 et 3 comme solutions.

L ‘équation x* + 4 = 0 n'a pas de solution dans IR, |
M Calculer le discriminant de chacune des équations suivantes,

Bl 2 +x+1=0 ; @): F+x+1=0 : (3): 258" —10x+1=0 ‘

Bl On considére dans IR I'équation ax® + bx + c =0 ol @ # 0, ‘ ‘
S son ensemble de solutions. | ‘

A <0, I'equation n'a pas de solution etona: S = @,

A= 0, I'squation admet une solution unique _ 2" etona:s ={ b } -

2a D2n
> 0, 'équation admet deux solutions distinctes & savoir : __b,‘)l@ et
- a

¥4 etonal s-— ;hz_a‘/d : _ba';/Z}

Exemples et applications § | - Remarg 5 ‘

olvons dans IR I'équation (1) : ¥ 4+ 4x—5=0 | *Sid=0alors
discriminant de cette équation est A, = 4% — 4 x 1 x (-5) =36
@pmme A, >0, alors I'equation (1) admet deux solutions distinctes qui sont ; |

_{,=“_42.—E-__5 ot t2=:‘!2+_6:__1 |

L b
bza 4= h':aﬁ“'%

on dit, dans ce cas, que
I'équation admet _L

A . 2a
l'ensemble des solutions de I'équation (1) est 8§, ={-5;1} . | comme solution double.
: hmns dans IR I'équation (2) : 2+ + 5x+ 7 =0 si slors I'équation
€ discriminant de cette équation est A, =57 — 4 x 2 x 7 = —31 ‘ petaingg N
mme 4, <0, alors |'équation (2) n'a pas de solution. et s

I'ensemble des solutions de 'équation (2) est S;=9@ : ‘ o |

Ivons dans IR I'équation :(3)  4x2—4,/5 x+5=0 |

!.e discriminant de cette équation est ; A, ={—4 JE)L—A xdx5=0 ,

Comme 4, = 0, alors I'équation (3) admet une solution unique qui estx)=—— _%,/5 :"“/QE |
Bane I'ensemble des solutions de I'équation (3) est 83=' “@] . ‘
8 Résoudre dans IR les équations suivantes : |

(1): P-6x+8=0 ; @: 22+x-2=0 |
B): 3 +2x +1=0 (4) : 9x2+2x+%=0

Egquations et inéquations dw second degré i une inconnue




m Signe du trindme ax® + bx + ¢ @1 Equations du second degré a une inconnue
; : == * Tout nombre réel qui wérifie
t b et soit A son discriminant. v L , )
On considére le trinbme ax* + bx + ¢ et sai i c: . SR . QUL - Toute équation de la forme ax® + bx + ¢ = 0, o0 a, b, ¢ sont des Iéquation ax* + bx + ¢ =0
1) On suppose que , et x, sont les deux solutions distinctes de I'équation ax® + bx + ¢ = res réels et a # 0, est une équation du second dearé & une inconnue dans IR. :um:m Py el

etque x, <x; & nombre A = b? — 4ac est appelé discriminant de cette équation ou discriminant polyndme axk 4 by +ic.

Recopier et compléter le tableau de signe suivant : inéme ax’ + bx + c. ]
Rl * 5i I'dquation ax* + bx + ¢ =0
x — X4 X + oo e ra— admet deux solutions
Exemples et applications | distinctes  elles  sont
X =% 0 » T communément notées
i s L'équation x° — 4x + 3 = 0 admet 1 et 3 comme solutions. x, (ou " et 27, s
e L'équation +* + 4 = 0 n'a pas de solution dans IR.
a(x—x) (x— x;) (ou a> 0) 1 ) Calculer le discriminant de chacune des equations suivantes.
alx—x) (x— x3) (o1 2 < 0) ) 0 (1): -2F+x+1=0 ; (2): P+x+1=0 ; (3): 25— 10x+1=0
m Solutions évidentes et non recours au discriminant ] LBl  On considére dans IR I'équation ax’ + bx +c=0o00 a = 0.
: I it S son ensemble de solutions.
@) 1) on considere le trinbme P(x) = ax* + bx + ou ax0. o ropesdascunXnEiSso 2
a) Déterminer les deux racines de P(x) sia+b +¢c=0. A =0, l'équation admet une solution unique — = elona:S= [_E] 1
A sl b da_ux ramf]es de Plx) S_I = _,b e : 0 A> 0, l'équation admet deux solutions distinctes & savoir : L\/‘Z et
2) Déterminer les solutions évidentes des équations suivantes : 2a
V4 etona: §= —b—/4 . —b+/4
(E1) : 452 +5x—8=0 2a : = 2a s 2a

(Ez) : —3x*+2x+5=0

(Ea) : y/222+(/2+/5)x+/5=0

emples et applications §

Résolvons dans IR I'équation (1) : ¥+ 4x-5=0 *SiA=0alors
@ On considére le trindme H{x)=x—(a+ B)x+af ol a et f sont deux nombres réels. Le discriminant de cette équation est A, = 4% -4 x 1 x (-5) = 36 =b-JA_-b+/4 z48 %
1) Calculer H(ct) et en déduire les solutions de I'équation H(x) = ‘Comme 4, >0, alors I'équation (1) admet deux solutions distinctes qui sont : PR :
o P d 5 :
2) Déterminer les solutions évidentes des équgtiong suivantes : 0= —42 8__ 5 gt xz= 42+E =1 :m;::n:: c?%“
(Ea) : x2— [/§ +/§ ) 4 +/§ =0 _ Donc I'ensemble des solutions de leéquation (1) est S,={5;1} . comme solution double.
\ j L Lﬂaésulvcns dans IR I'équation (2) : 2¢* + 5x + 7 =0 si 0, alors V'équation
) 7 Le discriminant de cette équation est A, = 5° — 4 x 2 x 7 = -31 B 3
122 —(1+¢7 )x+5 =0 2 +bx+c=0. :
(Es) = 2x ( J7 ) AETE Comme A, <0, alors I'équation (2) n'a pas de solution. :Iu:i:xm‘.:lﬂl:;:." il
(Es) : x®—5x+6=0 _ Donc I'ensemble des solutions de 'équation (2) est S, =@
y _ o . . ) ) '™ Resolvons dans IR I'équation : (3) 4x2—4./5 x+5=0.
@ Déterminer une solution évidente, de chacune des équations suivantes, puis déterminer l'autre solution. s
Le discriminant de cette équation est : A, :(—4 ./g] —4x4x5=0 ,
(E7) x(x+1)=y2(/241) Comme 4, = 0, alors I'équation (3) admet une solution unique qui estx1=— _‘;'/5 ‘/;5
[ _ab\{  ab - Bone r
(Ea) (x—aT){’H'T):{a—bJ(aHJ] Donc I'ensemble des solutions de I'équation (3) est Sa=l-{—5
W ions sui :
i) 12 i1 1 WX X ‘1 i ; e i Soudre dans IR les équations suivantes :
‘/_ e (1): ¥—6x+8=0 § (2): 2¢+x-2=0
£ —(/2+/8)x+4=0 2
(Evo) » ( )x+ 3): 3 +2x +1=0 . (4) : 9.r2+21+%=0 J

Equearions et inéquations du second degré d wne incomnu

I '
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- -DEFINITIONS ET RI

§2)), Factorisation d'un trinéme du second degré

BELUESES  On considére le trinome ax® + bx + ¢. Soit A son discriminant.

-Si A= 0, alors I'équation ax® + bx + ¢ = 0 admet deux solutions distinctes x, et x,

ax¥ +bx+c=alx—x) (x—x)
b \2
ax®+bx +c=a(x+'2—a)

etona:

«Si A= 0, alors

| +SiA<0, alors le trindme ax® + bx + ¢ = 0 ne peut pas étre factorisé en produit de
d polyndmes du premier degré.

Exemples et applications

B Eactorisons le trindme P(x) = 2x¢ — x— 1.
Le discriminant du trinéme P(x) est A = 9 et ses racines sont :
X1= —% et x, =1 ;donc P(x) = a(x — x;) (x— x)

Cest-a-dire : F'(.t)=2(.x+%)(x—1) ouencore  P(x)=(2x+1) (x—1)

B Factorisons le trindme Q(x)=—4x*+4 /3 x—3
Le discriminant du polyndme Q(x) est A=0 ;
2 2
[ 3
donc O{\)—a(.\'+é%] c'est-a-dire Q(x)=—4[x-—-";-:]

Q(=—(2x—/3)

0u encore

B 0On considére le trindme R(x) = x* + x + 1.
Le discriminant de R(x) est & =-3
Comme A < 0, alors A(x) ne peut pas étre factorisé en produit de polyndmes du
premier degré.
M Factoriser les polynémes suivants :
L{x)=4x%+5x+1

H(x)=25x2—10/2 x+2

K()=—3x"+2x—7

Equeations et inéguations du second degré it une inconmue

Remarque

discriminant et on p

ses deux solution

(lorsqu'elies exist

Pour factoriser le trinom

-— —

éte 3
alors les deux solutions x, et x, de cette équation vérifient les deux égalités :

e o
X1X2= o

3cq+9(g——E et a

a

Si le discriminant de I'équation ax* + bx + ¢ = 0 est strictement positif,

-~ _DEFINITIONS Ef REGLES |

Si I'équation ax* + bx + e =0
a une solution double,

alors n=x:=—% 1

ples et applications

| v-'. Solent x, et x, les deux solutions de I'équation : —2x%+x+ Ja=0
| b c
| Ona: xtxz=—73 et xxe=3

B 1 e = Y3
clest-a-dire : x1+x2= 3 et X1%==—"3
‘B En notant que 1 est une solution de I'équation x2—(1+4/2)x+4/2=0 ,
déterminons l'autre solution de cette équation. soit « cette autre solution.

Ona:a+1=1+/2 (ou ax1=y2):donc a=y2 ,

Suivants : -
Ply)=-2¢ +8x—1 et Q()=x*—(8+,/2)x+3,/2

B Etudier le signe des deux racines du trinéme H(x) = -8x" + 7x + 1
(sans déterminer ces deux racines).

et leur produit

Déterminer la somme et le produit des deux racines de chacun des deux polyndémes

P Détermination de deux nombres connaissant leur somme

et on a aussi
—_b
X|+xz-'—a- etmxgﬂg

~Eclaircissement

La propriété 3 nous permet
de:

«calculer la
produit des deux
d'une équation du second
degré sans déterminer (ou
connaitre) ses solutions.

somme et le '

+déterminer I'une des
l'autre.

| =varifier la validité des

| solutions trouvées.

|'pl‘6¢bﬂf le signe des
solutions.

Wl Soient S et P deux nombres réels.

systeme { : i V: S admet une solution si et seulement si S? — 4P =0

nombres u et v sont les solutions de I'équation : X* —SX+P =0

| Passage dir systeme

d I'equation

+ On dit que u et v ont des réles
dans le sy

mples et applications

u+v=>5
] uv=-6

:Gornma 5° — 4(-6) = 49 >, alors le systéme (s) admet une solution.
U ety sont les deux solutions de 'équation (E) : X* —5X-6=0
ol . -7

(E) admet deux solutions qui sont x1= 5—2—? =—1 et x2= 512 =6
:-Dﬁnc {U=_1 ou u=6
| V=6 v=-—1
. Lensemble des solutions du systéme (s) est T ={(~1;6);(6;=1)} .

\_.Héanwons le systéme (s) : {

= 3
S Résoudre dans IR? le systeme : )X TY =73
xy=—1

{1)_Ji+(J2—J3}x—‘/6=o . (2) x2—4.,/3x+9=0

= Sans caleuler le discriminant, résoudre dans IR les deux équations suivantes :

{ u+v=S5
uv=P

+ i faut faire |a distinction entre
I'ansemble des solutions de
I'équation X* - SX + P = 0 et
I'ansamble des solutions du

systéme {u+v=$

uv=P

‘ ~ Technique -

Les solutions de I'équation
=(a+fx+af=0
sont aet f.

Egquations et inéquations du second degré & une inconnue =1 ‘3




@) Signe d’un trindme du second degré

RECLIGEEN.  On considére le trindme P(x) = ax® + bx + ¢ (a = 0) et soit A sont discriminant.
. Si A< 0, alors le signe de P(x) est le signe de a pour tout x de IR.

. Si A= 0, alors le signe de P(x) est le signe de a pour tout x différent du réel % .
- Si A> 0, alors le signe de P(x) est :

—» le signe de a & l'extérieur des racines ;

— |e signe contraire de a & lintérieur des racines.

| B Etudions le signe du trindme P(x) = -3x" + x— 2.

‘ Le discriminant du trindme P(x) est 4 =-23.
Comme A <0, alors le signe de P(x) est celui du nombre a.
Puisque a = -3 < 0, alors P(x) <0 pour tout x de IR.

Tableau de signe de P(x) :

‘ TR
P(x) =

@ Etudions le signe du trindme Q(x) = 2 —x— 1.
Le discriminant du trindme Q(x) est A= 9. ;
‘ Comme A >0 : donc Q(x) admet deux racines, a savoirxi=—75 etx, =1.

Comme a = 2 >0, on a le tableau suivant :
Tableau de signe de Q(x) :

| | = i
X —.00 3 A [T + o

[ e N B

@ Etudions e signe du trinome R (x)=16x?—8/3x+3.

Le discriminant du trinéme R(x) est A= 0.
Donc R(x) admet une racine unique qui est x1="7" .

I
hlm
et

Comme a = 16 > 0, alors R(x) >0 pour tout xde IR \[ 7
Tableau de signe de R(x) :

" /3

x —_— 0
rl

R() - !

@ Etudier le signe de chacun des trindmes suivants :

+ =

+

G(x)=3x"—2x+5
H(x)=—x*—2x+15
K(x)=—5x2+10,/5x+25

Equations et inéquations du second degré i une inconnste

I

Remarque -

* x, et x, tant les deux ra 3
distinctes du trindme P
tels que x, <x; !

«lintérieur des racines
signifie : x €1x; ; x5

«l'extérieur des raci
signifie : x €= ; x| ou
x €ty ; +oof

*P(x,)=P(x)) =0

*SiA=0, alors P (—z—bﬂ}=ﬂ

il

= _DEFINITIONSEF REGLES -

_—
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Tout nombre réel t vérifiant
I'inégalité P(x) =0 (c'est-&-dire
i P{t) = 0) est une solution de |

Inéquations du second degré

On considere le trindme P(x) =ax* + bx+ ¢ (x = 0).
Toute Inéquation de la forme P(x) = 0, P(x} > 0, P(x} = 0 ou P(x} < 0 est appelée I'inéquation P{x) 0.

inéguation du second degre.

Exemples et applications |

B Résolvons dans IR linéquation (1) : " = 7x + 122 0. ‘
Etudions d'abord le signe du trindme * — 7x + 12, |
Le trindme »* — 7x + 12 admet deux racines x; =3 et x; = 4.

Tableau de signe de x> - 7x + 12 :

2
i
]

X i—w 3
[
P=Tx+12 |

_l

G

L'ensemble des solutions de l'inéquation (1) est : &, =2 ; 3] U [4; +o]

l—al
3

B Résolvons dans IR lnéquation (2) 1 —3+" + x—1 < 0.
Etudions d’abord le signe du trindme —=3x" + x — 1.
Le discriminant du trinéme —3x" + x— 1 est A=—11.
A <0 ; donc le signe de —3x° + x— 1 est le méme que celui de -3 pour tout réel x.

Tableau de signede — 3x* + x —1:

X — 00

| =8¢ x—1 =

L'ensemble des solutions de l'inéquation (2) est: S.=1IR
B Reésolvons dans IR I'inéquation (3) : 16x%+8 /3 x+3<0

Etudions d'abord le signe du trindme 16x%+8 /8 x +3

Le trinéme 16x2+8,/3 x+3 admet une racine double qui est x1

Tableau de signe de 16x*+8,/3 x+3:

X — 00 _% 4 oo I
16x2+8,/3x+3 + ¢ H|
|
L'ensemble des solutions de l'inéquation (3) est: S,=@

Résoudre dans IR les inéquations suivantes !
(1) 3x2—2x—8>0
(2) x*—2x+15=0
(3) —5x2+10,/5x+25<0 |

Egquations et indquations du second degré a une inconne



{azl}} 4‘(’+bt+c 0
! Y
- A=b"—4dac
Y L8
S
| A=0 A>0
L Y

L'équation a¥’ + bx+c=0
| ‘ admet xj=— 57 comme

solution unigue |
L]

‘ | a + bx + c=alx - x)°

L'équation a’ + bx + ¢ = 0 admet deux solutions

| distinctes x; et x; telles que :
—b—4/4

=5z el

_—b+y/4
XS og
Y

‘ ad +bx+c=alx—x) (x—%)

- Y RSN Y
| x |——-x| Xy 20 e —o X4 Xa +00
| (3 | ol
+* | * | | i
5 | A igne 3
‘ 53 Signe de T Signe de - | Srgr;e de 0 e ] Sign: de
| de a

Somme et produit des solutions d'une équation du second degré a une inconnu¢

{On suppose X< 12)

[ o+ fi=
Si et p sont les solutions de |'équation ax® +bx+ ¢ =0, alors o
af=—

a

i Saient S et P deux nombres réels.

Le systéme
=P

| Les réels U et v sont les solutions de 'éguation X*— SX + P =0

Equations et inéguations dic second degre & une inconnue

L'équation ax’ + bx+c=0
n'admet pas de solution
| dans IR,

| Le trindme ax* + bx + ¢

| ne se factorise pas dangi’
| IR.

b
a

u+Vv=8 _4met une solution si et seulement si §*— 4P 20

| Résoudre dans IR I'équation (1) : 3¢

| Bette équation équivaut a : 3 (x°)
m X =2 ; donc quuatlun (1) devient :

Equation se ramenunt & une équation du
second degré a upe inconnue

—2¥-1=0
Solution

ns dans IR I'équation (1) :3x* - 24 -1=0
*—2x2—1=0

)z ax’—2x—1=0
discriminant de cette équation est A= 16 >0.

24
Xy = B et

i-a-dire X, = —% et KXo =1

= % ; par conséquent |'équation (1) équivaut a

(‘.z =1 gy x5 =i— %)

La demigre relation est impossible (car =0 el — % cD)

‘ailleurs +* = 1 signifie que (x=-1oux=1)
i l'ensemble des solutions de I'équation (1) est S, = {1

Inéquation se ramenant a une inégquation
du second degré a une inconnue

dre dans IR l'inéquation suivante :

—2xf+x 41
B FLIE0

Commentaire

cette inéquation, on étudie d'abord
—2:2 + X+ 1 el ¥ ~4x—5, puis on en

—2xrx i1
_mduquoﬂant_?_:_g.

Solution

ation (2) est définie lorsque * — 4x—5#0
olvons dans IR I'équation x° —4x—5=0;

ation +*

=—letx=5
vons dans IR I'équation —2+" + x+1=0;

deux solutions qui sont x'=— —;- ot

I discriminant est A = 36 qui est strictement positif. Donc
—4x — 5 = 0 admet deux solutions distinctes gui

diseriminant est D = 9 (D > 0) ; donc -2 + x +1=0

c'est-a-dire a :

x 1 5 00
-2 +x+ 1 + 0 - &
¥ —4x-5 + = = = %
— 254 x+1 A
2 5 e L = = o =
—4x—5 7 f ‘
Donc I'ensemble des solutions de I'inéquation {2} est

52:]—1.—;lu[1,51

=

Résoudre dans IR 'équation (3) : v/ x2+8=2x—1
Solution

L'équation (3) : i ¥ +3=2x—1 ast équivalente & :

{J\2+3) —{2:—1} et

¥4 3=dxi—4Ax+1 ot \>::,

2x—1=0

ouencore & : 3xi—dx—2=0 et x&

i
A

Le diseriminant de I'équation 8x° — 4x—2=0
est A= (—4)° -4 x3x(-2) =
admet deux solutions distinctes qui sont :

40 ; donc I'équation 3x° — 4x~2=10

4+ J4o 4—/40
Ry gl e
2+/_ P \/_
xy= o x=
= 10 2+1,r‘
Comme ‘/ [5‘4@»\[ Bl =5 el
2
2+410
alors I'ensemble des solutions de l'équation (3) est Ss=1—3

D

Résolution d'un systéme qui se ramene & une
équation du second degré & une inconnue

-
Résoudre dans IR le systeme (4) : 1= Y TY'= 13

Solution

gl 2l
=y +y =13 oo gquivalent &
xt+y=—2

— 3y =13—4

c'est-a-dire & :
xty=—2

| Done x et y sont solutions de I'équation .
qui a pour solutions u, = -3 et u, = 1. Donc X=T_ 3 ou

ou encore a !

xty=—2

{x+y] —3xy=13
+y=—2

x+y=—2

xy=—3

X +2x-3=0

Par suite, I'ensemble des solutions du systeme (4) est

Si={-8:1) ;

Equations et indguations du second degr

1193

{ v sme inconnue

Résolution d'une équation irrationnelle qui se raméne |
& une équation du second degré a une inconnue




Equations du second degré ne

nécessitant pas le calcul du discriminant
Typeax®+c=0ouax®+bx=0
Sans calculer le discriminant,
equations sujvantes :

1) -4=0 ¥ -7=0 |
| | 3) 7% +3=0 I 4)5¢-36=0
| 5) 3x° —2x =0 ' B) 58 = ax

8) (Bx+ 1P+ (3x+1)=0 |
10) (F+1P+(:2+1)=0 |

7 9(x+1)°-36=0
9) (x* + 2¢)° = (C+29=0

I o Type se ramenant a a(x —r) (x —s) = 0
| Sans calculer le discriminant, résoudre dans IR chacune

des équations suivantes :
, 1) (x—7)(2x+1)=0
2) (B—2x)(x—4)=0 |
| 3) @x—7¥—9(x+2°=0
4) x+2°+@B3—xP=0
B) (x—5){(x+7)+x2—25=0

33
(@Fx—1){x—2)={x—2)
7x(x—8)=(x—3)°

| 6)
| 7
8)

Type x* + 2ax +2°=0 ou x*-2ax +a2=0

equations suivantes :

9

a=0

1) 4x2 —dx +1=0 2) x2+8x +

4) ‘x"‘le%—ﬂ
B) 25x2—30x+9=0
B) 2x2 2‘;’%:\-‘.3—0

3) 100x*—60x +9=0
| 5) 4x2 4 24x + 36 =0
7) 4x? +28x +49=0

Forme canonique

|o Recopier les égalités suivantes et les compléter :

1) 2 +12xc+ 11 =(x+.5 4.,
2) F+12¢+35=(x+ )04 ..

wations di second

resoudre dans IR les o Ecrire le trindme f(x) sous la forme af(x - «)® — d] ot 8, a ot

Sans calculer le discriminant, résoudre dans IR les

3)

i Q
4) x*+7x+ %
5)
6] 5

7) x2 il

d sont des nombres réels que l'on déterminera dang !
chaque cas, puis déterminer la forme factorisée (si clesth
possible) du polyndme f(x) : |
1) Hx)=—dx?+24x—28

2) Hx)=2x—3x+1
3) I{x)=2x"-3x—15
1
4) f{x‘}—--§)2-|x43 !
5) Hx=—3x2+x+4 |

5
8) f(x)=3xf—x+35 |

Equations du second degré

o Résoudre dans IR chacune des équations suivantes -

1) 10x2—8x—4=0

2) x¥2—x+7=0
3) 9x2—42¢+49=0
;g 2 Y = lll.f
4) (2+4/8)x*—(2/3+1)x+/8—1=0

5) (1+4/2)x2—2(1— J2)x+1=0

6) x¥*—21x+54=0
7) 3 —17t+4=0
8) 42 —7x—1=0
9) 5x2+x—252=0

10) —x2—B55x + 4500 =0

Résoudre dans IR les équations suivantes :
‘ 1) 2—1,30t+1,27=0

3
2 3
3) 10000x°—10001x + 10000 =0
4) +2x+1—a*=0

P 7
Ak R :
X .\fal 1,5=0

(o0 a est un nombre réel non nul donné).

Determiner des équations du second degré admetianti
s comme solutions, dans chague cas suivant

ot s=r

et s=8

1yr=1
2)r=-5

.‘B En posant t =
| 1)
|

»/; \ Mésoudre les

équations Sulvantes : |

4 r=-—1 et sS=-2 ~
SJ ’ x—2/x +3=p
r=a+ et =a- —
- il ) S=a=1 2] ScrEyEoa—p |
(a réel donné) | i
| 3) .=:+9/x—10=0
Inéguations du second degré ' 4) 2x+7=15,/x
| 2L
5) yYx=x—2

dans chacun des cas suivants -

1) f)=—+6x-9 [
2) f(x) =75 +12x+5 |
8) fld=-x"+2¢-3 |
4) fix)="+x+1 |
5) fix)=8-5+ |
B) fHx)=—+11x-30 '

7 1) = (5x+7) (x— 3) '@
B) f(x) = (4x +5)2 - 49 I'

8) x) = 4% — (x 4+ )2 |

10) flx) = * - 8x + 5 |

Inéquations |
Resoudre dans IR chacune des inéquations suivantes - |
1) X*—5x+6=0

2) x¥*—8x+5<0

8] 49x%—70x + 25> 0
4) —x*+x+3<0

.lll @

5) ﬁxa+4x+—‘/;:¢l} ,

8) 3.5x°—0,5x+0,15<0

!
. Equations se ramenant 3 des |
! équations du second degré |

En ROsant X = 2 résoudre chaque équation parmi jes '@
Squations suivantes -

¥-72+6 =0 |
x~82419 g |
Bt 55 g ;

-840 g
65— 172450 II
2 a2 _ g =0 |
5~202,64-¢

03|gned'un trinéme e e et ERT SO .
Determiner, selon les valeurs de x, le signe du trindme f(x) @ Résoudre dans IR chacune des équalions suivantes -
|

1) Bx—1)(5x+2) =3y —1

2+ x+1
g SEHo5 45
% |
3) _\’2_3+3:D |
1 N2 TN I |
4) .\:2—-91—7{_—3-"x+3_1
8 (PHx+1)=(2+x422 g

Résoudre dans IR chacune des équations
1) WETE 5,
2) .‘,a'xz—-3x+‘1=x—2

Suivantes ; |

3) x—,/s_x-_1=3
4 Jx*—8-2.-_5

Soient s et p deuy nombres réels donnés.
On considére le trindme f(x) = +2 — s + p
et on suppose s~ 4p = 0,
a) Montrer que f(x) admet deux racines distinctes et
calculer leur somme et leyr Pproduit. |
b) On suppos_e que deux nombres ont pour somme s et
pour_produn P- Montrer que ces deux nombres sont les
solutions de I'équation flx)=0 I

Inéquations se ramenant 3 des
inéquations du second degré

Résoudre, dans IR, chacune des inéquations suivantes 3
|

1) (8x—2°>(2x+ 2y
2) (x+8)(4x+3)>2x+6

x+5
3) 2;r+‘l'>:0

1 gt |

Y atzas—e I

242 —8x—p4 |
5) 12+T_?'x+52 =0 |
6) X—2<x—5 |
7) Bx+2  x—1 |

3x+0 25710 |
- = J

Eguations et indguations du second degré i une inconsue
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el \..\
Exercices de renforcement
des apprentissages

a, (b et y sont des nombres réels donnés.

Résoudre, dans IR, chacune des équations suivantes :
1) Iz—2(x_':+r.r2—ﬂz=0

2) [u+1]?x2—(u~ﬁ]((1+1)x-a|i=0

3) 4o —daPr+ - (y+a)’=0

4) a®F —afa+p+ 1)x+Blo+ Bla+1))=0

5 (0 +pP-1)x-pH —vd’=0

Résoudre, dans IR, les équations suivantes :
1) @x+1°+Bx+7°—8=0

2) 4(x—5°+9x=—3(x+3)

3) x+2l+(x—2° +x2=8—x

4) 5x+1 x+3 8
x=2

x+2° 3

R R RS
x+t2  x+4 24

Sans effectuer aucun calcul, montrer que les équations
suivantes n'ont pas de solution dans IR :

1) 2x*+7x2+1=0
2) x+54/x+3=0
3) x+3/x—4—2=0
4) 2x%+axP+a+1=0

Résoudre, dans IR, les inéquations suivantes :

2) 662" +17x+1<0
4) ¥—dx+3>10"
6) X*—x*<0

1) 75° -5x+4>0
3) at+2F-10
§) —15-29x+ 87 s0
7) L-7F-B20

Resoudre, dans IR, les inéquations suivantes :

1) 4x—3,/x+1<0

2_8x+9

2 x -4
) x% — 4x =9
3
A D
) ¥ —6:2+12x—8
2 1 _3(x+3)
4) x+1+;§ﬁ—‘ X

5) J—x2+3x+45%x+2

s du second i IRE FRCOMRNE

Equutions et inéquati

8) L+7c—3 <—10"

G

D

EXERCICES ETPROBLEMES

Déterminer le nombre réel a pour que les deux équal
suivantes ¥* + x+ a =0 et »® + ax + 1 = 0 aient une soluig
commune.

Solent « et f les solutions de I'éguation »* + 7x—12=0
1) Calculer a et .

2) Calculer « + B et uf.

3) Calculer (en utilisant le résultat de 2) ce qui suit :

2, 2 Sh
g : a’B
a B i 1
ﬂ+cz ’ a+1 B+l
g—1, =1 Lraal:
B o : et gt

a 4
a2+ at+ B

Resoudre les systémes suivants :

1) x+y=16
xy =—1024

2) [.\'24-)!2::93
xy=15

3) {.1:2—.ty+y2:0
x+y==2

4) {t+.‘(}f+y=11
fy+xy2=30

5) Xby=xy= =

Y

Résoudre, dans IR, le systéme :
¥ +14x-51 <0
{ dx+17 >0

Résoudre, dans IR, le systéme :
{ |*=1] =3
2ax<x’

On considére, dans IR, I'éguation (E) suivante :

—1

x+1

1) Montrer que I'équation (E) admet deux solutions distinctes

2} Si m et n sont les solutions de |'équation (E), montrer gl 8
1 1

E+Ef—‘l

(E)ix—2=

1) Résoudre, dans IR, I'équation : t* + 4t + 3 =0 !
2) Résoudre, dans IR, 'squation : (¥ — 2x)% + 4(x* — 2x) + 35

@ Déterminer tous les couples (x ; y) de réels tels que :

Eax=2
{xz-i-ly-pyz—y:l)

@ Déterminer tous les couples (x ; ) de réels fels que
[ [‘/£+/y=.\+,.rxy

tyP=2(x—yf

Dé;minar tous les couples a, b et c tels que :
[ a+b=2
ab+ci=1

Déterminer tous les réels x et y tels que :
f—o-y‘“+[x+y}—xy+ E=0

Soient a et b deux nombres réels donnés

== Onpose P(x)=x"-(a+b+1)x*+(ab+a+bjx—ab
1) Montrer que P(1) =0

2) Resoudre, dans IR, I'équation P(x) =0

a et b étant deux nombres réels donnés, on considére les
deux équations :
(E)::2+ax+1=0
(E):®+bx+1=0
On suppose que (E) admet deux solution « et B,
et gue (E') admet deux solutions o et ',
Calculer, en fonction de « et B, le produit suivant :

{a—a’)(p - ) +a’)p+p)

Résoudre, dans IR, I'équation suivante :
/x+4 —4‘/.\_'+‘/.x+9--6,/;=1
Déterminer le nombre réel a pour que I'on ait :

x?-f-ax—2<2
Z+x+1

Pour tout réel x :—3 <

Soit a un nombre réel tel que : a = 1
Montrer qu'il existe un nombre réel x tel que :

|x|£a
x+i=23
X

menl a, b et ¢ les longueurs des ctés d'un triangle tels
- Que a<b<e
. Montrer que i'équation : x2—(a+b +clx+a’+b?=0

admet deux solutions distinctes.

*

Exercices de synthése

Soient a et b deux nombres réels

S est I'ensemble des solutions de I'équation : ¥* —ax +b =0

T est l'ensemble des solutions de I'équation * - bx+a=0
Déterminer a et b sachantque: SUT={-1;1;2:3} |

On considére, dans IR, I'équation symétrique
(E):2x - 52"+ ¥ —6x+2=0

1) Montrer que O n'est pas solution de I'équation (E).

2) Montrer que |'équation (E) est équivalente a

=

(E): 2 x+—:]l1=0.

1
2ot
X 12
3) On pose U=x+ —:
a) caleuler u* (en fonction de x).
b) Montrer I'équation (E') équivaut & :
(2u?-5u—3=Detu:x+%] |
4) Résoudre, dans IR, l'équation 2u* —5u—3 = 0.
En déduire les solutions de I'équation (E).

5) En procedant de la méme fagon, résoudre chacune des |
équations suivantes :

(E)i2x' -9+ 142 -9x+2=0
(Ex)ix'+x— 4P +x+1=0

(Es) : 5 + 10" + 26x° + 10x +1=0

(Bt 2(x+ 1) +9(x+ 12+ 14(x+ 12+ 9(x+ 1) +2=0

Montrer que, quels que soient les nombres réels non nuls
xety,ona: |

2 2
2["—:—%]—3[‘3‘-»—%]+6>D |

y2

On considére l'équation (E) : x* + x—1 =0.
Soient a et B les deux solutions de (E).

On pose :

Si=a+P | s;=a”+p° o
1) Montrer que : 5,5 + 5n,q = S

2) Calouler s; ; 85 ; 84 1 85 ; 56 | 5+ | Sa

8 g
5—1 5+1
3) En déduire que : “/2 —] +["/_—2 ] =47 |

a

i 8, =a" + " pour fout n de IN*

Equations et indguations du second degré & une inconmue




~ _ EXERCICES ET PROBLEMES

Calcul vectoriel dans le plan

5 Calculer les longueurs des cétés d'un triangle rectanglg
Problémes sachant que la longueur de son hypoténuse est 26m,
que la distance entre le sommet de I'angle droit et le pi
de la hauteur issue de ce sommet est 9,28m.

Trouver deux nombres entiers naturels impairs consécutifs |
dont la somme des carrés est égale a 8048074. SRS . - 4

préparatoires 124

| — | " : 5 i
Deux ouvriers doivent exécuter un travail déterming. Un robinet remplit un bassin de 6m" de c.apacne.
Siils travaillent ensemble, il achéveront le travail en 12 jours. 51l detit du rotanet et “}‘_ "rﬁ's par miriute, il fadt Sy
Si Iun des ouvriers effectue la moitié du travail en s”"p’emema‘“"f skl DasHin:
question, puis 'autre poursuit I'exécution de la moitié du Quel est le débit du rabinet (en I/mn) ?
travall, ils accompliront le travail en 25 jours. ) B~ s == — === —
Quels est le tem;?s nécessaire pour chague ouvrier pour La distance d parcourue par un caillou en chute dans
accomplir le travail seul ? puits est (approximativement) d = 4,9t° (d en métres et
[= e AR O == = | secondes).

—x—0 ..
@ On considére I'expression F(x)= Par ailleurs la vitesse du son dans l'air est d'envirf

x=—1
1) Résoudre, dans IR, I'équation F(x) = 330m/s. ‘
2) Résoudre, dans IR, inéquation F(x) . Sion j!ena un caillou dans un puits.t I'ni:cho derI:’perc;n; on
| X ient es trol es &0
3) et b sont deux nombres réels qui vérifient Flo) = F(B). | avec l'sau nous parvient apres S s8eco

résolus

et problémes

lancer.
t Iuti I'é
i sor?t Balions de e miN Quelle est la profondeur de ce puits ? o
—pt+p—7=0olp estun nombre réel que I'on Capa(:ltes attendues
déterminera. s —y A e e = VI

ction d’un vecteur de la forme aii + bV.

rimer les notions et les propriétés géométriques en
sant I'outil vectoriel et réciproquement.

olution de problémes géométriques en utilisant
til vectoriel.

S @ On dit que le rectangle ABCD est un rectangle d'or si:

| @ Soit a un nombre réel. A =
i i : AB _ BC B
On considére I'équation (E) suivante : BC — EB

f (E): (2a— 1) +2(a— 1) -2(2a-1)’x +5=0
1) Déterminer a sachant que 1 est solution de I'équation

ol1 AEFD est un carré ;

| (E).
! 2) En considérant les valeurs obtenues & la question 1), o F c C ontenu
frouver les réels a, f ety pour que I'éguation devienne : e " J :
ce qui signifie que le rapport “longueur sur largeur” d .
(x=1)(c® + Bx +y} =0 deux rectangles ABCD et BCFE est le méme. Ce 2 BRI it orénaratoires e Définiti i gt
3) Résoudre cette équation. estnoté @ et appelé nombre d'or. } K PICPAratanes CHHUEIRS O INRles
e - = - e CEf e 2 Il est clair que @ > 1. lité de deux vecteurs m Egalité de deux vecteurs |
@ Deux villes sont distantes de 450km. | 1) Déterminer la valeur de ¢. ame de deux wvecteurs - relation de m Somme de deux vecteurs
Pour parcourir cette distance, une voiture met quatre | (On pourra poser x = AB et prendra BC =1) 5 m Multiplication d’un vecteur par un nombre
I heures de moins qu'un camion. 1 1 néarité de deux vecteurs réel
I Sachant que la vilesse de la volture dépasse celie du 2) En déduire les valeurs de = @ W cu d'un segment m Colinéarité de deux vecteurs
itté (B + b)i.l au + bu m Milicu d’un segment

camion de 30km/h, quelles sont les vitesses respectives
| 3) Le rectangle EBCF est-il un rectangle d'or ?

de la voiture et du camion. I a4 V)=au+av

nent de trois points
blinéarité de deux vecteurs

@ Points essentiels

alcul vectoriel et résolution de problémes & Exercices résolus

@ Exercices et problemes

i =

ﬁ Equations et inéquations du second degré a une inconnie
1 2



t m Egalité de deux vecteurs

Recopier le dessin ci-contre, L
1) On a (AB) // (CD). On dit que les deux vecteurs AB etCD | |
ont la méme direction. ] |
a) Déterminer les vecteurs qui ont la méme direction que 1 : LD-

le vecteur AB . T 1

b) Déterminer les vecteurs qui ont la méme direction que
le vecteur DG .

2) On a AB = CD. On dit que les vecteurs AB et CD ont la méme norme ;
la distance AB est appelée norme du vecteur AB et on la note| AB‘

a) Déterminer les vecteurs qui ont la méme norme que celle du vecteur AE_- k

b) Déterminer les vecteurs qui ont la méme norme que celle du vecteur DG .

3) ABDK est un parallélogramme et C appartient a la demi-droite [KD).
On dit que les vecteurs AB etKC ont le méme sens.

a) Déterminer les vecteurs qui ont le méme sens que celul de AB

b) Déterminer les vecteurs qui ont la méme norme que DG et gui n'ont pas le méme sens que le vedeurDG

4) On dit que deux vecteurs sont égaux s'ils ont la méme direction, la méme norme et le méme sens.
PESEEEEE NNy
-AB=DC signifie
ABCD est un
paraliélogramme

a) Déterminer les vecteurs égaux 4 AB .
b) Déterminer les vecteurs égaux a DG .

+ ABCD et ABFE sont des parallelogrammes et AB —E_!; AB=DC
La translation qui transforme A en B, transforme aussi E en F
et D en C. Le vecteur de cel!e translation peut étre noté AB : DC ou EF.
] Généralement, on le note u{ VW ,) cette notation est indépendante des

| F : i P
f points qui déterminent le vecteur considere.

ACTIVITE Somme de deux vecteurs - Relation de Chasles

{éventuellement

| Recopier le dessin suivant.
| 1) Compléter légalité : GE+EF=...
| 2) a) Construire le point H tel que ABGH soit un
parallélogramme,
b) Construire le vecteur Aé + A_é

c) Construire le vecteur AB + EF

3) Montrer que : AE + BF =AF + BE , |

1) Ecrire les vecteurs suwants sous forme d'un seul vecteur,
a) BC BA | BD BC
b) FA-+BE+DF +CD+AB+EC

ﬁ Culenl vectoriel dans le plan

) AE-+EG GO DA+ AB |
d) AB—DB —EB +DA +EF — AF
2) Soient K, L, M, N des points du plan.
On considére les deux point | et J définis par : |
KI' =KL —KM+KN
a) Calculer JI. |
b) Que peut-on en déduire ? :

=KL +KM+KN et

m Colinéarité de deux vecteurs

Dans chacune des figures suivantes, existe t-il un nombre réel k tel que AC=k Aé 7
Si oui, quel est son signe ? :m‘m\rn:»:st;‘uu;-;«m.u;-.i
(A, B ot C sont alignés) |
signifie qu'll existe un

nombre réel k tel que
AC=kAB |

B - iR

[Figure (1)] [Figure (2)]

» Milieu d’'un segment

B
*C
| Figure (3) J

| ACTIVITE

Soient A, B deux points distincts I le milieu du segment [AB] et O un point donné.
1) Montrer que EA +1B —O et AB = 2A1
2) Montrer que : OA+0B = 201 .

l Lm Propriété (a + b)u = au + bu

On considére un vecteur non nul U et on pose " “—k ’

Soient a et b deux nombres réels teis que a> 0, b <0 et a+b<O.

A, B et C sont des pomts tels que AB= au et BC bu : =
1) Calculer la norme || AC ‘ en fonction de a, b et k. e |

2) Montrer que : (a+b) U=au +bu

f S ———
m Propriété a(ii + v) = ati + av B
|
@ Soient ABCD un parallélogramme de centre 1, J le O Recopier la figure suivante :

milieu de [AD] et Kle m|1|eu de [AB].
|‘ Cn poseAEl—u et AD =v
1) Montrer que AKIJ

| S 5]

‘ EESmErerasaEnEa
I I

est un parallélogramme. > >
On pose AB =u

| 2) Montrer que %(u- +v :I

| i
.|' En déduire que : z(u*-\f) Zu

1) Montrer que : 2f3u} 2AC et ( )U—AE |
v | 2) En déduire que : ;(SU ): (SJJ ‘

[T

Calenl vectoriel dans le plan



= ACT

Alignement de trois points

Soient A, B, C trois points non alignes.
On considére les points M, N, P définis par .

MB =2MC NG =3NA PA=2PB -
1) Déterminer AM _Ar\-.l et AP an fonction de AB et AC .
2) Déterminer MN  en fonction de NP .

3) En déduire que M, N et P sont alignés.

|
‘ m Colinéarité de deux vecteurs

Soient ABC un friangle, A', B' et C' les milisux respectifs des segments [BC], [CA] et [AB].
1) Montrer que : AA +BB +CC =0
2) Soit 1 un point donné.
On considére les points ] et K tels gque : H’ CC" et Itz = — BB- .
Soit E le milieu du segment [JK].

Montrer que les deux vecteurs 1E etCB sont colinéaires.

INSTTem Calcul vectoriel et résolution de problémes

Soient ABC un triangle, M, N et P les milieux respectifs des segments [BC], [CA] et [ABI.

| Soient I un point donné, J et K les points définis par : IK = —BN et 1] = CP .
| Soit E le milieu du segment [JK].
1) Montrer gue : IE —-E—BC . Que peut-on dire des droites (IE) et (BC) ?

I 2) Soit O le centre du cercle circonscrit du triangle ABC.

i Montrer que le point H défini par OH = OA+0B+0C , est l'orthocentre du triangle ABC.

|l H m, Condition de nullité d’un vecteur

A, B, C et D sont quatre points du plan.
Soient E le milieu de [AC] et F le milieu de [BD].
Pour tous nombres réels x et y, on considére le vecteur S définis par :

$=x(AB +CD +y(BC +DA |
1) Exprimer 5 en fonction de x, y et EF .

2) Quelle est la condition pour que S=0 ?

ITES PREPARATOIRES

~-x DEFINITIONSET REGLES

| direction signifie que :
(AB) # (DC)

-AB tDC ontle méme sens
signifie que le dépk
de A vers B se fait dans le

'On dit que les deux vecteurs AB et DC sont égaux £

: + AB =DC : e s = | méme sens que e
et on écrit |0r5f:|ue cles dgux vecteurs ont : : / o | depiacementdaDveia e
-la méme direction ; b TG +AB ¢tDC ont la méme norme
- le méme sens ; o B signifie que AB = DC
- la méme norme. — | c'est-a-dire ||I§”=Nﬁé|!

= - | (les deux wvecteurs ont la
méme longueur).

QERUCICRE - Soient A, B, C, D quatre points du plan .

+ On ne paut comparer le sens
de deux vecteurs que s'ils

AB =56 si et seulement si ABCD est un parallélogramme.
ont la méme direction.

P e

Exemples et applications A B
.'%ent _A’. B, C, D guatre points tels que :AB*=DE .
AB =DC signifie que ABCD est un parallélogramme. |
Donc : BADC_ ;. ADCB DCBA sont des parallélogrammes ?, 32 S
AGH % Yy W VY W AB =DC
D'ou : BA =CD AD =BC DC =AB YV A

@ Soient AEFD et EFCB deux parallélogrammes.

‘ ABCD
Montrer que ABCD est un parallélogramme.

est un parallélogramme

Pour tout vecteur U et tout point A du plan P, il existe un point unique B O
tel que :u =AB . | =il
e ."'\ / '\\
[ Y
Quels que soient les points A, M et N du plan, on a : Al ‘\ -y
«AM =AN signifie que M = N. | R
*AM =G signifie que M = A.
Le vecteur O est dit vectsur nul. = =
~ - Remarque -

i Il existe une infinité de
| vac'heur_a‘ égaux & un vecteur
donna u .

(Relation de Chasles)

' Solent U et v deux vecteurs tels que : U=AB et v=B0. |

' La somme des deux vecteurs U et V est le vecteur A
Noté U+ v et défini par: U + v =AC g UtV
L'égalité AB + BC = AC est connue sous le nom 8 - c
de relation de Chasles.

: ‘

e Al

Caleud vectoriel dans le plan ‘z’r




arallelogramme pour construire la somme de deux vecteurs

La somme des deux vecteurs AB et AC est le vecteur AD
pour gue ABDC soit un parallélogramme. —

i Exemples et applications v 5

M soient A, B, C, D quatre points du plan 7.
Ona:AC +BD = (AD+DC| + (BC+CD)| (relation de Chasles)
| AC + BD = (AD+BC) + (CD+DC)
AC + BD = AD+BC+CC
Donc :AC + BD = AD+BC
| M soient A, B, O trois points du plan P.
Ona: AB=AO+OB
AB =—O0A+0B
Donc : AE; = OE; O.ﬁ:
M soient ABCD un parallélogramme, 1 et J les milieux respectifs des segments
[AB] et [DC].
Soit K un point de la droite (AD).
| Montrer que : KI + Al = KC

3 Multiplication d’un vecteur par un nombre réel

. Soit U un vecteur et k un nombre réel.

Le prodﬁit du vecteur U par le nombre k est le vecteur W que I'on note ku et

qui est défini par :
-Si U est un vecteur non nul :
~Sik=0,alors w =0 (clest-a-dire 0U =0 )
— Sik >0, alors U et w ont la méme direction, le méme sens etﬂﬁ":k EJ”
- S; k<0, alorsietw ontla méme direction, des sens contraires et Hw”— (—k) "u ||
+Siu est le vecteur nul, alors W =0 (c’ est-a-direk0 =0 )

Exemples et apphcatlons

. On con5|dere Ia flgure suivante :

— Les vecteurs CA etCB ont la méme
direction, des sens opposes et CA = 2CB ; donc CA 2CB .
— Les vecteurs DA et DE ont la méme direction, le méme sens et DA = 2DB ;

donc DA =2DB |

Calenl pectoriel dans le plan

Rappel

La norme Mu ” du vecteur U

K 2E SN ARAE [ | L

n'est autre que Ia longuet i
vecteurld .

= -
u u

w
— - =it
w =ku w
(k>0) (k<
Aappel
= 1AB =AB

. (- 1)A_a'——ﬁ

* DAB ==0

| E"'-F'mples et applications

L

=

r; On considere la figure suivante : 7 N
-Ona:AC=2ABet AD=—3AB / !
~ La longueur de la diagonale du carré sl |\
ABE'F' est égale a‘x'z_ AB [(rayon du cercle). & 42 g Jl‘_‘
— Les deux vecteurs AE etAB ont la méme
direction, des sens opposés et AE=,/2 AB : donc AE —— /5 AB

B Déterminer chacun des vecteurs AF et AG en fonction de AB 3

RECEUEEN  Quels que soient les vecteurs v U et les réelsa, betk ona:
Gk s o

au + bu

a(bJ)— [EDJJ

Siku =0, alors: k=0 ou J—-O'

== — =

f_a-\l-b]u’:

Exemples et applications

B -Ona:u+x
U+ au —(1-|-u1u-

Tu +xu

“Si 6U =8V , alors - 2(6u] {SU]CeSlaGIrC [Exslu --tgxalv

ou encore Su =4y
L Simplifier I'écriture des vecteurs suivants :

E=2(J+V-J—2(uﬁ—;:| \;"; u !-2|ru‘ --;I]—(S[.ub—\.:jl

i’;za(ui—.?v-.}+5(v’—u-.] V——;[ J 3 u+ v

8D  Colinéarité de deux vecteurs

Remarque -

Remarques —

unnumbre réel k tel que U =kv ou v - SR

On dit que deux vecteurs U et v sont colinéaires si et seulement s'il ax:ste

M soit ABCD un trapeze (m.fmr figure)

o . -
Ona .AB—g DC, Donc les deux vecteurs AB et DG
Sont colinéaires,

B Solent A, B et C trois points tels que 7AB+5AC=0

Ona7AB+5AC=0 ;donc 7AB=—5AC ceqtadrreAB——?-Aé

Dot la colinéarite des vecteurs AB et AC .

0=0.0
Le vecteur nul est colinéaire
avee tout vecteur du plan.

*Les points A, B, C sont
alignés signifie que les

vecteurs AB et AC sont
colinéaires c'est-a-dire

AE=uA_§{ouAE=k'I6)

Citlend wectoriel dans le plan

~DEFINITIONS Ef REGLES = |




o e o ‘_
3 _DEFINITIONS EE REGLES - | - < IS E
: = 5 e OO === _ _ :
B Soient ABCD un pa:alleiogramme E et F les points définis par : _,ﬁem_;arﬁue importane Egallté de deux vecteu

BE —AB et AF=4AD

v N = Relation de Chasl
nelanon B L
Par la relation de Chasles, ona : z::e:::' et “:“" W'-‘I:ﬁ"n. 1 B elation de Chasles
ne sont pas colinéairey = B Pour tous points A, B, C du plan ¢
e . EF“EB+BA*AF |9|g|au+ﬁv—ﬂou¢.|| L p.._[, __I. ,upanp
Or BA=3EB et AF=4AD, par suite : | sont des réels, alors : T BC =BA +AG
2" EL == o = :
EF=EB+3EB+4AD | a=0etp=0 | A Somme de deux vecteurs
= e o | I
EF=4EB+4BC D c
EF=4EB+4BC (car Af}—BC:I "AB =DC si et seulement siAB etDC ont :| »Pour tout vecteur u et tout point A du
EE—4(EB+B0) A B E | la méme direction plan P, it existe un point unigue B tel
= i | iR
(FRHES) le méme sens que : § =AB
Donc: EF=4EC la méme norme <AM = AN signifie que M =N |
. ; i e e S e ||
Ce qui prouve que les points E, C et F sont alignes. WAB =DC si et seulement si ABCD estun| -AM =0 signifie que M = A AD =AB +AC

|l Soient ABCD un parallélogramme, E et F les points définis par : |

Biae |

paraliélogramme. signifie que ABDC est un paraliglogramme
CE=4CD et BF=35BE : - ! TR T

iitiplication d'un vecteur par un nombre reel Propriétes Colinéarité de deux vectaurs

1) Construire la figure.
2) Montrer que les points A, C et F sont alignés.

- Solent u un vecteur et k un nombre réel. Quels que soient les vecteurs u __\.T et les | On dit que deux vecteurs u et v sont
{nproduit du vecteur U par le nombre k est ie réelsa betk ona: colindaires si eiscul_emenl s_'il exi::\.te un
M&urw que l'on note KU et qui défini par ; | - al'\'u- 3 v-)--aa' +ay réel k tel que :u =kv ou v =ku

.S U est un vecteur non nul -
~Sik=0, alors w=20 {DII—{-)')

S ) Milieu d’un segment

(a }-bfﬂ —au +bu

a(bJ}—fabﬁ

L CELE R - Pour qu'un point 1 soit le milieu du segment [AB], il faut et il suffit que

l'une des relations suivantes soit realisée :
(1) Al =1B B |
. - - I
(2) IA+1B=0 L“#_‘_’—-—_‘-ﬁf"ﬂ ‘

—>  3—
(3) AI=-2‘AB I

—S8i k >0, alors W et U ont la méme
direction, le méme sens et [w |=k|u| | +Siki=0 . alors (k=0 0ui=0) | |

—Si k<0, alorsw et U ontla méme|
direction, des sens opposés et
W=l
[*8iU est le vecteur nul, alors

W=t (G-5) |

Michel Chasles {1793~
Savant et mathématicien
frangais. On lui doit
d'importants travaux en
géométrie vectorielie et
projective,

Si | est le milieu du segment [AB], alors quel que soit le point M du plan 7 :
MA +MB=2MI ‘

W Soit ABC un triangle.
Construisons les polnts E et F deflms  par

B
o
[=2 |
o
a
-
0
(1]
wn
3
(13
=

|

+ Pour qu'un point 1 soit le milieu du segment [AB] il faut et il suffit que I'une des relations

CE + CF e O
Dol C est le milieu de [EF].

BE BA BC et AF AB + AC suivantes soit réalisée, B

Donc ABCE et ABCF sont des parallelogrammes W) AT =18 ; S
c'est-a-dire CE=BA et CF=AB o A S i |
g o W (2) 1A + 1B =0 A |
Ona: CE+CF BA + AB 13_:-AT=%-K-B, |
= Si | est le milieu du segment [AB], alors quel que soit le point M du plan P ‘MA + MB =2Mi |
|

Calcnl vectoriel dans le plan Calond vectariel dans le plan
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Points alignés — Parallélogramme

Soient O, A et B des points du plan P,

Soient M, N et P les points, du plan T, tels que :
DM =20A +10B
OM = 3 OA + 5 OB

ON =20A— 308

OF =50A — OB

1) Construire la figure.
2) Montrer que les points B, M et N sont alignés
| 3) Montrer que le quadrilatére OMNF est un parallélogramme.

|
| Solution

1) Construction de la figure.

2) Alignement des points B, M et N
*Ona: éM'—Bd + OMF

BM =OM — OB

2o L 1laa3) ~5

=0A +§OB J (o]:]

BM =(3

BM =204 —10B

BN =BO +ON

BN =ON —0B

BN —(20A —3 08 |08

*Ona:

BN 20K —3 08
3BM —20K —3 08
Donc : BN =3BM

Ce qui prouve gue les points B, P et N sont alignés.

Calewl vectoriel dans le plan

: 3) Nature du quadrilatére OMNP.

Ona: PN =PO +0ON

PN =ON— OP

. N )
PN =(20A —5 OB |—(50A—0B |
o | 4\ 1 3

P —{2—5}0!\—{——2{1:}08

Donc : OM =PN

D'ot OMNF est un parallélogramme.

&

Milieu d'un segment

! Soit ABC un triangle.

i 1) Construire le point D tel que : AB +AC +AD=0 .
' 2) Construire le point E tel que : AE =AB +AD .

3) Montrer que A est le milieu du segment [CE].

Solution

| 1) Construction du point D
| Ona: AB +AG +AD=0 |
Donc AD =—(AB +AC |

2) Construction du point E %
. Ona: AE =AB +AD
Ce qui signifie que ABED est un JA
parallélogramme.
3) Montrons que A est milieu de [CE]
Ce gue |'on veut prouver est
AE +AC =0

Ona: AE + Aff:{Alf } AD')-l-A'C'
i AE +AC =AB +AC +AD
| Donc: AE +AC =0

Dol : A est le milieu du segment [CE]

Somme vectorielle

Soientu , vV W les vecteurs |

| > | {m
représentés sur la figure. ; ' w | ]
A partir de deux points -
A et B du quadrillage, F ™~
gonstruire les points M N [ | [T |

el tels que :
A=V +w MN=0+w et NP=0 +v
puiis les points E, F et G tels que :
BE=v +w ,Eﬁ—\?ﬂ? ot FG=U +V

¥

Soit ABC un friangle tel que :
BC=8a, CA=9aet AB=6a

1) Construire la figure dans le cas ol a=05.

2) Construire les points E, F et G tels que :
BE=CA ,BF =BA+BC et BG=CA—BA .

3) Citer tous les parallélogrammes dont les sommets
figurent parmi les points A, B, C, E, F et G.

{olra>0)

A, B, C, D sont quatre points.

Construire les points M, N, P définis par :
1) AC+BM=BG.

2) AB+DN=AC+DB.

8) BA+DP=CA +DA .

Soit ABCD un paraliélogramme.

'_ Simplifier les écritures vectorielies suivantes :
CD+DA

CB+CD AB+AD

AC+BA+CB ; CD+AG +DA

+NP ;v =MN+NM
+PP i X=MN—NP
+CB+AC . —AB—AC+BC—BA

Q

|o Soit ABCD un para!felogmmme de centre O.

On pose i =AB et ] =AC .
Exprimer AB , BD ot DO en fonction de | et i

En observant attentivernent la figure ol ABCD, BCEF et
ADEF sont des paraliélogrammes, déterminer le point X
dans chaque égalité vectorielle :

1) AF + EC = AX

2) FC + FA = FX

— — — D___ ¥ E ¢
3) DE + AE = AX ¥ W
Ay T
4) BA + BC = BX \“ h _ iy
F B

Montrer que AB = DC  signifie que AD = BC .

ABCD est un parallélogramme.

Soit E un point donné du plan,

On considére le point F tel que :EF=BC .

En utilisant des égalités vectorielles pertinentes, montrer
que [AF] et [DE] ont le méme milieu.

Soit ABCD un guadrilatére quelconque.

1) Construire les deux points M et N tels que:
AM=AB+CD et AN=AD+CB,

2) Montrer que : AB+CD =AD +CB ,

Soit ABC un triangle.

On considére le point E tel que : AE=AB +AC ,
Soit O un point quelconque du plan.

Montrer que : OB +0C = OA + OF

Soit ABCD un parallélogramme de centre L.
Montrer que IA+IB+IC+ID=0

Calenl vectariel dutnis le plits




“-= . EXERCICES ETPROBLEMES | ~ @™ . EXERCICES ET-PROBLEME

Saient ABC un triangle, A', B’ et C' les milieux respectif de |® Soit ABCD un quadrilatére. =

Multiplication d’'un vecteur par Soit ABC un triangle. B il
un nombre réel Exprimer AM en fonction de AB et AC , dans chacun dg [BC], [CAJ et [AB]. O conaidéve 10 veotau © =35K D8 et |
cas sulvantes, puis construire le point M. On considére les points M, N, P tels que : | 1) Montior qua e +EE
ke s i T Sre AA=AM ; BB'=BN ; CC=CP, 2) Soit E le point tel que : v =CE. !

i On pose U=AB. 2 . 2) 2MB +BA=BC
| Construire les vecteurs 2U ; %Li ] TN T 3) h_ﬂﬁ-J-hT(': +AB=0

4) 2MA+3MB=5AC

Caleuler AM +BN+CP | Montrer que les droites (AC) et (BE) sont paralidles, ‘

A, B, C sont trols points non alignés, u et v sont deux St | 50 ul_w_tn'angle. Al illew de (B}, B" le:mille de @ A, B, C, M sont quatre points du plan ; x est un nombre réel.
vecteurs | %) Mo—ahi=ta ) [zA]i c’{gc"l';"'e“ de [AB] et G le point dintersection de | On considére le vecteur v = xMA +2MB — 7MC.
g ! ! 8) 3MA+2MB=3AB S EE ) <t (CC). 1) Ecrire V. en fonction deMA , AB, AG et »
Construire les points E, F, G tels que : ) ! (G estle centre de gravité du friangle ABC). | ) nction deMA | AB, et x
'E est le symétrique de G par rapport 4 B, |

2) Déterminer x pour que le vecteur :wi! indépendant de x.

ENe Rl R R
AE=-u—Vv ; BF=%u ; CG=u—35v 3 U i
2 4 3_ | Milieu et centre de gravité 'F est e symétrique de G par rapport & C'. @ o T o = & e
I ST e n considére deux vecteurs | et | . |
@ Construire trois vecteurs U , v , W tels que : . BN CSF AGCE of ARGE sont dlaE| 1) Simplifier Pécriture vectorielle du vecteur U défini par :
FoEE x On considére un point A et deux vecteurs U et v | parallélogrammes. e SRS ey i i
i e G | Soient B, C et D les points définis par : 1 GA +GB=GF el AT |
. 1 | 2) On considére le vecteur V tel que: v =21 + ]

AB=u . AC=u+v . AD=u-—v ‘ 2) En déduire que : GA+GC=GE |

Simplifier les écritures : Cal Toet] i i etv
abiat-ah a) Calculeri et | enfonctionde u etv . |

35/ 5+ 33/~ 4,5~ Montrer gue B est le milieu de [CD].
E(U +80 ] s } i 2 | b) Montrer que si U etV sont colinéaires, alors 1 et sont
i —~ - o Soit MNPQ un parallélogramme, isque GA+GB+GC=0, colineaires.

2‘13 % (—%_}U +3,5v ; 0,28 (3“ > %V ]J . 1) Construire les points R et S tels que : | 3) :;r:er que, pour tout point M du plan, on a : | ; =
= AN o — MA=0N et RS=MN. B s @ Soit ABC un triangle, i

Déterminer le vecteur U dans chacun des cas suivants : 2) Montrer que N est le milieu de [SQ). MG=5{MA +MB + ME) ‘ 1) Construire les goints E et F définis par :

1) u +BC=—AB. T e &) En déduire que : ﬁ=§ﬂf’ E’-‘%AE et AF=3AC |

2) > Chmis Sak MNP el ! ST LT _! 2) Montrer que les droites (BF) et (CE) sont paralléles.

3) 95 +gBC=60+$8C 1) Construire les points E et Flelsque: WABE Un Irangle et H son centre de gravite. ' ; 5 r =7

g & e ME—MN+MP et NF=NM+NP. #1.8' sont les milieux respectifs de [BC] et [CA]. | @ Soit ABC un triangle.
2) Montrer que P est le milieu de [EF]. M8t N sont les milieux respectifs de [BH] et [AH]. On considére le point M tel que : |

-MA  est colinéaire 8 BC

= =y - 7
@ Soient U etV deux vecteurs tels que (U =gV .
Déterminer les réels x, y, z tels que :

&r que A'B'NM est un parallélogramme |

Soient A et B deux points distincts. = T *MB  est colinéaire & AC |

Vel —vi=y0 v =z(—u) : i
: 1).Construire les points R et S tels que : 85l un triangle ; x est un bre réel. o -l
il ML 2 b == ) iF'l 237 o RS 3AB i 9 . m"? re réel Montrer que : AB =AM+ AC. ' .
| Soient A et B deux points distincts. = et =gAB. | i centre de gravité du triangle ABC, | I |
[ 1) Construire le point M tel que : AM=1,5AB . 2) Montrer que les segments [AB] et [RS] ont le méme i milleu de [BC] et M le point tel que : | @ St AEG un Warigle -
= = AM=xAB+ xAC 1} Construire les points E et F tels que : |

| 2) Déterminer a ot p tels que : AM=caBM et BNi=BAB I

A, B, C, M sont des points du plan. o ; o - . > Sl
8 P P que les points A, M, I et H sont alignés. | BE=2AB+2AC ot SAF=3AB+2A0

| i 2 -
Onpose:v=MA ; w=MB ; i
. . . 2) Montrer que les point A, E et F sont alignés. |
Déﬂ:l'lfﬂﬂ(}i?élm p%irnl;p':r une 1) Construire les points E, F, H définis par : néarité, alignement et i

égalité vect g paraliélisme = =

; ; Sy ! { el:’ Soit ABCD un parallélogramme

Dans chacun des cas suivants, déterminer AM en fonction St L o  OABGC ok .
ME=r—ni i un quadrilatére, | 1) Canstruire les points J, K, L et M tels que : |

de AB ; puis construire M. Lonsidére le point M tel REr. Oa%
FREN el qua ) AM = ZAB +J est le milieu de [BC]

MH=—V +W+1

s ; trer que : OA + 308 = 40M : i
2) MB=3mA 2) Montrer que A, B et C sont les miligux resped = | Kbe's' le milieu de [AD] |
3) 4MB—5MA=0. segments [EF], [FH] et [HE]. P le point tel que : OP =0A + 308 — 400 -AL=41AJ et CM= %C_R |
7 doi s s an L S itrar
3) Montrer qué : ME + MF + MH=MA +MB +MG= que (OP) est parallle & (CM). | 2) Montrer que les droites (BM) et {(DL) sont paralléles. |

4) SMA—3MB +AB=0.

Calend vectoriel dans le plan

Calcal vectoriel dans le plan
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ABC est un triangle.

Soient a un nombre réel,, E, F et H les paints tels
BE ——aAB BF —aAC
Montrer que le point H appartient & la droite (BC).

ABG est un triangle. On considére le point X détermine par :
. AX etBCG sont colinéaires. |
. CX et AB sont colinéaires. ‘
Calculer BX .

@ ABCD est un parallélogramme. |
1) Construire les points M et N tels que : |

DM=2AD e AN=3AB
2) Construire le point C' tel que AMC'N soit un
parallélogramme.
| 3) Montrer que les points A, C et C' sont alignés.
| == Montrer que : AE=BF

apprentissages

ABMN et MNEF sont deux parallélogrammes
commun [MN].

Soit ABC un triangle.

m ABMN et ABEF sont deux parallélogrammes ayant [AS

On considére les points E et F tels que :

CE=1CA o BF=25C +BA

comme coté commun.

Monter que : ME=NF

1) Construire E et F. i 2l iy
| 2) Montrer que les points B, E et F son alignes.
= v =i = ] AE+AB=0 et AF+AC=0
@ Solent ABCD un paraliélogramme, M et N les poinis

dafinis par : |
‘ BM=88C ot DN=3DC ; ; e

Montrer que : BG4 EF=0

Soit ABCD un parallélogramme.
On considére le point K tel que ;: AK= %AB-
La droite (DK) coupe (BC) en L.

1) Caicu!erﬂﬁ ot AN en fonction de AB et AC .
2) En déduire que A, M et N sont alignés.

=== = 1) Montrer que : EKT%D_[-

.@ Soient ABCD un parallélogramme, M et N les paints 2) Caleuler CL en fonction de 8C .
|

tels que : = - = —

BM=2BA

g
%A et ON=—78C

Soit ABM un triangle.
On considére les peints E et F tels que ;
MA+MB+ME=0 et MF=NA+MB
1) Montrer que M est le milieu de [EF].
2) On considére les points G et H tels que :
Mé-—l\ﬁ-:ME et Mﬁ—l\«_‘lé-ﬁ-ME
= Montrer que ABHG est un parallélogramme.

‘@ Soit ABC un triangle. = = o - =

1) Montrer que (MN) et (AC) sont paralléles.

2) La droite passant par M et paraliele a la droit (BC),
coupe (BD) en P :
Montrer que (PN) est paralléle & (AB). |

1) Construire le point E tel que BE—=4BA—3BC . Soit ABCD un paraliélogramme.
Soient E le milieu de [AB], K le symétrique de D p
3) Soit M un point tel que 4 C et L le symétrique de D par rapport & E.

1) Monter que B est le milieu de [CL].

| BM=(x-+1)BA— xBC
‘ oll x est un nombre réal, | 2) La droite (KE) coupe (BC) en T

Montrer que : M & (AC)

2) Montrer que E appartient & la droite (AC).

Caleuler LT en fonction de G

Caleul vectorie! dirts le plan

N \._EXERCICES ET PROBEMES

BH =BE +BF

Exercices de renforcement des

Soient ABC un triangle, E et F les points définis par:

~

Soient ABC un triangle, E, F el G les points tels que :

.
¥ aE-1AB AF =2CF 2GE+GC=0

Que ;

|

1) Construire E,_F’et G_i* |

2) Montrer que BF=2EC .

é] La droite (AG) coupe (BC) en K. I
Montrer que K est le milieu de [BC]. ;

| Soient ABC un triangle, x un réel strictement supérieura 1,

" Met N tels que :
AM=xAB et

Montrer gue les points A, C et N sont alignés.

de cik
MR =xBC

. | Soient ABC un triangle, x un nombre réel tels que 0=x s% !
" On considére les points E, F, M et N tels que :

EM—28C . FN=4BC ; AE=2xAB ; BF=xAB.
Determiner la valeur de x pour laquelle les points A, M et N
sont alignes.

ABCD un parailélogramme, E le milieu du segment
{AE] et N Je point du segment [DE] tel gue : EM=2ED
iner x pour que A, C et M solent alignés.

Soient ABCD un quadrilatére et x un nombre réel.
‘considere Ias_EDints_r:! et N teis_ que o

AM=xAB gt DN=xDC

1) Montrer que MN = xBG + (1— x) AD

'2) On suppose, dans cette question, que AD=3BC

a) Quelle est la nature du quadrilatére ABCD ?

b) Calculer MN en fonction de BG et x.

6] Quelles sont les valeurs de x pour lesquelles M et N
sont confondus 7

oient ABC un triangle, E, F et G les points tels que :

2an e i el o
BSEC | EF=2EA ; 4BG+3FB=0,
1) Construire la figure.

ar ra i
-2) Montrer que :
FB=%&§+§K5 et GB=AB +-;—ﬂ{’:.

) Montrer que les points B, F et G sont alignés et
déterminer e réel o tel que : GB =oFB.

4) Montrer que les points A, C et G sont alignés et !

déterminer le réel B tel que AG=S8AC .

ABCD est un parallélogramme ; I et ] sont les points définis
par : E.I—'%AE’! et Al=4AD

1) Montrer que : {_3'1=Gé+%ﬁ et Ci=CD+3AD

2) En déduire que les points C, | et J sont alignés.

Soit ABC un triangle.

On considére les points 1, I; K tels que
ﬁ‘]:%ﬁﬁ ; Bi=38C AK =2AC.

1) Montrer que : 11 -—%B_f) = %'B_ﬂ'\ st IK =%B_(5—- BA.

2) En déduire que les points 1, I et K sont alignés.

Soit ABCD un parallélogramme.
On considére les points E et F définis par

BE=JAB ot AF=3AD.
1) Montrer que :EF =— SAB+3AD et EC=— 1AB+AD.

2} En déduire que les points C, E et F sont alignes.

1
{
|
ABC est un triangle. On considére les points M, N et P |

tels que : §hﬁ=%55 ;. AN=—2AM Bi5=%i3_i§|.

1) Construire la figure.

2) Montrer gue : NA =2AB +—43‘E!C et PB= %AB + %BC.
3) Montrer que A, C et P sont alignés.

4) En déduire que P est le point d'intersection de (AC) et (BN).

Soient ABCD un parallélogramme,

M le symétrique de B par rapport & C

et N le point tel que : 3DN=DB

1) Montrer que les points A, M, et N sont alignés.
2) La droite (AN) coupe (CD) en E.
Déterminer le nombre réel x tel que : DE=xDC

Calenl vectoriel dans le plan



—
oo

. ABC est un triangle.

Les points E, F et G sont définis par :
4AE=AB ; FA+FC=0 ;

1) Montrer que - 2CG+ cB=0.

2) Montrer que les points E, F et G sont alignes.

D

2BG=3BC.

Soit ABC un triangle et soit x un nombre réel. |
On considére les points M et N définis par :

A= 1AB+:AE o AN=xAB+1AC

2]

|
1) Construire la figure pour * =% : !

2) Dans le cas général, montrer que les vecteurs MN etBC |
sont colinéaires.

3) Déterminer x dans chacun des cas suivants :
a) M =N (M et N confondus) ;
b) BCNM est un parallélogramme.

Soient ABCD un paraliélogramme et x un nombre réel.
On considére les points R, S, T, V définis par :

AR =xAB B5=xBC
CF = 0D DU = xDA

1) Construire la figure dans le cas oll x =3, |
2) Dans le cas général, montrer que le quadrilatére RSTU
est un parallélogramme,

- __

Soient ABC un triangle, x un nombre réel non nul, M et N
MN=(x+1)BC

les points tels que : AM= xiﬁ et
1) Exprimer AN en fonction de AB ; BC etx |
2) Existe-t-il des valeurs de x pour lesquelles A, C et N sont

@

alignés 7

Soit ABCD un parallélogramme:

On considére les points F et J tels que : Ci= BIE=§C_'
| Les droites (DJ) et (AC) se coupent en L.

Les droites (DF) et (AB) se coupent en M.

1) Montrer que c_F';gcé et 5#':%0_@

[ne

2) Montrer que DAFJ est un parallélogramme. |
3) a) Calculer ©) en fonction de CF .
b) Calculer CA e fonction de CL .
L 4) Montrer que les vecteurs M et BC sont colinéaires.

Calcwel vectoriel dans le plan

ERCICES ETPROBLEMES

Soit ABCD un parallélogramme.

On considére les points E et F tels que :
AE=3BC e

1) Montrer que (EF) est paraliéle a (BC).

2) Calculer CE et CF en fonction de AB et BG .

3) C appartient-il 4 (EF) ?

4) Quel est I'ensemble des points M tels que le vectell

MA + MG est colinéaire au vecteur EF.

Soit ABCD un triangle.
On considére les points E, F, H, M tels que :

2BE=BC 3CF = 2CA
3AR=AB oAM= 3AE
1) Montrer que !\-_"fﬁ=%-0f:f et MC = %ﬁﬁ

2) Soit K le point d'intersection de (CH) et (BF).
Montrer que A, K et E sont alignes.

Exercices de synthése

Soit ABC un triangle.
1) Construire les points E et F tels que :

GAE+BE+2CE=0 et B8AF+2CF=0
2) Montrer que les points B, E et F sont alignes.

Sait ABC un triangle.

On considére le point E tel que : EA= 2EB+ 3EC.

1) Montrer que : 5|:: = %A_é = %Kﬁ

2) Soit K e point défini par : AK=AB+ JAC
Monirer que 2KE=KC .

3) Soit I le point tel que : Bl= %65
Montrer que : Al= %Ké + %ﬁ !

4) Montrer que les points A, I et K sont alignés.
5) Montrer que (Al) et (CE) se coupent en K.

ABCD est un parallélogramme de centre G.

1) Soient E le milieu de [AB] et F le milieu de [BC].
Montrer que : AF+BG +CE =0

2) On considére les points H, K et 1 définis par :
.DF=CE.

« K est le milieu de [GH].

« | est le milieu de [AD].

a) Montrer que A est le milieu de [HE].

b) Quelle est la nature du quadrilatére AGIH ?

ok

¢) Montrer que  AK=7AD.

3) a) Montrer que DC—DB+DA=0.

b Déterminer 'ensemble des points M tels que:
MA— MB + MG soit colinéaire & CE .

4) Soit L le point tel que : AL= g;fié
Soit N le point d'intersection de (DL) et (AC).
Montrer que : 3NA +2NC =0. |

Soit ABC un triangle, On pose U =AB et v =AC .

Les points M, N, P sont définis par :

—

o 1i== —,___‘-1'-- J —.a_i
BM= KBC CN= 4CA : AP-s B.
1) Montrer que : =301y o AN=37

: Ehgaey 4

2) a) Déterminer BN &t CP en fonction de U et V..
b) Montrer que : (BN) I/ (CP).

3) Solent 1 le milieu de [BN] et K le milieu de [CP].
a) Déterminer Al et AK en fonction de Uetv.
b) Montrer que A, I et K sont alignés.

4) Solt E le point tel que :BE= %Eé .

Montrer que E appartient & la droite (1K),

ABCD est un trapéze tel que 7AB=5DC .
1) Caleuler AC en fonction de AB et AD .

2) On considére le point E défini par : 5EC=2DE

a) Calculer DE en fonction de DC .

b) Exprimer AE en fonction de AB et AD.
En déduire que les segments [AE] et [BD] ont le
méme milieu. |

EXERCICES ET-PROBI

ETPROBLEMES |

3) Soit x un nombre réel.

®

On considere le point M défini par : AM=xAB+AD

a) Déterminer x pour gue M soit le symétrique de C par
rapport & D,

b} Dans le cas général, déterminer DM en fonction de
AB etx:

Quel est I'ensemble des points M lorsque x decrit IR 2

@ Soit ABC un triangle.

On considére le point E tel que : AE =3AB+4AC .

Soit M le point d'intersection de (AE) et (BC).

On pose : AE=aAM et CM=AMB .

1) Montrer que (& —7) AM = (3—458) MB.

2) Déterminer la position du point M sur le segment [AE].

Soient ABC un triangle, [, 1 et K les points définis par :
Al+BI =0 31G=21A BK=3BC
1) Construire les points I, 1 et K.
2) Soit G le point tel que : 2GA +2GB=23G0 .
a) Montrer que, pour tout point M du plan, on a :
MG =2MA + 2MB — 3MC
b) Montrer que les droits (AK), (BJ) et (CI) sont
concourantes en G.

Soient ABC un triangle, 1, J et K les points tels que :

Al=2AB 416=AC ; CK+2CB=0
En suivant les mémes étapes de I'exercice (76), montrer
que les droites (AK), (BJ) et (CI) sont concourantes.

Soit ABC un triangle.
On considére les points 1, | et K définis par :

4AI=AB JA+1C=0 2BK =3BC .
1) Montrer que : 2CK+CB=0.

2) Montrer que : 2l +IK=0.
Que peut-on en déduire 7

ABC est un triangle. On considare les points E et F tels que :

- IV__ 1—h —h__z—-
EB §EA CF= ECB'

K est le point d'intersection de (AF) et (CE).
L est le point d'intersection de (BK) et (AC).
Déterminer la position de L sur la droite (AC).

et

Calenl vectoriel dans le plan



~_ EXERCICES ET PROBLEMES Projection

I @ Soit ABCD un parallélogramme.

On considare le point M tel que : AM= EAC

Droite d'Euler
Soient ABC un triangle, O le cenire de son cercle
! circonscrit et H le point tel que @ OA+0B+0C= OH ‘

- La droite passant par M et paraliie & (AB), coupe (D) s préparatoires 142

I et coupe (BC) en J.

1) On considére le point P tel que : OP=0A+ OB : + La droite passant par M et paralléle a (BC), coupe (AB) & ' ons et régles
a) Quelle est la nature du quadrilatére OAPB ? K et coupe (CD) en L.
b) Quelles est la nature du quadrilatére OPHC ?
¢) En déduire que (CH) est une hauteur du triangle ABC.
2) Montrer, de la méme fagon, que (BH) est une hauteur du
triangle ABC.
Que représente le point H ?
3) Soit G le centre de gravité du triangle ABC.
Montrer que les points O, H et G_sont allgnes et
déterminer le nombre réel k tel que OH=kOG .

imer MA ion de MC i :
1) ExprimerMA en fonction de MC . [ essentiels

2) Déterminer le nombre réel k tel que :

résolus

Mi=kM]

3) Montrer que : MK — kML .
ces et problemes

(ot k est le nombre trouve en 2))

4) Montrer que : (LT) // (1K)

est la droite d'Euler du triangle ABC CapaCitéS atteﬂdues

Si ABC n'est pas équilatéral, alors la droite (OG) ‘

1 = === —uwa Soit ABC un triangle.
l @ @ y ction vectorielle du théoréme de Thalés.

Soit ABC un triangle.
| On considére un point M de (BC), un point N de (CA)

M est un point de (AB). )
N est un point de (AC). | point P de (AB) tels que les droites (AM), (BN) et
solent paralléles.

|1| 1) On suppose, dans cette question, qu'il existe un nombre
réel non nul k tel que i L VB — S
AM= kAE! el  AN=KAC.
Montrer que : (MN) // (BC).
2) On suppose, dans cette question que :
(MN) est paraligle & (BC)

Contenu

Onpose {NG=yNA I R ’ , , .
| @ Activités preparatoires @ Définitions et regles

PA=2zPB

eté d'un point sur une droite m Projection sur une droite

1) Exprimer y et 2 en fonction de x.

| Onpose: AM=xAB ; AN=yAC ;| MN=zBC | oréme de Thalés et réciproque ® Projection orthogonale
Montrer que : x =y =2 | 2) En déduire que xyz =—1 .
:  Coefficient de colinéarité ® Théoréme de Thalés
ation du coefficient de colinéarité m Réciproque du théoréme de Thalés

vectorielle du thécréme de Thalés de Ménélals e 5 e T o
® Projection de la somme de deux vecteurs # Théoréme de Thalés par la projection |

Il s'agit, dans cat exercice, de ia formulation ‘ Ce résultat porte le nom de theoreme

oréme de Ménélaiis m Conservation du coefficient de colinéarité
de deux vecteurs

® Points essentiels
@ Exercices résolus

® Exercices et problémes

Catlend vec

tortel dans e plon



TES PREPARATQIRES

|| W,, Projeté d'un point sur une droite

| On suppose que les rayons de lumiére du soleil prennent la
direction de la droite (&), comme le montre le dessin ci-contre, (8
| et que la droite (&) représente le sol.

L'ombre du paint A sur le sol est le point A’ intersection de la
droite (V) et de la paralléle a (n) issue de A. E T | B

| A’ est appelé projeté du point A sur (&) paraliglement a (A). ) AL c
= : s

| 1) a) Représenter I'ombre de chacun des points B, C et E sur

| le sol. )

| b) Quelle 'ombre du segment [AB] ?

@ Soit ABCD un parallélogramme et soit O un point, distinct de A et C, de la droite (AC).
Soient (A) et (A') deux droites sécantes en O telles que :
(8) coupe (AB) en I et coupe (DC)en J.
:(L\') coupe (BC) en L et coupe (AD) en M.
On a: 0 € (AC) ; il existe donc un réel k tel que : oc = kOA.
1) En utilisant la projection sur (D) parallélement a (AB),
montrer que : O] = kOI
2) En utilisant la projection sur (A) parallélement & (AD),

montrer que : O_I: = kD_hT!

P
| 2) Soient P et Q deux points tels que (PQ) I/ (B) 3) En déduire que (M) est paraliéle a (LJ).
| a) Quelles sont les ombres des deux points P et Qsurle (&) i E————
sol 7 S &7 : | R s
ACTIVITE Coefficient de colinéarité
| b) Quelle est 'ombre du segment PQ] ?
" Soient (4) et (A') deux droit : i
| 3) On suppose que : (&) L (&) e @ : p e Gl A
| i i A oy
Conetruire M’ et N’ ombres respectives des points M et N sur M Soit (D) une droite non paralléle a (4) et non paralléle & (A). A
le sol. Soit A un point de la droite (4). ()
W N
| M’ et N’ sont les projetés orthogonaux respectifs des points . %
M et N sur (&) & 7778 1) Construire le point B tel que : 1B= ;1— 1A 7 (2
2) Soit (A,) la droite passant par A et paralléle & la droite (D) ;
| Théoréme de Thalés et réciproque (&) coupe la droite (&) en un point A",
= Soit (A,) la droite passant B : i .
l A Soient ABCD un parallélogramme tel que AB = Bcm et AD : 4,5cm, 4 e B et bR 1 droe: (D) ;
| E le point tel que : AE = 1,5cm &t E ¢ [AD] (voir figure). (B) coupe la droite (A') en un point B'.
La droite (EC) coupe le segment [AB] en M. " N
ontrer B =5 IA
l 1) Calculer Ia distance AM. A . s g 1A
| 2) Déterminer le point N du segment [CD] sachant que 3) Quelle est la valeur du réel a qui vérifie Ah — oBB ?
, on=30C . .
D = c

| 3) Montrer que (AN) // (EC).

Projection

4) Soit M le milieu du segment [AB].

La paraligle & la droite (D) et passant par M coupe la droite (&) en un point M.

Déterminer la position du point M’ sur le segment [A'B].

—— - y !

Projection




N ACTIV

m Conservation du coefficient de colinéarité

‘ @ SoientAB et CD deux vecteurs colinéaires tels que :CD=kAB etk £ IR*
) Soit (4A) une droite non paralléle a (4') (voir figure).
1) Construire le point M tel que ABMC soit un parallélogramme.
‘ 2) Montrer que CD=kCM .
3) Soient A', B', C', D' et M’ les projetés respectifs des points
A, B, C, D et M sur la droite (4') parallélement & la droite (4).
a) Montrer que : CD=kCM et CM=AF
| b) En déduire que : C' D =kA'E’

4) Montrer que la relation C'D'=kA'B’ reste valable si (4) // (AB)
@ Soit ABC un triangle. On considére les points D, E et F tels que :
3DB+DC=0 EA+EC=0 FA—3FB=0
1) Montrer que : DE =EA —3DB.

| ——

TES PREPARATOIRES

2) Montrer que F est le projeté des points D et E par la projection sur (AB) parallélement & (DE).

LS 57 Projection de la somme de deux vecteurs

Soient (D) une droite, O un point de (D) et (4) une droite non paralléle & (D).

A, B et S sont des points tels que : 08 = OA+OB

Soient A', B' et S’ les projetés respectifs de A, B et S sur (D) parallélement a (A).
Montrer que : 0S = OA'+ Oé’

L o Théoréme de Ménélaiis

Soit ABC un triangle.
Soit (A) une droite qui coupe (BC), (CA) et (AB)

. AB  BC  CA _

2) En déduire que : AC BA “CB — 1

(Cette relation est appelée relation de Ménélais).

Projection

respectivement en A', B' et C'. " _\\\A‘
Soit C" le point de (AB) tel que (CC") // (&) (voir figure). “‘\\
\\
1) En utilisant la projection sur (AB) parallélement & (4), -
montre! cAB _ CB o BC _ CC
eixRe =ee® BA T TA

Soient (D) et (A) deux droites sécantes du plan P.
. Soit M un point de P.
(&)

'

M.'..
7 7 (D)

;' La droite paralléle a (4) et issue de M coupe |a droite (D) en un point M'.
| Le point M’ est appelé projeté du point M sur la droite (D) paraliélement & la droite (4)
‘on écrit : p(M) = M'.

p est appelée projection sur (D) parallélement a (4).

Exemples et applications

8 On considére la figure suivante :

+ A' est le projeté du point A sur (D)
parallélement a (4).

+ B est le projeté des deux points B
et C sur (D) paralliélement & (4).

*E est le projeté de E sur (D)
parallélement a (4).

A B' D)

® On considére la figure suivante
ol les points B, C, F sont

alignés et (BC) // (B). (A1)

E F ©) |
1) Déterminer les projetés des points A, B, C, E et F sur (D) parallélement & (4,).

2) Construire le point M tel que E soit le projeté du point M sur (D,) paraliélement &
{4A,) et que le quadrilatére ECMF soit un parallélogramme.

~ -~ Remarque - |

| Le projeté du point M sur (D)
parallélement & (4), est
inchangé si on remplace (&)
par toute autre droite qui lui |
est paralldle.

~  Remarques-—

+B et C ont le méme projeté
B' sur (4) paraliélement &
(8) car (BC) /7 (8). |

» E est son propre projeté sur
(D) paraliélement & (A) car
E € (D).

Prosection




REGLES | ~g@Pma~ -DEFINITIONS B¥ REGLES

. |t:‘:.|'|'l SEETESIEY

=t applications |
| [ «A, M, B sont alignés
: . - i SR Si A, M et B sont alignés,
3 : i ans les trois cas suivants, on a : A, N, C sont alignés 8
Soient (D) et (A) deux droites perpendiculaires du plan P. | | L N 17 X Si A, N et C sont alignés |
* (MN) // (BC) et (MIN) // (BC), alors :
Le point M', projeté de M sur (D) (A) | - - AimkiS
parallélement a (4), est appelé L M E" cas 2" cas s ‘ AN=kAC |
| |
projeté orthogonal du point M ‘ N 7 . [ | W=t |
\ / |
sur la droite (D). | I }( ? 'M S ko oil k est le méme nombre réel
B/ \C /
! ) N AL (pour les trois égalités
= —— _.-/ N b vectorielles).
M (D) / l . ‘ |
l | w/ \ n 4 |
| | .7_—._f T i | B .
] I ‘@) ) / ' ‘
| = il .B A = iz Jl (o) | ! |
s ot applications = = —
| Exempies of appiications s { P AN AR TR
I = A A Bn en deduit : L2 — LN VN
[® On considére la figure suivante : 3, L | AB  AC BC
) #C +B et C ont le méme praj |
A’ est le projeté orthogonal du point A sur (D). orthogonal sur (D) | k B Soit ABC un triangle. Les droites (11) et (BC) sont paralléles (voir figure)
; I W AT — . _ .
B’ est le projeté orthogonal des points B et C sur t:‘:: :::n : 9 telles que : Al =13, AJ : 5, AC =39 et AB = x.
i — - = fopte Déterminons la valeur du réel x.
| la droite (D). A B E (D) orthogonal sur (D) & 1 p _i 5 o .
I | E est le projeté orthogonal du point E ‘ E€(D). | | Ona: (1) // (BC). Done, d'aprés le théoréme de Thalés,
i ! : Al _ Al westadire: 513 _ 1
I sur la droite (D). F .C ona: AB=4C c'est-a-dire : *=33=3"
! B On considére la figure suivante I Dot : x=15

ol les points A, B, E sont alignés . | f B Dans la figure suivante, on a :
| et (EC) L (D). \ ‘ | o
* (AB) et (CD) sont paralléles
Déterminer les projetés orthogonaux N ' ' *Di=54 1A=9 1B et IC = 45
— e . =9, =0 =

, théoréme de Thalés pour
ient B et M deux points de la droite (Dy), distincts de A, ‘ prouver le parallélisme de |

B Remarque ; deux droftes.
‘ A s Soient C et N deux points de la droite (D,), distincts de A. Phdicies

Al =KAB
Soient C et N deux poinis de la droite (D), distincts de A. . { a8
AM _ AN _ MN utilisé pour calculef

Si les deux droites (MN) et (BC) sont paralléles, alors : AB - AC_BC longueurs. I|| \ alors les droites (MN) et (BC) sont paralléles. alors (MN) // (BC)

des points A, B, C et E sur la droite (D, ). (D) | ’ ]
| Déterminer la valeur de x.
o e B Ty = | > e g ’-,--. ] % __/
Soient (D) et (4) deux droites sécantes du plan. e Qenominatio | . '
Le projeté de tout point M de la droite (D) est lui-méme, par la projection sur (D) || o 0 que tout point de (D I8
parallslement a (4). e A » Réciproque du Théoréme de Thalés | e
p sur (D) p ‘ [ - Remarque -
==3 & (4). - :

€3 Théoréme de Thalés | . .
\..._-,;) |4_ el Soient (D) et (D,) deux droites sécantes en un point A. l ‘ P S & Seoirogus du

‘ ) | IS

Soient (D,) et (D,) deux droites sécantes en un point A.

Soient B et M deux points de la droite (D), distincts de A. 5 AN : g
Le théoréme de Thalls 1 %%d:' AC el si les points A, B, M et les points A, C, N sont dans le méme ordre,
|

Profection Profection



Exemples et applications i}

B Dans les trois cas suivants, on a:

*A, M, B sont alignés

* A, N, C sont alignés
et dans le méme ordre que A, M, B
AM _ AN

. —_

AB ~ AC

1* cas 2'™ cag 3*™ cas

ME[AB]et NE[AC] | BE[AM]etCE[AN] | AE[MB]etAE [NC]
N

c
A

On en déduit : (MN) // (BC).

W Sur la figure suivante, ABC est un triangle, les droites (BD) et (CE) A
se coupent en A, AB = 14, AD =21, AC = 22, AE = 33.
Montrons que : (DE) // (BC).
+ Les droites A, B, D sont alignés
* Les points A, C, E sont alignés et dans le méme
ordre que A, B, D. c
AD_AE _3 D
AB AC 2

D'aprés la réciproque du théoréme de Thalés, on a : (DE) // (BC) =

On conslidére la figure ci-contre, on a :

AB =45
AC =30
AD =33
AE =22

Montrer que : (BC) // (DE)

@S ) Théoréme de Thalés par la projection

&)

ZLEEEERER - Sojent (D) et (L) deux droites.
Soit (8) une droite non paralléle & (D) et
non paraliéle a (L).

Soient A, B, C des points de (L) tels que

A et B soient distincts. J ®)
Si A, B, C' sont les projetés respectifs de G B A \\
A, B, C sur (D) parallglement a (&) alors :% = %

c

Conservation du coefficient de colinéarité de deux vecteurs

WEEER  Soient (1) et (') deux droites sécantes.

entrB et CD deux vecteurs colinéaires tels que EIS': kﬁ 2

néanmoins (MN) n
paralléle a (BC).

Il est donc indispe

tenir compte de I'o y
points sur chaque droite

On peut exprimer cette pro
comme suit :

Si A, B, C' sont
respectifs de trois
de (L) sur (D) parall

— —
etsi AC=k,AB

et JTl?"-k. AB',
alors k, = k,.

Projection

B Soit ABC un triangle du plan.

sarallélement a la droite (4), alors C'D' =kA'E

; — (&)

—_—— ——

'SICD=KAB , alors C'D'=kA'E' ,

xemple et application B

Q est le milieu du segment [AC]. A
P est le point de la droite (BC) tel que : BP = % BC.

Soit ] le point d'intersection de la droite (AC) et de Q
la paralléle a (BQ) issue de P.

Montrons que :  QC =301

Ona: (IP) // (QB). c P B

Donc Q, 1, C sont le projetés respectifs de B, P, C sur (AC)
Parallelement & la droite (QB).

Comme la projection conserve le coefficient de colinéarité
etBP=1BC , alors Q=1 QC . pou QG =3Qi .

= Soient ABC un triangle, 1 le point tel que Al = 2 AC
€LE le symétrique du point A par rapport a B.

Les droites (EI) et (BC) se coupent en O.

Montrer que O est le milieu du segment [BC].

| A", B', C', D' sont les projetés respectifs des points A, B, C, D sur (&)

Projection l
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Projection

Soient (D) et (A) deux droites sécantes du plan.

Soit M un point de P.

La droite paralléle & (4) issue de M coupe la droite (D) en un point M'.
Le point M’ est appelé projeté du point M sur (D) parallélement & la

Réciproque du Théoréme de Thalés

ient (D) et (D;) deux droites sécantes en un point A,
t B et M deux points de la droite (D), distincts de A.
C et N deux points de la droite (D,), distinct de A.

droite (4) ; on écrit p(M) = M'
p est appelée projection sur (D) parallélement & (A).

Vi s

o =2 etsiles points A, B, M et les points A, C, N sont dans

e ordre, alors les droites (MN) et (BC) sont paralléles.

Projection orthogonale

(&)
Soient (D) et (A) deux droites perpendiculaires du plan P.
Le point M', projeté de M sur (D) paralliélement & (4),

(L)

(Dz)

Théoréme de Thalés par la projection

(D) et (L) deux droites.

une droite non paralléle a (D) et non paralléle a (L).

A, B, C des points de (L) tels que A et B soient distincts.

B, C' sont les projetés respectifs de A, B, C sur (D)

est appelé projeté orthogonal du point M sur la draite (D).

_—

=

Théoréme de Thalés

Soient (D) et (D,) deux droites sécantes en un paint A«
Soient B et M deux points de la droite (D), distincis de A.
Soient C et N deux points de la droite (D,), distincts de A.
Si les deux droites (MN) et (BC) sont paralléles, alors :

=

AM_ AN _MN
:»Q.B AC ™~ BC 4} (02

&

Profection

Conservation du coefficient de colinéarité de deux vecteurs

) et (A) deux droites sécantes.

et CE deux vecteurs colinéaires tels que :

: GE - kaB

3, C',E’ sont les projetés respectifs des points A, B, C, E
(D) parallélement a la droite (4), alors : CE' = kAB'

—

Projection




(ERCICESRESOLLS -

£

Projection orthogonal — Théoréme de

<D

Conservation du coefficient de colinéarité

‘ Soit ABC un friangle dans le plan .

Q est le milieu de [AC], P est le point de la droite (BC) tel que :

- -l--l-
BP—SBC

| Soit J le point d'intersection de la droite (AC) et de la droite
paralléle & (BQ) issue de P.
Soait | le point d'intersection des draites (AP) et (BQ).

Soit ABC un triangle du plan.

Le point D est le projeté orthogonal de B sur (AC).
Le point E est le projeté orthogonal de C su (AB).
Le point F est le projeté orthogonal de D sur (AB).
Le point H est le projeté orthogonal de E sur (AC).
Montrer que les droites (FH) et (BG) sont paraliéles.

1) Montrer que : at=3al
2) Montrer que : JA=41Q et PA=4PL Solution

Solution Montrons que (FH) // (BC).

1) Montrons que : QG =301,
On a: (IP) I (GB)
Donc : @, 1, C sont les projetés
respectifs de B, P, C sur (AC)
paraliéglement a (BQ).

Comme la projection conserve
le coefficient de colinéarite et
" — §==x

, alors Q1 =7z QC. A

= 1g=
BP—SBC

Do : GC=300

¢ P B

Th=
(w]
7

| -Ona:(CE) L (AB) et (DF) L (AB).
| Donc : (DF) /f (CE).
D'aprés le théoréme de Thalés, on a :

|
AE _ AC

2) Montrons que JA=41G et PA=4 P
AF~ AD

“Ona: JA=JG+0A
(1)

Or Q est le milieu de [AC), donc QA=CAQ . ce qui signifie aussi que : AE x AD = AC x AR

+Ona :(BD) L (AC) et (EH) L (AC).
Donc : (EH) // (BD).
D’aprés le théoréme de Thalés, on a :

Il s'ensuit : 1A= J_{\i +CQ

A o1 TA =10 0 AE _ AH
Par allleurs : QC =307 ;donc: JA=1Q+3JQ | AB = AD
| Donc : AE x AD = AH x AB @)

« Des relations (1) et (2), on tire : AC x AF = AH x AB.
AH_AE

AC~ AB

Comme les points A, H, C et les points A, F, B sont
méme ordre, et d'aprés la réciproque du théoreme de
on a alors : (FH) // (BC).

Dot : JA=410
*Ona:(P)/(Q1)
Donc 1, P, A sont les projetés respectifs de Q, J, A surla
droite (AP) parallélement & la droite (Q1)
Comme la projection conserve le coefficient de colinéarité

! etiA=41Q , alors : PA=4PL

Donc :

Exercices d’application

s |
I Exercices de renforcement des apprentissages
|

_.1 Solent ABCD un ] .| T I|= | o Soient ABC un triangle, E, F et D les points définis par :
¥ arallélogramme | | | | | S =% = =t g
de centre O, et E | 1A 1] e =R AD=AE+ AF
+ ._n A
fgmmi_ d:‘.flm par : .l | A |_IB La droite passant par E et paralléle & (BC),
DE=2DA Hi=s &= . coupe (AB) en I.
Al —=t % - |
( B [N | La droite passant par F et parallale a (BC),
1 coupe (AD) en J. I
i) 1) Monter que : AD=Al+ Al
=i T 2) Soit K le point d'intersection des droites (BC) et (AD).

la droite (4).

2) Déterminer le projeté du vecteur AB sur la droite (A
parallélement & la droite (4).

3) Montrer que DE =2DA".

) Soit ABCD un parallélogramme.

* On considére les points E et F tels que :

8BE= 2BC et 3DF= 2DA

enMetN.
1) Déterminer les deux réels a et b tels que :
BM=aBD et MN= bBD

2) Déterminer e réel k tel que :BN= kBD

1) Construire les points A', B, C', D', E' projetés respectifs
des points A, B, C, D, E sur la droite (A') parallélement &

s

! Maontrer que : AK= E AD.

) o Soit ABCD un paraliélogramme de centre .

Soit (A) une droite passant par O et coupant les deux
droites (AB) et (CD) respectivement en M et P. [

‘ Soit (A') une autre droite passant par O et coupant les deux
droites (BC) et (AD) respectivement en N et Q.

Montrer gue MNPQ est un parallélogramme.

La droite (BD) coupe les droites (AE) et (CF) respectivement

o Seient ABC un friangle, P, Q et R les points définis par :

PB=—2PC ; 30A+20C=0 RE=3RA

‘ s

it ABC un triangle, M et N les points définis par :
3AM=AB et AN+2AB=0

) | paraliélernent & Ia droite (BC).

w:mzéﬁ st NN'=—2BC

telque : 3AT—21B=0

1) . KC
) &) Calculer : 5

£)Soit L le point défini par : AL =3AC .
Montrer que les points 1, K et L sont alignés.

ItM' et N’ les projetés respectifs de M et N sur la droite

4 ﬂfuient ABC un ftriangle, 1 le milieu de [AB] et J le point de

L& droile paralléle & (AC) issue de J coupe (BC) en un point K.

b) Exprimer AK en fonction des deux vecteurs AB et AC,

[ 1) Construire les points P, Q et R.

2) En utilisant une projection convenable, montrer que P, Q
et R sont alignés.

|° Soit ABCD un parallélogramme.

‘ (A) est une droite variable passant par A,
coupant {CD) en M et coupant (BC) en M.

On considere les nombres réels x et y tels que :

CD=xCM et CB=yCN.

|
Montrer que x +y = 1. ‘

Profection ﬁ




=S EXERCICES ETPROB LE\I

Soit N le projeté de B sur la droite (AC) parallglement a la i
droite (AM). |

o Soient ABC un triangle, M et N les deux points définis par :

1) Construire la figure.
oNA + NB=0,

Soit P le projeté de C sur la droite (AB) parallélement 4 la
droite (AM) (voir figure).

2MA+ BMC=0 et
R e > d
1) Construire les points M et N, 2) Montrer que : MB=5AB+5AC et NB=AB+ %K&

2) Soit L le point d'intersection des droites (BM) et (CN). 3) Montrer que les points A, C et N sont alignés.

En utilisant la notion de projection, montrer gue : 4) Soit E un point de [AB], distinct de A et B.

2LA+ LB+ 3LC=0 Le point T est le projeté du point E sur (BD) parallélemant

a (AD).

) Soit ABCD un paraliélogramme de centre O.
Le point 1 est le projeté du point E sur (BAJ

it A' le projeté du poi la drof d !
Soit A' le projeté du point A sur la droite (CD) paraliélemen parallelement & (AN). |

4 la droite (BD).

1) Montrer que A_f) Eé | Montrer que les droites (L) et (DN) sont paralléles,
i

2) Soit E le point de la droit (BC) tel que A’ soit le projeté du | —_— MA _ CM MA _ BM
point E sur (DC) paraliélement & la droite (BD). @ Solt ABCD un trapsze de bases [AB] et (D). &) Montrer que : BN 8 ® TP BG -
a) Construire le point E. b) en déduire que : m L BLN 4 C_IP

Les droites (AD) et (BC) se coupent en un point L.

b) Montrer que A est le milleu de [EAT]. 2) En ulilisant le résultat précédent, expliquer comment

La droite passant par I et paraliéle 2 la droite (AC), cougs

la droite (CD) en un point E. construire un segment de longueur h telle que :

e
b

(™
ol a et b sont deux longueurs données,

3) La droite (EO) coupe (AB) en H et (CD) en R,

a) Montrer gque H est le milieu de [ER] et que O est le

milieu de [HR]. La droite passant par | et paralléle & la droite (BD), coupe

- — la droite (CD) en un point F.
b) Calculer EO en fonction de ER .

- ! 1) Comparer

Al

@ Soient (D) et (D) deux droites sécantes en O.

| Soient ABC un triangle et M un point de [BC], distinct de
BetC.

AD

: 2) En déduire que : EC = DF.
Soit M un point de (D), distinct du point O.

{ L& droite paralléle & (AB) issue de M, coupe (AC) en N
Soit N un point de (D), distinct du point O, Mlclnlrer que les segments [DC] et [EF] ont le {
milieu. L& droite paralléle a (AC) issue de M, coupe (AB) en P.

1) On considére un point E de la droite (MN).

i | AP cM
Soit F Ie projeté de E sur (OM) parallélement & (ON). Qoo les repports 55 et g .
Soit G le projeté de E sur (ON) paralislement & (D). Prailemes b) Comparer les rapports % at % ;

On pose : OF =aOM OG=bhON, 2) En déduire que : les droites (PN) et (BC) sont paralléles

sl et seulement si le point M est le milieu du segment

@ Soient ABC un triangle et H son centre de gravite. |
[BC]. |

Montrer que :a+b=1.

On considére une droite (A) ne passant pas par O, et cal pan
les droites (AH), (BH) et (CH) respectivement en M, N e{F8

AG =2HP

2) Solent F, et G, deux points appartenant respectivement
a (D) et (D') tels que :

OF,=aOM ; OG=bONet a+b=1. On pose : HA=xNl ; FB=yAN

Soit M, le:sommet du paraliélogramme F;0G,M;. En utiisant la projection sur (AH) parallélement &

Montrer gue M, appartient & (MN). montrer que :x+y +2=0

Profection

b Sojent ABC un triangle et M un point du segment [BC]. |®

Soit ABCD un parallélogramme.

13," _ l.

Soient ABC un triangle, M, N et P des points, distincts des
sommets du triangle, appartenant respectivemnent a (BC),
(CA) et (AB).

1) On suppose, dans cette question, que les droites (AM), I
(BN) et (CP) sont parailéles
N_C PA

Apg =1

Montrer que : M C

I
2} On suppose, dans cefte question, gue les droites (AM),
(BN) et (CP) sont concourantes en un point E.

NC

MB
MC " NA

Montrer gue : * =1

Soit (A,) une droite passant par A.

(&) est une droite non paralléle a ().

B, C', D' sont les projetés respectifs de B, C, D sur (4A;)

parallélement & (Ay).

1) En utilisant la projection sur (44) paralliélement & (L), l
écrire AC' en fonction de AB et AD'.

2) En déduire que : CC = BB + DD’

Soient ABD un triangle et G son centre de gravité.

I, ] et K sont les milieux respectifs de [BC], [CA] et [AB].
Onpose: S =GA + GB + GC

On veut démontrer le résultat célébre § =0 .

1) En utilisant la projection sur (BC) paraliélement a (Al),
puis la projection sur (CA) paraliélement a (Bl),
montrer queg =0

2} Soit F le point défini par la relation vectorielle :

FA+FB+FC =0

En utilisant la projection sur (BC) parallélement a (AF),
puls la projection sur (AC) parallélement a (BF),
montrer que F est le centre de gravité du triangle ABC
(C'est-a-dire F est confondu avec G).

Projection




La droite dans le plan (Etude analytique)

Activités préparatoires 157

! Définitions et régles 160

i Points essentiels 167
Exercices résolus 169

Exercices et problémes 17

Capacités attendues

* Traduction des notions et des propriétés de la géométrie
affine et de la géométrie vectorielle au moyen des
coordonnées.

* Utilisation de Poutil analytique dans la résolution des

| problémes géométriques.

® Activités préparatoires @ Deéfinitions et régles
® Repére - Coordonnées d'un point et ® Repére : Coordonnées d'un point -
d'un vecteur coordonnées d’un vecteur

® Condition de colinéarité de deux
vecteurs

® Représentation  paramétrique  d’une
droite

® Equation cartésienne d'une droite

@ Alignement de points

® Coordonnées du centre de gravité d'un
triangle

® Résolution des problémes en urilisant
P'outil analytique par le choix d'un
repére convenable

® Intersection de deux droites et
colinéarité de deux vecteurs

¥ Condition de colinéarité de deux
vecteurs

® La droite dans le plan

® Représentation  paramétrique  d’une
droite

B Equation cartésienne d’une droite

® Droites particuliéres

® Equation d'une droite et son
coefficient directeur

B Positions relatives de deux droites

® Points essentiels
® Exercices résolus

@ Exercices et problemes

S PREPARATQIRES |

e Repére - coordonnées d’un point et d’'un vecteur ‘

Sait (O, 1, J) un repére du plan P. A
Onposei =0l et | =0J . /

- Le triplet (O:T. T) est appelé repére du plan 7. 1

- Le couple {'i*; T) est appelé Iiase de I'ensemble des vecteurs du plan. /i N .
- Si(O1) L (0J), onditque (O;i, j) estun repére orthogonal du plan. 7

- §i (O1) L (O1) et O1=01 =1, on dit que (O; i-. T) est un repére orthonormal

{ou orthonormé) du plan.
1) Construire les points A, B, M, N, P tels que : T
OA = 301 ; OB = —20] ; OM = OA+0B
ON=0i—-01 ; 0P =MN. )

2) Déterminer les nombres réels x et y tels que : OP =xi +y].

Le couple (x ; y) est appelé couple de coordonnées du point P dans le

repére (O;1,]) . N
Le couple (x ; y) est aussi appelé couple de coordonnées du vecteur OP
dans la base (i:]). _
On écrit P(x ; y) et OP(x;y) (ou OP(;)J

3) Soit K le point tel que : OK =— 0l +0P.
a) Délerminer les coordonnées des deux vecteurs KM et KN.
b) Déterminer la position des points K, M et N.

4) Déterminer les coordonnées du point E tel que : AE=—5i +2].

VITE Condition de colinéarité de deux vecteurs

. Soit (0;1,]) un repére du plan.

On considére deux vecteurs U(a;b) et V(b)) ot U est un vecteur non nul.
1) Montrer que : Si U etV sont colinéaires, alors  ab’ — ba’ = 0.
2) Montrer que : Siab’ —ba' =0, alors U el; sont colinéaires.
Le nombre ab' - ba’ est appelé déterminant des deux vecteurs Uetv (dans cet ordre)

et on le note det (U; \T) ; on écrit det(J:'\r‘) ‘g g| —ab'—ba’ .

8) On considére les vecteurs U =31 —4] , v=2i +] et w=xi +8] .
a) Les vecteurs U et vV sont-ils colinaires ? |
b) Déterminer la valeur du nombre réel x pour que U etV soit colinéaires.

4) On considére les points A(1; —2), B(5; —4), C(é;—%) et D(-3; y)
a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
b) Déterminer la valeur du nombre réel y pour que AB et CD soient colinéaires.

La droite dans le plan (Etude analytique)



s

@] Le plan est rapporté a un repére (O; )
On considére les points A(3 ; 4), B(x; —4), C(9 ; 6) et D(1 ;-8)

1) Déterminer la valeur du nombre réel x pour que les deux vecteurs AB et CD soient colinéaires,

2} Déterminer les coordonnées du point M tel que : AM=3AC— /2 AD .
3) Déterminer les coordonnées du point N tel que : AN=/2 AG—3AD .

4) Déterminer les coordonnées du point H milieu du segment [MN].

m Représentation paramétrique d'une droite

Seit (0;1, ;] un repére du plan. . :
On considére les points A(-1 ; 2), B(2 ; -5) et Cl'l%:— 1)
Soit (D) la droite passant par A et B.
1) Déterminer le couple de coordonnées du vecteur U=AB .
2) Soit M(x, y) un point appartenant & la droite (D).

a) Montrer qu'il existe un nombre réel k tel que : AM=ki .

Le vecteur U est appelé vecteur directeur de la droite (D) passant par A.

x=-1+3k

b) Montrer que : ‘
y=2-7k

v ==1+3k
y=2-T7k
passant par A(—1 ; 2) et dirigée par le vecteur u(3;—7)
¢) Le point C appartient-il 2 la droite (D) ?
3) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (BC).
4) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (A) passant par B et dirigée par le vecteur

v=3i+5] .

Le systéme { (k€ IR) est appelé représentation paramétrique de la droite (D)

ACTIVITE 4 Equation cartésienne d'une droite

Soit (O; T. T} un repére du plan. N
Soit (D) la droite passant par A(2 ; 1) et dirigée par le vecteur u{—2; 3) .
1) Soit M(x ; y) un point apparténant a la droite (D).
x—2 —2
g 3--0 . En déduire que 3x + 2y -8 = 0.
L'équation 3x + 2y — 8 = 0 est appelée équation cartésienne de la droite (D).
2) On considére les deux points B(—1 ; 3) et C(2 ; 5).
Déterminer une équation cartésienne de la droite (BC).
3) Déterminer lintersection des deux droites (D) et (BC).

Montrer que :

La droite dans le plan (Etwde analytique)

= ACTIVITES PREPARATOIRES

-—_ ACTIVITES PREPARATOIRES

Alignement de points

Soient ABCD un parallélogramme, P le milieu de [AB] et Q le milieu de [AD].
Les droites (AC) et (BQ) se coupent au point R.
En utilisant un repére convenable :

a) Déterminer les coordonnées des points A, B, C, D, P, Q, R.

b) Montrer que : QR =%5§§ :

¢) Montrer que les points D, R et P sont alignes.

CTIVITE ¢ Coordonnées du centre de gravité d’un triangle

Le plan est rapporté & un repére (O, )

Soient A, B, C les points tels que A(-2 ; -3), B(5 ; 0), C(0 ; 7).
Soit G le centre de gravité de triangle ABC.
1) Déterminer les coordonnées du point I milieu du segment [AB].

2) Déterminer le réel k tel que : AG=kAI
3) Déterminer les coordonnées de AG , puis celles du point G.
4) Vérifier que : GA+GB+GCE=0

! ACTIVITE Résolution des problémes en utilisant I'outil analytique par le choix

d’un repére convenable

® Soit ABCD un parallélogramme.
1) Construire les point M, N et P définis par : AM= %A_’ : ETEFz%B_é : CP.—-%ﬁﬁ_
2) En considérant le repére (A;AB,AD)

a) Déterminer les coordonnées des point M, N et P.
b) En déduire que (BM) est paralléle a (PN).
@ Soit ABC un triangle. P est un point de (AB}), Q est un point de (BC) et R est un point de (CA) tels que :
5_1a8 . BG=4BC . cR=2ca
AP--4AI3 : BO—?BC ; CR= SCA
Montrer que les points P, Q et R sont alignés.

B=ep Intersection de deux droites et colinéarité de deux vecteurs

Soient ABCD un carré, E le point définie par : ﬁ_&é:%;\_é , F le point d'intersection des droites (AD) et (BE),

et G le point d'intersection des droites (AD) et (BE), et G le point d'intersection des droites (AB) et (DE).
1) Dessiner la figure. 5 Tl =
2) En considérant le repére (A;AB,AD)
a) Déterminer une équation cartésienne de la droite (AD).
b) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (BE), puis en déduire les coordonnées de F.

3) Montrer que les deux vecteurs BD et FG sont colinéaires et déterminer les coordonnées de G.

La droite dans le plan (Etude analytique)
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Repére : Coordonnées d’un point - Coordonnées
d’'un vecteur

|
Soit (O ; 1, 1) un repére du plan.

1 Onpose i =01 ef j=0] .
* Le triplet (O; _i.. T) s'appelle repére du plan.
+(0;7,]) estun repére orthogonal si (OI) L (OJ).
(O r. T) est un repére orthonormal (ou orthonormé) si
(||T”=|| j'||=1]01 =0I=1

* La droite (Ol) est appelée axe des abscisses.
La droite (OJ) est appelée axe des ordonnées.

* Pour tout point M du plan, il existe un couple unique (x ; y) de nombres réels fel que :
OM=xi + yT

| : e
Le couple (x ; y) est appelé couple de coordonnées du point M ;
3
! on écrit : M(x ; y). o :
! ‘ I - Pour tout vecteur U du plan, il existe un couple unique (x ; y) de nombres réels tel 1
que : u=xi+y] || ay f 1 x
\  Lecouple (x; y) est appelé couple de coordonnées du vecteuru ; |
e g O = = d x s'appelle I'abs
‘ onécrit: u(x;y) ou u(y.}' St
[ —— = e = —— e :
[ i . y s'appelle l'ordonnéé
* Egalité de deux vecteurs :

%, -4 point M.
Soient u (x;y) et v (x";y) deux vecteurs. |
u=v signifieque:(x=x'ety=y)

- Coordonnées du vecteur AB : AB(xg— x4 Yy —V¥,)

- Coordonnées de la somme de deux vecteurs : U +V (x+x' ; y+Y)
* Coordonnées du produit d'un vecteur par un réel :
ku (kx ; ky) ot k est un nombre réel.
* Colinéarité de deux vecteurs non nuis :
U etV sont colinéaires si el seulement s'il existeunreel ktelque : ¥ =kx ety = ky.
* Milieu d’un segment :
Si I est le milieu du segment [AB], alors |
* Distance de deux points
Dans un repére orthonormal,

xat+xg, YatVs
2 ' 2

AB=Jf(xa— xa)Y +(ys—ya)°

La droite dans le plan (Etsde analytique)
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e
o s e s |

det(U:v) :on écrit det(U;v)=

* U et v sont colinéaires si et seulement si det (G 2 v )=0 (pour tout réel k)

+ u et v sont non colinéaires si et seulement si det{u-: v J#£0

| les et application
I S % e A
J ‘M On considére les vecteurs U=2] — 3] et v=5i +j

5|_

[2
317

Ona: det(i;v)=< 2+15=17
)

Comme det(u;v)#0 ,alorsU etV ne sont pas colindaires.

{_Nol considére les points A(—1 ; 2), B(2 ; 3) et C(%%]

Ona: AB(3:1 N I
3;1) $-8-—3

3

\ 3 =
=(3 1 R 2
; Ac[é,— 5_) ot det(AB,AC}—L 5
2

comme det (U;v)#0 , alors AB et AC ne sont pas colinéaires. Donc les points
A, Bet C ne sont pas alignés,

| . On considére les vecteurs :

47

/3

1) Montrer que u, et U, sont colinéaires.

l.1.|‘1=2./31;-— u

5 Uy=37 —(@m+1)] |

S |
La droite dans le plan (Etude analvtique) 1”

2) Déterminer la valeur de m pour laquelle U, et U, sont colinéaires.




3% La droite dans le plan

UGN -+ Soit A un point du plan et soit U un vecteur non nul.
L'ensemble des points M qui vérifient : AM=ku , ol k est un réel, est la droite
passant par le point A et dirigée par le vecteur U ; on la note D (L),

p -DEFINITIONS ¥ REGLES

TR NNERESBeRT st

| €9 Représentation paramétrique d’une droite

ra —
-
—

i - . 2w - &
|w Equation cartésienne d’'une droite

Le plan P est rapporté a un repére (0:1, ).

o

A

Toute droite, dans le plan, admet une équation cartésienne de la forme :
ol (a;:b)#(0;0)

-
u

ar+by+c=0

If
:l \ Exemple et application
i

| | @ Déterminons une équation cariésienne de la droite (D)
vecteur directeur u(— 3;4) .

@)

(D)=D (A4

.8l etV sont deux passant par A(—1 ; 2) et de |

Le plan P est rapporté a un repére (O;i’, j-] ‘
Soient A(x; : o) un point du plan et u (a: ) un vecteur non nul.

Définition

x=xo+Ka

Le systéme L’=Y0+kﬁ (keIR)

s'appelle représentation paramétrique de la droite (D) passant par le point A(x, ; y,)
et dirigée par le vecteur U (2 B) .

Exemples et applications

‘ @ Soit (D) la droite passant par le point A(2 ; -3) et dirigée par le vecteur I.T[—S.'S)
(D) est définie par la représentation paramétrique suivante :
x=2-3k
(R {y=—3+5k
Le nombre k est le paramétre dépendant du point M.
= Si on prend k = 0, on obtient le point A(2 ; —3) qui est évidemment un point de (D).
| « Si on prend k = —1, on obtient le point B(5 ; -8) :
donc le point B(5 ; —B) appartient & (D).

(k EIR)

+Sion prendk= %. on obtient le pointC (% e %)qui appartient donc & la droite (D).

x=3+t
y=-=1+

| B Le systéme { (t = IR) détermine une représentation paramétrique

de la droite (D) passant par le point A'(3 ; —1) et de vecteur directeur \7{1.‘ 2).
I On considere les points E(—1 ; 2), F(2 : 3) et G(1 ; —1).
‘ 1) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (EF).
2) Le point G appartient-il & |a droite (EF) ?
3) Déterminer une représema_t_i_on pirargétrique de la droite (L) passant par le point
L F et dirigée par le vecteur w=3i + | .

La droite dans le plan (Etude analvtige

nuls, alors : R

D(A;u)=D(A

* La droite (AB) est dirigée;
hmrﬁ 55

Soit M(x ; y) un point du plan. .
M(x ; y) € (D) si et seulement si dethM;J):o )
Or AM(x+1;y—2) et U (—3;4) , par conséquent :

|
|x-i-‘| —3

det(AM:uJ =ly—2 4 =Ax+N)+3(y-2)=4xs3y-2

Ainsi M(x ; y) € (D) si et seulement si 4x + 3y — 2 = 0.

D'oll ; 4x + 3y — 2 = 0 est une équation cartésienne de la droite (D). |
¥ On considére les deux points B(2 ; 3) et C(-1 ; 1).

Determiner une équation cartésienne de la droite (BC). |

ELUECE Lo plan P est rapporté & un repére (H i-) ; !I

. Solent a, b et ¢ des nombres réels avec (a;b)=(0;0). |

§ Lensemble des points M(x ; y) tels que ax + by + ¢ = 0 est une droite dirigée par ‘ |
' le vecteur u(—b;a) .

xemple et application

B soit (4) la droite d'équation : 2x -y + 3 = 0.

Si on remplace x par —1 (c'est-a-dire si on pose x = —1), on obtient y = 1. Donc le

Point A(—1 ; 1) appartient & la droite (A). I

Remarque

La droite (A) est la droite passant par A(-1 ; 1) et de vecteur directeur Ul (1;2) . ‘

W Soit (L) a droite d'équation : 3x + 4y - 5 = 0.

1) Déterminer un point appartenant a la droite (L)

2) Déterminer un vecteur directeur de la droite (L).

3) Le point B(%; g) appartient-il a (L) ?

-DEFINITIONS E -Ecs

* Pour déterminer une
équation cartésienne de la
drolte D(A; 1) , on utiise
la relation :

M(x;y)eﬂ(u:ﬁ)

qui équivaut 4 : AM et U
colinéalres c'est-a-dire & ;

det AN; u)=0

* (a; b) = (0; 0) signifie que :

—=I'un au moins des deux
nombres est non nul.

—= ou les deux nombres a et
b sont non nuls.

* Noter que :

pour tout nombre réel non
nul  k, les équations
cartéslennes ax + by +c=0
et kax + kby + kc = 0 sont
celles d'une méme droite.

~ Remargues -

Solent A et B deux points.
Sixg—x,20etys -y, =0,
alors une équation
cartésienne de la drolte
(AB) s'écrit sous la forme :

=g WYy
Xg—Xa ~ Yg—VYa

La droite dans le plan (Erude analytigue)
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@) Droites particulieres @B, Positions relatives de deux droites

A- Droite paralléle a I'axe des ordonnées A- Parallélisme de deux droites définies par leurs équations cartésiennes

~ -Remarques -

Solt (D}=D(A;:T)

| Le plan 7 est rapporté & un repére (O; i) - |

Le plan P est rapporté & un repére (0; 1, ]) .
Pour que deux droites d'équations respectives ax +by +c=0etax+by+c' =0 (ou

Sl ] Al =
Pour qu'une droite soit paralléle a I'axe des ordonnées, il faut et il suffit qu'elle ait ‘ | (a: b) # (0; 0) et (a; b) # (0; 0)) soient paralléles, il faut et il suffit que : ab' — ba’ =0 tMnDT&i’}
| une équation cartésienne de la forme : x = ¢. | e a al_ ¢ H
| | c'est-a- (=0 Po D;
e e (= -2) (x=0) (=8} | b b ur que (D) et (4) solent

paral[blog il faut ot il suffit
que U etV soient colinéaires
B- Droite paralléle a I'axe des abscisses cemple el applications il

det (u; v)=0

| e == : ' _ ¥y @ On considére les deux droites D) sde—y+i=d
Le plan 7 est rapporté & un repére (O; i, j) . | 71 ey I o 3 (D) : 3x+4y-1=0
1 = > - : W =mirir . =8+3=11 , ¢ : A
| Pour qu'une droite soit paralldle & I'axe des abscisses, il faut et il suffit qu'elle ait || ST — | Ona 2 I 8+3 Or 11 # 0 ; par conséquent (D) et (D') ne sont pas
| une équation cartésienne de la forme :y =c. | ¥ | paraliéles. . |
' ; — i = = B O, consicire les deux droites | (P1) ¢ 8x+2y-5=0 |
T — (D2) : mx+7y+1=0 ‘
7 Equation d'une droite et son coefficient directeur I 1) Déterminer la valeur du nombre réel m pour laguelle (D) et (D,) sont paralléles.
| 2) Déterminer une équation de la droite (A) paraliéle & la droit (D) et passant par le “
-| : = 0 = point A(-1; 2). sl est droite
Le plan P est rapporté & un repére (0; i, ) . ] _ o o pml{l‘:;le a um“;:lla dont
| Pour qu'une droite (D) ne soit pas paralléle & I'axe des ordonnées, il faut et il suffit B- Parallélisme de deux droites définies par leurs équations réduites une équation est :
1 . ax + =0
qu'elle ait une équation cartésienne de la forme : y = mx + p. 2018 Une ::u::on de (&)
s Le plan P est rapporté & un repére (0; 1, ). ClEE

ax+by+c¢' =0

I Le nombre réel m s'appelle coefficient directeur de la droite (D). | Pour que deux droites d'équations respectives y = mx + p et y = m'x + p’ soient
Le nombre réel p s'appelle 'ordonnée a I'origine de (D). s - - ;
L'équation y = mx + p est I'équation réduite de la droite (D). +8i (051, ) estun BRI st ot 1L quth (e 1= '
orthonormal, le |
— Fe - — il réel m est appelé ponls |
_ CIESACICH - | e plan P est muni d'un repére (O; 1, ]) . la droite (D). Exemple et application
- . T || siy est une mesure ! b i |
La droite passant par le point A(x, ; Yo) et de coefficient directeur m a une équation ! rangle déterminé p a |
i cartésienne de la forme : y — ¥, = M(x — %) | droite (D) et I'axe "M On considére la droite (D) d'équation : ¥ =5 +1 . ‘ w AT
| | abscisses, alors } :
| L,_ e e —— AN Déterminons une équation de la droite (A) passant par A(2; -3) et paralléle & la droite (D). ‘ et
. K. Comme (A) et (D) sont paralléles, alors elles ont le méme coefficient directeur.
Al A Donc I'équation cartésienne de (A) s'écrit y — 1—3)=§{x—2) (puisque (A) passe |
B Déterminons une équation de la droite (D) passant par A(-1 ; 2) et de coefficient non paraliéle & | par A). i ®)
directeur 2. . | ordonnées (EESy Donc:y=3x—6 est I'équation réduite de (4).
[ Une équation de (D) s'écrit y — 2 = m{x — (-1)) _B est le coafi "
| a Déterminer la valeur du nombre réel m pour laguelle la droite (D) d’équation :

Orm=2:doncy— 2 =2(x + 1) est une équation de la droite (D).

‘ c'est-a-dire y — 2 = m(x + 1).
Donc y = 2x + 4 est I'équation réduite de (D).

¥=(2m + 1)x + 5 — m est paralléle a la droite (D) d’equation y = —3x + 5.

La drofte dans le plan (Etwde analytique) ﬁ

Lat droite dans le plan (Etude analytigue)
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C- Intersection de deux droites

e TRITERREIBTRA NS

Le plan P est rapporté a un repére (O, Lh

- Pour que les droites (D) et (D) d'équations respectives :

a'x+by+c' =0
soient sécantes, il faut et il suffit que ab’ —ba’ = 0.
Le couple de coordonnées du point d'intersection de (D) et (D') est la solution du

ax+by+c=0

systéme : {ax+by+c=0

ax+by+c' =0

et

+ Pour que les droites (A) et (A') d’équations respectives :y =mx+pety=m'x +p’

soient sécantes, il faut et il suffit que m = m".

Le couple de coordonnées du point d'intersection de (A) et (A') est la solution

y=mx+p

du systéme : {
y=mx+p

|

2x+y+1=0
_ B A i
Ona: 1 4~8—3=5

et

3x +

B Etudions l'intersection des droites (D) et (D) d’équations respectives :

4y-5=0

Puisque 5 = 0, les droites (D) et (D) sont sécantes ; le couple de coordonnées du
point I d'intesection de (D) et (D') est la solution du systéme :

2x+y+1=0
{33(4-4\_;—5:0

c'est-a-dire

3x

[2x+y =-1

+4y=5

On sait que la solution de ce dernier systéme est (x ; y) tel que :

-1 1|
|5 %
5

i

et

y:

2 —1I
8 S_1a
5§ B

Donc 1 (—% :1—) est le point d'intersection des droites (D) et (D').

-

B Soit (A) la droite d’équation cartésienne : x + 2y + 3 =0.

Soit (A') la droite dont une représentation paramétrique est : [ y=
Etudions l'intersection des droites (A) et (A').

x=1+2t
2t (tEIR)

u (—2:1) est un vecteur directeur de la droite (A).
U (21)  estun vecteur directeur de la droite (A').
Ona det(n.T:G’)=‘_12 21|‘-= —4#0 ;donc i etU ne sont pas colinéaires.

Il en découle que (A) et (A") sont sécantes en un point ] dont le couple de
x=1+2t

coordonnées (x ; y) vérifie : [ y=2+t

x+2y+3=0

Donc:(1+2t) +2(2+1) +3=0;c'est-a-dire 4t + 8 =0 ou encore t =-2.

Il s’ensuit que J(-3 ; 0) est le point d'intersection des droites (A) et (A').

[ René Descartes
(1596-1650)
Outre sa célébrité co
des fondateurs de la p
moderne, Descaries
mathématicien hors
appliqué I'algébre eng
il est & I'origine de la
analytique. Le terme
“coordonnées c
dérive de son nom.

La droite dans le plan (Etude amalytique)

LY
~

Le déterminant de deux vecteurs

det(J; :) définie par : det(u; _V-}=

= — —

*u et v sontcolinéaires si et seulement si  det [U: it-)=0

*u et v nesontpas colinéaires si et seulement si det(U:v)£0

¢ POINTS ESSENTIELS

et V(xiy)

u(xy)
i

xl_,,
Y IR e

est le nombre réel noté

La droite dans le plan |
- L = - — |

Soient A un point du planet U un vecteur non nul,

L'ensemble des points M qui vérifient : AM=ku ol k € IR, est la droite passant par

A et de vecteur directeur U ;onlanote D (A:_J) .

Représentation paramétrique d'une droite

Le plan 7 est rapporté & un repére (O;7, i

Soient A(xy; ¥o) un point du plan et J(G:,B) un vecteur non nul.

X=X + ka

Le systeme { . o
=Yoo+

passant par A(xg ; o) et dirigée par le vecteur U(a; B) .

(k € IR) s'appelle représentation paramétrique de la droite

Equation cartésienne d’une droite

Toute droite du plan a une équation de la forme ax + by + ¢ =0 | |

Equation réduite d’une droite

ol (a; b) # (0; 0) et u (—b;a) en est un vecteur directeur

Po.ur qu'.une droite (D) ne soit pas paralidle & I'axe des ardonn;es, il faut et il suffit
qu'elle ait une équation cartésienne de la fo | |
iéd_ult&j de la droite (D). Le réel m s'appelle le coefficient directeur de la droite (D). | |

rme y = mx + p qui est appelée |'équation

La droite dans le plan (Etude analytigue)
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Position relative et intersection Equation d'une dralie at
de deux droites 6 | alignement de points

Positions relatives du deux droites

| Soit ABC un triangle du plan,
1) Construire les points L, M et N tels que :

‘plan est rapporté & un repére (0; T, TJ ;
jdére les deux droites (D) et (D) définies par leurs

r la position relative des droites (D) et (D).
iner l'intersection des droites (D) et (D).

a) Déterminer les coordonnées des points L, M et N.

T
| Parallélisme de deux droites définies par leurs équations cartésiennes \ cons
‘ » Pour que deux droites d'équations respectives : ax+ by +c=0eta'x +by +¢'=0 senta :“E lpa"a""é"iq“es g T 51:=;14' CA ; MB= %i@ﬁ . BR= %'5'5
| ’ x=3— _ x=4—
| : - : - . - a8 aj|_ ¥ {telR) et (D}: ‘ (kelR)

:ab'—ba' = =0, j { = / = i e s
‘ soient paralléles, il faut et il suffit que : ab’ — ba’ = 0 ou encore | o y=2+2t y=1+2k 21O foe i ol s ropira (A: it AC).

» Pour que deux droites soient parallsles il faut et il suffit que leurs vecteurs directeurs
' | soient colinéaires.

Parallélisme de deux droites définies par leurs équations réduites
Pour que deux droites d'équations respectives 1y = mx + p et y=mx + p' soient
paralléles, il faut et il suffit que m = m’.

b) Ecrire une equation cartésienne de |a droite (LM).

Solution c) En déduire que les points L, M et N sont alignés.

tion relative de (D) et (D7)
‘ Solution

{_ 1,2) estun vecteur directeur de (D).

-3;2) est un vecteur directeur de (D).

det(ﬁ-&):{” ~ 9 _246=4 . oE sk

]' Intersection de deux droites a2 2 3
» ¥ dei(u;u'),én yalors u et u* 'sont nan colinéaires. . éﬁ=%ﬁ (N est le milieu de [BC]).

(D) et (D') sont non paralléles, donc sécantes,

1) Construire des points L, M et N.

-

. roit D) d' ions re: i : | '
I Pour que les droites ;D) e:)( +I: ?Ua:.‘lo sa' ipzf"""'e: : | sction des droites (D) et (D') | + MB=3MA ;donc:
+ = 3 +c' = |
X+ by X y | e (D) et (D) ne sont pas paralléles, alors (D) et (D') sont Bl et = M
tes en un point T dont le couple de coordonnées (x ; y) AB— AM=— %AM

! soient sécantes, il faut et il suffit que ab’ —ba’ = 0.
Le couple de coordonnées du point d'intersection de (D) et (D') est la solution du

\ les deux systémes simultanément.

I s'agit, en premier lieu, de déterminer k et t tels que : AB=— gﬁﬁ dol AM= %Aé

{x=3—t i Ix=4—3k
el

y=2+2t v =1+ 2k 2) a) Coordonnées des points L, M et N dans (A;AB:AC |

ax+by+c=0
ax+by+c' =0

= A est l'origine du repére ; donc A(D ; 0).

systéme : {

- Pour que les droites (A) et (A') d'équations respectives y = mx + p ety = m'x + p' o encore que : [3;; _41:2: S ;
| . solent sécantes, il faut et il suffit que m = m'. ; : -Ona: AB=1.AB+0.AC : donc B(1 ; 0).
er systéme équivaut successivement & : Mz g s
Le couple de coordonnées du point d'intersection de (A) et (A') est la solution du !_ {43k =1 -Ona: AG=0.AB+1.ACG ; donc C(0 ; 1).
| systeme : {5":"‘“’9. 5 et :
. y=mx+p i Bk—2 Ona: AM=5AB+0.AC; donc M(%;o}.
| i i e 2t—2k=—1
i I4k=1 | -Ona:CL=4CA ;donc AL+CA=1CA .
| t=3k —1 - = < -
_ donc : AL=2AC=0AB + 3AC ;doou L(o: %)
(k:l ot t=—1
gett=—g) = = : ~
+Ona: BN_EBC c'est-a-dire N est le milieu de [BC].

: ant I'un des nombres k ou t par sa valeur,
Ing les coordonnées de | : ‘ Donc

— xu;m ot yu=Y";yC )

x=3-1 et y=2+2t, |
teyat A S b ea 0) __ 041
x=3+%=l&§ ot y=2—%-_% Clest-d-dire xn=-5~ et yn="5— - ‘

La draite-dans le plan (Etwde analytigue) ‘
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b) Equation cartésienne de (LM)

Ona I'_'Iﬁ[.\...— Vel

s
‘I | Donc LM{E.—E)
| « Soit E(x ; y) un point du plan.
E & (LM) signifie que ME et LM sont colinéaires c'est-a-dire

det[:l'\ﬂé: i__hT'I.}—-n .

. det(ME LM) .0 équivaut successivement & :
S, 3
! -2 2 "
xl=
b3
| S\ 3y
~§(s-3)-3r=
=g %+ g g'{ 0
2x+4y—-3=0
Dong 2x + 4y — 3 = 0 est une équation cartésienne de la
droite (LM).

¢) Alignement de L, M et N
Ona: 2xy r4y“—3—2x—+4x—-3
2xy +4y, —3 =1+2—3
2xy +4y, —3 =0

| Donc N € (LM)
‘ Ce qui montre que les points L, M et N sont alignés.

| |

Soit (O:1,]) un repére du plan 7.
On considére les droites (D,,) definies par

Faisceau de droites

(D) :(m—1)x—my-m+2=0

ol m est un paramétre réel.

1) Montrer que le point A(2 ; 1) appartient 4 la droite (D) quel
que soit m de IR.

2) Déterminer la valeur du nombre réel m pour laquelle le point
B(1 ; —2) appartient a la droite (D).

3) Déterminer la valeur du réel m pour laquelle la droite (D) est
| paralléle a la droite (D) d'équation : 2x—3y + 5 =0.

ﬁ La droite dans le plan

Solution

1)Ona:
(Mm=1)xy—my,—m+2=(m-1)x2-mx1-m+2
(m—1)xﬁ-my;—m+2=2m—2—m—m+2
(m=1)x—my,-m+2=0
Donc A(2 ; 1) appartient a (D) pour tout réal m.
2) B(1 ; -2) £ D, équivaut successivemnent a :
m=1)x1-m-2)-m+2=0

m-1+2m-m+2=0

Donc B(1 ; =2) € (D,,) si et seulement si m=— :12

(Autrement dit B € (D_gz)).

3) Déterminons la valeur du réel m pour laguelle (D) esl§

paralléle & (A).
(D) s (m=1)x-my-m=2=0
(4) :2x—3y+5=0

(D) /! (A) si et seulement si :

Ona: {

c'est-a-dire si : 3m-1)+2m=0

ou encore si : -m+3=0
m=3.
D'ol : (D) / (A) signifie m =3

Un faisceau de droites est un ensemble de
droites passant par un point fixe.

gauf mention expresse du contraire, dans fous_les
\gxercices, le plan P est rapporté & un repére (0 iz }

Exercices d’application

[ Coordonnées d'un point -
¢ Coordonnées d'un vecteur

b On considére les vecteurs suivants :
G=2i—3]

V=5l +@y—1)] t w=—147]

1) Déterminer les nombres x et y pour que u=v

2) Déterminer les nombres x et y pour que W=\

) On considére les vecteurs suivants :

=

ez +] v-3i—2]
Déterminer les deux nombres réels x et y pour que .

H \;=-4i-+37
W=x0 4 V.

\On considére les vecteurs suivants : |

=~ Jg]

5 2 ;{3;4)

" Déterminer les deux nombres réels x et y pour que :

Sl = |
wW=xu +yv

'R On considére les points A(2 ; 0), B(-1; 3) et C(1;-2).
¥ ooculer les coordonnées de chacun des points P, QetR
définis par : |

OP=20A — 308+ OC |
OG=— DA+ 20B— 30C
AR=3AB— 5AC
) On considére les points ; |
A[2;3);B(5:-1);C(1;7;Dlx;y=1)
Déterminer les deux nombres réels x et y pour que ABGD
50il un parallélogramme.

h Colinéarité de deux vecteurs

On considére les points : A(3 ; 1) ; B(4:7):C(1:6)
Soient E et F les points tels que :
OE=—J10C et EF=1A0 |

Montrer que OB ot OF sont colinéaires.

On con considére les pomts A(—4 -2), B(S 4)etC(8; a)
1) Montrer qu'il existe un réel k tel que : AC=KAB |
2) Déterminer le réel h tel que BG=hBA

On considére les points A(1; —8), B(11; 7), C(5: 1), D(7; 2)

Montrer que les deux vecteurs AB et CD sont colinéaires.

o On considére les vecteurs suivants |

D=—142] S ¥=81—]

w =(2m- 0143 5 w=THm+N]
oll m est nombre réel.
1) Calculer les déterminants suivants :

det(_G;J‘p : det(i;ﬁ'} ; del(?-,i?‘)

2) Les vecteurs u et v sontls colméawes i ‘

3) Déterminer la valeur de m pour laquelle u et w sont
colineaires.

4) Déterminer la valeur de m pour laquelle v et W' sont
colinéaires.

Discuter, selon les valeurs du nombre réel m, la colinéarité |
des deux vecteurs | et v dans chacun des cas suivants :

1) v—=mT+3j’ et u=2mi + E;j
2) v(m+3:m—38) e U(m—2;m—1) ‘
3) \T(a-m--m et U(m—3;2)

On considére les purnts A(2:3),B(3;5),C(m—-1;3m-3). |
Déterminer la valeur de m telle que le point C appartient &
la droite (AB).

@ Les points A(-1 ; 1), B(=3 ; 2), C(2 ; 0) sont-ils alignés ?

Représentation paramétrique d'une droite

Déterminer une représentation paramatnqus de la droite
passant par A et de vecteur directeur u dans chacun des |

cas suivants : |
1) A(—1;2) et u =30 +4j
2) A(2;—3) et u=1—2]
3 A(1:0) et U (5—7)
4 AQ;—3) et G (3;0) |

Déterminer une représentation paramétrique de la droite
(AB) dans chacun des cas suivants : ‘

1) A(2:1) et B(1;,—1)
2) A(—11) et s(%;%)
3) A(—2;2) et —3;3) |

Lt draite dans le plan (Etude analytique)
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- EXERCICES ETPROBLEMES | § g™~ _ EXERCICES ETPROBLEMES |

e cHaCnL Ao o UL, SIS Equation réduite d'une droite §F) On considére les deux points A(2 ; 4) et B(~4 ; 2). Soient ABCD un carré de coté de longueur 1, ABE et BOF |
directeur de la droite (D) définie par sa représentation 1) Ecrire une équation cartésienne de la droite (D) passant deux triangles équilatéraux (voir figure). ,
strique ; puis indiquer si le point A appartient (ou | . D Vs : B : ;
E:;E;Zianzr;te ?g; k o ek i) : | Ecrire 'équation réduite de la droite (D) passant par A et dg' parIA et de v éeur dlrlecteur u(t; .2) . | On oonslderi'*" il
1+-21 : coefficient directeur m dans chacun des cas suivanis: " proseniation paramémquefe ot (A;AB. AD)
x=— : 2
1) (D) J ol {tIR) . A(1:2) 1) A(1:3) et m=2 passant par B et de vecteur directeur v(1; —3) . 1) Exprimer chacun des
=3— Déterminer I'intersection des deux droites (D) et (A). - —=
2) A(1:/3) et m=4/2 i go—m i ﬂei( 1ot | vecteurs AE et AF
x=21 - en fonction de  AB et AD 2
2) (o) l (A€l A@E-1) 3 A(3:3) et m=—2 Exercices de renforcement | _ DeLaD SRR
y=5+4 | des & prentissa o 2) Déterminer les coordonnées des points D, E et F.
x=2— | 4 -4 ot m=@- P 9 | 3) Montrer que les points D, E et F sont alignés.
3 (o) kelR) A(%:—l) ) A(0;4) 2 e : S5
y=—2+2k / = B o c des d' Repré ti i
. J o . | oordonnées d'un point - epresentation paramétrique et
Déterminer le coefficient directeur de la droite (D) déf 2 | £ X 3
nées cartési
B par son équation cartésienne, dans chacun des cas! e | Coordon d'un vecteur equation cartésienne d'une droite
) z ; L 3 ¥ 7 5 Ecrire une équation cartésienne de la droit afini
Equation cartésienne d’'une droite ol T On considere les deux points A(1 ; 2) et B(-5 ; 2). i@ e ,epm;tﬂﬁ'ﬂ: zmmémqu: jan’;";faf,ﬂ,ﬁ‘e ;':;a f:sr
1) (D) : 2x—3y +5=0 3 (0):/3x—2y+3=0 | - 1) Calculer les coordonnées du point I milieu du segment suivanis - '
2 4 .
4 2)(D): Sx—=y+1=0 4 D) : 3x—7y+1=0 [AB].
Déterminer une équation cartésienne de la droite (D) il S t @ i 2 Déterminer le données du point C tel . 1) (D) : l y=a—8 (telR)
! passant par A et dirigée par le vecteur u dans chacun des | F W e i ) Détermi RaEaraonn fs U pott Gitaligua ; y=—=141
cas suivants : Déterminer le coefficient directeur de la droite (D) pa CA+0B=0 R
J 1) A(=1:1) ot u=2f +] par les deux points A et B, dans chacun des cas suiv 3) Calculer les coordonnées du vecteur U tel que : 2) (D) : { g8 (telR)
Mg e =5t
l 2 A@—8) o =1 1) A(-1;2) B(3;5) U =0A+ 30B+00 |
- 1.3 : x=31
3) A(1:0) ot u (—3:;2 2 A —.—J B(1:2) ' 3 D) : A€l
: 2 i (2:3 ;g Soient A, B et C trois points non alignés du plan 7. | I S @<ih)
i = i : |
4) A[U:—zw—] et u (1;—1) i 3) A(1:2) 3[—5- —1) I'et] sont les points, du plan 7, tels que f — —
: = TR ST e e B S A=138 of Aj—oAb Délermlinler une represer?!allon pa.ramemqua de la droite
2 (D) définie par son équation cartésienne, dans chacun des
i squati i ite (AB itions relatiy e ivants :
] @ Detantinn: une Euelon coibaanns de ia drolla, (AR) Positions relatives de deux droites On rapporte e plan 7 au repére A;AB, AC)_ cas suivants :
dans chacun des cas sulvants : | / 1) Br=2y 20 P o) ox-6 b
' 1) @) Calculer les coordonnées de chacun des points I at J. y = ; x5 =
; 1 A1) et B(2,—1). Etudier la position relative des deux droites (D) et (D), b) Déterminer | n_ i i | 3) x+y=0 : 4y-1=0
3 chacun des cas suivants en déterminant leur mrrm;wer es coordonnées du point K milieu du ; e
I 2) A{ji—‘g‘) et B(1;2). d'intersection s'il existe : gegment (1], §)3x+2y-14=0 : 8 F—5—1=0
' | 2) Déterminer les coordonnées du point L d'intersection de — —— —_ K
x=—"1+t x=1—k 1) et (BC). 2
3 A(0:/3) et B[—%;—Tﬁl. | 11{D)r[y=2+2t () o tm:{y:_wﬂtk i o Parallélisme de deux droites
i |® Déterminer une représentation paramétrique de la droite |
f 1.1 L E. | 5 =
4) A(;.%) et B(— E'E_" 2) (D): .1c=2—-21-i {telR) et (D): x=K (kIR ’: Alignement (A) passant par le point A et paralléle 4 la droite (D), dans
| =Tt y=—3-2k . | chacun des cas suivants :
f Solanl A, B, C trois points non alignés, E et F les points =k
1) Ecrire une équation cartésienne de la droite (D) passant | ey E définis par : | 1) (D): [ ot (telR) et A(2;3)
par A(3 ; —2) et de vecteur directeur u(1;—2) . | 3) (D): y=2t (telR) et (D):2x—y+3= B = 1o L o o LI e y
| s e o BE=2BC + 2BA et AF=3ac— 1aB
| 2) Les points B(1; 2), C(3; 5) et E(-1; 6) appartiennent-ils & 4 2 2 ©O: ‘ x=1—24 (AcR) ot A= 1:1)
| 18 drls (D) 7 4) (D};{::z:: (telR) et (D)ix+y—2=0 En Fapportant e pian au repére (C;CA, CB) - | y=38+24
3) Déterminer : = 1) Déterminer le couple de coordonnées de chacun des ‘x=1
a5 2 1 3 3) (D): (kelR) et A(4;—3)
: —3= —y+1=0 =
a) le paint 1, de la droite (D), d’abscisse ~3. A S R i i N o G PONts C, A, B, E et F. ymask
2 f 1 | - =
b) le point J, de la droite (D), d'ordonnée 3. | 6) (D):x—,/3y—3=0 et (D):/3x—3y=0 o Montrer qus les paints C, E st F sont alignés. 4) (D): {;_;3_' (teIR) et A(2;—3)

La droite dans Ie plan (Etude analytique)
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| Déterminer une équation cartésienne de la droite (A)
passant par le point A et paraliéle a la droite (D), dans
chacun des cas suivants :

1) (D): x—2y+3=0 et A(2:3)
| 2) (D): 2x+5y—1=0 et A(1,—2)
l 3) (D): x+4=0 et A(3:3) |
4) (D):5x+3y—4=0 et A(0;0) |
|

|

| Etudier le parallélisme des deux droites (D) et (D) dans
chacun des cas suivants :

(D) : Bx+2y—5=0

# (DY): 0,75x+0,5y—5=0
. y [@: x—1,2y+3=0
(D): —0,6x+0,6y+1=0
D) : (2+/2)x—y+1—/2=0 :
' | 3 D): x/2+(/2—1)y+3=0 '

Déterminer le nombre réel m pour que les deux droites (D)
et (D) soient paralléles, dans chacun des cas suivants :

% {(D): x—2y+3=0
| (D):  (m+3)x+3y+5=0
. - (D): (m+4)x+(m+1)y+1=0
:| - l{l:n: 3x+4y—7=0
| 3 l{n): (m—3)x—3y+2=0
(D): —8x+(2m—3)y+1=0 ‘

: Exercices de synthése
|

On considére que les trois droites suivantes sont les
supports des cotés d'un triangle.
Déterminer les sommets de ce triangle.

(D)) :2x—-3y-6=0

(Dy) i x-6y—-2=0

(Dg) :x+3y=0

La droite dans le plan (Etwde analytique)

- EXERCICES ETPROBLEMES

=

&) on oons&dére.les E!eu:i points A{1; 1) et B(2 ; -1).
Onpose: u=i+ |
1) Déterminer une équation cartésienne de la droite (D)
passant par A dirigée par le vecteur u .
2) Soit (4) la droite dont une représentation paramétrique
est: x=A
ly=4-3

Montrer que les trois droites suivantes, définies par jg
équations cartésiennes, sont concourantes en un py
dont on déterminera le couple de coordonnées ; '

(Dy) ¢ x+3y—3=0

(D2) : 2x—y—4=0
(Da) : Bx+22y—17=0

(A<lR)

Montrer que (A) est paraliéle a (D).
3) Soit (D') la droite d’équation : x— 4y + 3 =0.
Montrer que (A) et (D) se coupent en un point C dont on
déterminera les coordonnées.
4) 8) On considere le point E tel que ABCE est un
parallélogramme. |
Déterminer les coordonnées du point E. ‘

Déterminer et représenter I'ensemble des points
tels que :
(x+y+1)—(5x—3y+10)°=0

Soit OAB un triangle.

A l'intérieur du triangle OAB, on considére une dra
paraliéle & (AB) et coupant les droites (OA) et |
respectivement en E et F.

b) Vérifier que E appartient a la droite (D).

On considére les deux points M et N tels que :
On considére les points :

AM=KAB et EN=KEF
A(1:2),B{-1:0),C(2;1),D(1;4)
Onpose AB= i et OA=j eton considérele 1) Donner une équation cartésienne de la droite (AB). ®
(O; 'I“ ;‘} ) 2) \l’érlifier c}ue |EIS deux points C et D appartiennent & la
\ / droite d'équation 3x+y -7 =0.
1) Ecrire une équation cartésienne de la droite {OM): 8 2) Résoudre dans IR Jo systéme ; ;::;:_,_—,- 1

2) Soit a I'abscisse du point E.
Calculer les coordonnées du point N,
3) Mantrer que les points O, M et N sont alignés.

b) En déduire le couple de coordonnées du point I
dintersection des droites (AB) et (CD).

¢) Montrer que : —5ﬁ+ ﬁi +C‘i+D‘I =

On considére les points A(4; -5), B(1; 4), C(9; ~6] 8 i
draite (D) définie par la représentation paramétrigue & @

On considére les points A(3 ; 2), B(D ; —2) et C(8 ; -2).

L= R I est le milieu de [BC] et 1 est le milieu de [BI].
y=—6+10k L La droite passant par J et paralléle & la droite (AI), coupe
1) a) Vérifier que les points B et C appartiennent & la af (AB) et (AC) respectivement en K et L.

(D).

b) Montrer que 5x + 4y — 21 = 0 est une &
cartésienne de la droite (D).

1) Déterminer une équation cartésienne de chacun des
droites (AC) et (JK).
2) Déterminer les coordonnées du point L.

2) Soit (D) la droite passant par A et dirigée par l&
0B .

‘Solent EFGH un paraliélogramme, A, B et L les points
‘définis par ;

EA= 1EF
= JEF

Montrer que 4x — y — 21 = 0 est une B

cartésienne de la droite (A).

EB=1EA et AL=$AB
— 3 Ll

3) Déterminer le couple de coordonnées du
d'intersection des deux droites (D) et (A).

Choisir un repére convenable et montrer que les points E,
G et L sont alignés.

- EXERCICES ET-PROBLEME

o

S |

@ Soit ABCD un trapéze de bases [BC] et [AD).

On suppose que (AB) et (CD) se coupent en O.

On considére les deux points E et F définie par ;
AF= kAD BE= kBG

ol k est un nombre réel non nul et différent de 1.

et

1) Montrer qu'il existe un nombre réel a tel que :
OA= a0B
2) On considére le repére (OE)EOE:] -

a) Déterminer les coordonnées des points E et F (en
fonction de k et a).

b) Montrer que O, E et F sont alignés.

¢) Soit G le point d'intersection de (AC) et (EF).

Déterminer k pour que G soit un point de (BD). |

Soit ABCD un trapéze de bases [AB] et [CD].

Sait M un point de [BC].

(A4) est la droite passant par B et paralléle a (MD).
(A;) est la droite passant par C et paralléle a (MA).
(&) et (A;) se coupent en N.

Choisir un repére convenable et montrer gue les points A,
D et N sont alignés.

Soit ABCD un parallélogramme.

On considére un point M de la droite (AD).
Scit N le point tel que : BN=—23AM

On rapporte le plan au repére (A; TT} ol :
T=AD e [=AB

Soit m I'abscisse du point M (dans ce repére).

1) Déterminer le couple de coordonnées du point N.
2) Ecrire une équation cartésienne de la droite (MN).

3) Montrer que, quelle que soit la position du point M sur
(AD), la droite (MN) passe par un point fixe P
indépendant de M, et déterminer le couple de
coordonnées de P. |

Lt draite dins le plan (Etude analytique)



- EXERCICES ET ‘PRO—_BLEMES Calcul trigonométrique

Problemes

| On considére les deux points B(-1 ;1) et C(—4 ; 2).
1) Déterminer une équation cartesienne de la droite (BC).
2) Soit A un point du plan tel que x — 2y + 8 = 0 soit une
équation de (AC).
‘ a) Déterminer une équation cartésienne de la droite (D)
passant par B et paralléle & la droite (AC).

b) Déterminer le couple de coordonnées du point A
sachant que 4x — y + 5 = 0 est une équation de la
droite (AB).

| 3) Résoudre graphiquement le systeme ;

|
i
| x—2y+820
| (8) Ix+y+220
| | 4x—y+5=0
| 4) Parmi les solutions de (S), déterminer le couple (x ; ¥)
| pour lequel l'expression 3x + y prend sa valeur
e maximale.

“‘ '0 Les droites (D), (Da) et (Dy) suivantes :
|| (D4) : x—y+1=0

(Dz) : x—5y—3=0
(Ds) : x+3y—3=0

sont les supports des cotés d'un triangle.
1) Déterminer le couple de coordonnées de chaque
sommet de ce triangle.
2) Résoudre graphiquement le systeme suivant :
x—y+1=0

x—5y—3<0

'l x+3y—3<0

On considére, dans le plan P, les points :
A(-2:1);B(2;3) et C(1 ;1)
1.1) Ecrire une représentation paramétrique de la droite
passant par A et B.
2) Ecrire une équation cartésienne de la droite (A)
passant par C et de vecteur directeuru(1:—1) .
3) Montrer que les droites (AB) et () se coupent en un
point E dont on déterminera les coordonnées.

La draite dans le plan (Etude analytique)

@ Le plan P est rapporté & un repere orthonormal (0‘. T, ..

1. A chaque nombre réel m, on associe la droite (Dm) déting Il
par 'équation cartésienne : (D) : x + my +m—2=0, “
] i

1) Déterminer la valeur du nombre réel m dans chagy
des cas suivants :

és préparatoires 178

a) La droite (D) passe par le point A.

b) La droite (D) est paraliéle & I'axe des ordo nitions et régles

¢) La droite (Dm) est paraliéle a la droite (A).

2) Montrer que toutes les droites (Dm) passent par ij mnds
point fixe F dont on déterminera les coordonnées.

1 .. s
ces résolus

ces et problémes

On considére les deux points A(4 ; 0) et B(O ; 4).
Soit (D) la droite d'équation : x + 2y — 6 =0.

1) a) Déterminer une équation cartésienne de la drolf

(AB).

b} Déterminer le couple de coordonnées du pol

diintersection des droites (D) et (AB).

Capacités attendues

ploi de Ia trigonométrie dans des situations et des problémes relatifs au

ésentation des nombres réels sur le cercle trigonométrique en utilisant la
an d'abscisse curviligne et application des différentes relations.
ons des équations et inéquations trigonométriques fondamentales et
tation des solutions sur le cercle trigonométrique.

de tracer la courbe de chacune des fonctions sin et cos et 'exploiter
la préhension et la ¢ lidation des notions de périodicité, de
de monotonie...

2) Les deux points E et F sont respectivement les
dlintersection de (D) avec I'axe des abscisses et

des ordonnées.

Déterminer les coordonnées de chacun des points E el

Contenu

3) Soient 1, J et K les milieux respectifs des segments |
[AF] et [EB].

a) Déterminer le couple de coordonnees de chacun't

points 1, J et K. ® Activités préparatoires @ Définitions et régles
b) Montrer que les points 1, 1 et K sont alignes. u;?g; i‘%'ufl are der;;-rde B T R
4) Déterminer une équation cartésienne de la d A ® Abscisses curvilignes d'un point d'un cercle
1 ) : _ Abscisses curvilignes d'un point d’un cercle trigonométrigue
passant par H(‘“ §) et paralléle & la droite (D) trigonométrique ® Angle orienté de deux demi-droites ayant

Rapports trigonométriques d'un nombre réel méme origine et ses mesures

® Relations entre les rapports trigonométriques = Angle orienté de deux vecteurs et ses mesures
‘de deux nombres dont la somme ou la ® Rapports trig étriques d'un nombre réel
 différence est 2k, R 4 2kn ou w + 2kn = Fonction tangente

» Equations et inéquations trigonométriques ® Equations et inéquations trig etriques
.  Angles inscrits et quadrilatéres inscriptibles fondamentales |
a) Déterminer la valeur du réel m pour laQUENS B8E S relation al - b_" c =2R @ Points essentiels
droites (D) et (D) Sont paraliéles. sinA sinB sin€
b) Déterminer la valeur du réel m pour laquel La relation S =% ab sinC
H est un point de (Dm).

5) Soit (Dm) la droite d'équation :
(m—=1)x+2my+3-2m=0

oii m est un paramétre réel.

® Exercices résolus

@ Exercices et problémes ‘

La relation § = pr




SARATQIRES

&

~§ Longueur d’un arc de cercle - Mesure d'un angle géométrique en radiang

Soit (') un cercle de centre O et de rayon R. M |
On sait que la longueur du cercle (c'est-a-dire son périmétre)
est égale a 2nR, et que la longueur d'un demi-cercle est =R,

Soient Ietl M deux points de (C) et a la mesure en degrés de / .

I'angle {OM : [OM=2’ et 0<a<360 ( & !

1) Soit /la longueur de I'arc IM , '\ |
On sait que lest proportionnelle & la mesure a de I'angle oM . \ |
Montrer que : f: ax % e

2) Il existe une autre unité de mesure des angles, appelée radian de sorte que la mesure de l'angle pu_
! en radians est = et que les mesures enjggians et en da)gu‘gs sont proportionnelles.
| Soit « la mesure en radians de 'angle 1OM ; on écrit : IOM = arad

| y
) Vérifier que : 1—;‘—0 = % . En déduire que : /-aRet0sas2r [FFIFTITFFFIETEI I
| \ 3) Recopier et compléter le tableau suivant : Dapsile cos oI R

! = a cest-sdire

mesure en radians de

| = T
Mesure de IOM en degrés | 0° | 30° | 45°| 60° | 90° 120° ?35°,i150=1ao=.|

IOM est égal & la
I de l'arc

L=

| Mesure de IOM en degrés | |

L
|

1) Le plan est rapporté a un repére orthogonal{O: 1 |-J i |

Abscisses curvilignes d’un point d'un cercle trigonométrique

Soit (U) le cercle de centre O et de rayon 1. Soit I un point de (U). e
Lorsqu'un point mobile M part du point I et tourne autour du cercle /
| (en décrivant le cercle) dans le sens de la fleche rouge, on dit qu'il /
tourne dans le sens positif ou direct, en revanche, le sens de la [
fleche verte est appelé sens négatif ou indirect. ; w
Lorsgqu'on choisit un point I sur (U) et on opte pour un sens positif '\.‘
de rotation autour du cercle, on dit que I'on a orienté le cercle une \ /
' orientation positive, (U) est alors appelé le cercle. trigonométrique. ~_|
' | 2) Soient (U) le cercle trigopnométrique de centre O et x un nombre reel.
Lorsque le point M par du point 1 et tourne autour du cercle (U) dans un sens positif parcourant
la distance x si x = 0 (ou dans le sens négatif parcourant la distance —x si x < 0), on dit que x
est une abscisse curviligne du point M sur (U) et on écrit M(x).
! Ainsi, on a effectué un repérage du point M sur (U).
Par exemple, lorsque M tourne dans le sens positif et s’arréte en I, alors x = 5 I est une abscisse curvill ar
de M c'est-a-dire de .

Lorsque M tourne dans le sens négatif et s'arréte en J', alors x=— % >
est une abscisse curviligne de JI'. A
a) Donner une explication du résultat suivant : [ \
Si x est une abscisse curviligne du point M sur (U), alors x + 2kr (ol k € Z) I.'f i
b
1

est aussi une abscisse curviligne de M. En d'autres termes M(x) et

M'(x + 2kr) sont deux points confondus de (U). .
b) Déterminer, sur la figure, les points d'abscisses curvilignes :

B .g .50 IR o5 B1H . A g, 19T . 37A- 47

4 "4 4 4 2 T4’ 2 4

Caleul trigonométrigue

3» Rapports trigonométriques d’'un nombre réel

Soit (U) un cercle trigonometrique de centre O. ®
I et J sont deux points de (U) tels que (OI) et (OJ) soient perpendiculaires. x\ ;
Le repére (O; oI, OI est un repére orthionarmal. ’/ T \M(
sioient.oc 1 nombre réel et M le point d'abscisse curviligne x sur le cercle [ o 2

trigonometrigue (U). s |
« L'abscisse de M, dans le repére I 0:01,0] |, s'appelle cosinus x et se note cosx l; Cm, <] [

II‘\ /’!
S| L

,.| =7 an =
|

- L'ordonnée de M, dans le repere| O: 01,01 ), s'appelle sinus et se note sinx
1) Déterminer le co§mus et le sinus de L'1a< un des nombru; suivants :
0 ) b 2%
2) Soit H le projeté Cll'thOgUl]d de M sur (O1) et soit K le projeté orthogonal de M su (OJ).
a) Dans le cas ou X = % montrer que OMJ est un triangle équilatéral.
En déduire sing et m&%
b) Dans le cas ou x= % , montrer gque OMH est un triangle rectangle isocéle,
En déduire -:os";.r et sin’ )
c) Dans le cas OL' X= 3 montrer que OIM est un t I’I(J"CI|E' equi Iarr'al -_,aiculercasg et Sing

3) Montrer que cos® x + sin® 1 (c'est-a-dire (cosx) + (s inx)” =1

Relations entre les rapports trigonométriques de deux nombres dont |
la somme ou la différence est 2k ; ‘g

Soient M(x) un point de (U}, d'abscisse curviligne x, et k un nombre entier relatif.
1) Sur (U), représenter les points My x+k {27, .’\.v" Z_ | I\.-"l'“ +x, T—x, M+ x)etM—x).

2) Montrer que : cos(x + k(27)) = cosx et sin(x + I-:2v]] = sinx

3) Montrer que M, est le symétrique de M par rapport a I'axe des abscisses.
En déduire que : cos(—x) = cosx et sin{—x} = —sinx.

4) Soit H, le projeté orthogonal de M, sur (OI). Montrer que les triangles OMH et OM,H. sont isométriques
(H étant le projeté or"%ogonal de M su (OI))
En déduire que : C(J%f" —x|=sinx et Sir1|'§ -x|=cos

5) Montrer que M,

st Ie syrm_mqup de M. par rapport & 'axe des ordonnées.

Endéduirermlpa\| Tq'n,;'|\|
6) Montrer que M, est le symétrique de M par rapport a l'axe des ordonnées et que M. est le symétrique de
M par rapport & O. En déduire cos (n — x) et sin (m — x)

Equations et inéquations trigonométriques

SoitL=]-n;aletxeL.
1) @) Représenter, sur le cercle trigonométrique, les points dant l'abscisse curviligne x veérifie : cog ,L=% ; ‘
b} Indiquer, sur le cercle trigonométrique, les points dont I'at se curviligne x vérifie cosx<5 . )
En utilisant une couleur différente, dessiner les points du cercle trigonomeétrique dont |'abscisse
curviligne x vérifier : cosx > 5
c) Déterminer dans L les solutions de'l l'équationcos x =

;, el de chacune des deux inéguationsCOS X % 1 C0os X %

2) a) Représenter, sur le cercle trigonométrique, les points dont I'abscisse cun

b) Indiquer, par dgux couleurs différentes, les points du ce
verifie sinx < ? t ceux tels que :sinx= ‘? ~

c) Déterminer dans L les solutions de I'éguation sin x 5 pu

igne x vérifie : sinx= —2‘-?- . |
e dont I'abscisse curviligne x|

cle trigonomét

les solutions de chacune des inéquations

Calewl trigonomdtrigue



Angles inscrits et quadrilatéres inscriptibles

Soit ABCD un quadrilatére inscriptible c'est-a-dire inscrit dans un cercle ().

| L'objectif de cette activité d'établir que :

| T+ Cor o B+D-

1) a) Montrer que : A —DAC + BDC et C =DCA + ADB
b)Endeéduireque: A + C =z 6t sin A =sin C

2) Montrer de méme que: B + D =z €l sin B —sin D

M b [
i ——& = o e =~ =2R
L=y La relation Pk b b=

Soit ABC un triangle. On pose BC=a, CA=betAB=c.

o

=iy

c

sin A sih B
‘ 2) On suppose, a présent, que tous les angles de ABC son aigus.
Solent («) le cercle circonscrit au triangle ABC, et D le point de
‘ (%) diamétralement opposé & C (voir figure)
i BOC iy S -
=sinBDC et sinBDC e

b) Soit A le rayon du cercle ().

1) Montrer que si ABC est un triangle rectangle en A, alors

a) Montrer gue sin - A_-

Déduire de la question 2) a) que a,..—x 2R
. sin A
; ¢) Montrer la relation : e T | (0

sin A sin B sin/(?
3) On suppose, maintenant, que I'un des angles du triangle ABC est obtus,

s0it ,,& cet angle.
a) En utilisant les résultats de I'activité précédente, montrer que

[ —

sin A =sin E?DE: (ol D est le point diamétralement opposé a C).

! l b) Montrer que : B = ?ﬁh =—C% o
l sin A sinB sin C

4) Applications :

| 1 ——

| a) Calculer A ,betcsachantque:a=6, B =% et C A

b) Calculer ¢, ‘é-- et, ,6 sachantque:a=4,b=5et A = 3

Caleul trigonométrique

—

sin C

M La relation s= =5 1ab sin€

ABC est un triangle, a = BC, b = CA, ¢ = AB et S est I'aire du triangle ABC.

1) On suppose que les angles de ABC sont aigus. | |

Soit H le projeté orthogonal de A sur (BC). A
| a) Montrer que : AH= 23_8 =bsin C .
| En déduire que : S=% absin? ‘
I
b) Montrer de méme que : S— 5 besin A ot S— acsin B
| c) En déduire que : L = —b;n:: = __c_ azbsc et abc=4RS
v | sin A sin B sin C

(ol R est le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC).

2) Etudier les gquestion a), b) et c) dans le cas ou ABC est rectangle en C, puis dans le cas ou l'angle A
est obtus.
3) Applications :
a) Calculer |'aire d'un triangle équilatéral de c6té de Iangueur 5.

b) Calculer I'aire de ABC sachantque :b=3,c=5et A = g ;

c) Calculer 'aire d'un parallélogramme ABCD tel que : AB =3, AD =5 et éAE}%’T

d) Calculer I'aire et le périmétre d'un parallélogramme de centre O tel que :

AC =8, BD=5etéac..13?—

| L om La relation S = pr
Soient ABC un triangle, [ et r le centre et le rayon de son cercle inscrit.
Soit S l'aire du triangle ABC.

Onpose:a=BC,b=CAetc=AB.

| Soit p le demi-périmétre du triangle ABC {p - -1-g.+- c)

| | Montrer que : | 8 =pr

Calenl trigonometrique




. DEFINITIONSET REGLES: |

Unités de mesure des angles

péfinition Soit (U) un cercle trigonométrique de centre O, d'origine I. i
I Soit (¥ ) un cercle de centre O et de rayon 1. Sait x un nombre réel. | [ | |
Soient 1 et M deux points de (). IUM i =S \ * Dans le cas ou x = 0, on considére le point M de (U) tel que la mesure en radians | || TR
La mesure de |'angle géometrique VI en radianse est la longueur /de |'arc | i M i : /
gle g q g 3 dela Eongueur‘de I'arc IM est x lors du déplacement sur (U) dans le sens positif.. \ ) |
*Dans le cas ol x < 0, on considére le point M de (U) tel que la mesure en radians | \\h = |

(vair figure ci-contre).

5 = —~  Rapp =
Proportionnalité des unités de mesure appel .

ue sa mesure en radians est | La mesure _de ['s

sd

de 1a fongueur de I'arc IM est —x lors du déplacement sur (U) dans le sens négatif.
* Dans les deux cas x s'appelle abscisse curviligne du point M sur (U) et on écrit M(x). |

Si x appartient a l'intervalle J-x : xl, d'amplitude 2x, on dit que x est I'abscisse |

curviligne principale du point M. L’abscisse curviligne principale est unique. |
* Moter gue si x est une abscisse curviligne du point M sur (U), alors x + k{2x), pour

toutk € Z_ . est aussi une abscisse curviligne de M (c'est-a-dire que les points de

(L) d'abscisses curvilignes x et x + k(2n) (k € Z ) sont confondus.

‘ - La mesure d'un angle p
n (longueur d’'un demi-cercle

géométrique YOy détey
par les demi-droites [ox)
ade, note gr | la mesure | [oy) est la mesure de I'angle
IOM . |

« |l existe une autre unite de m

d'un angle plat en grades

= Sia, a et fi sont les mesure e s
H ” ~Lors du déplacement de 1

t grades, alors a, « et 5 sont prop |
et grades, alors a t f sont p | vers ] dans le sens positif, la
mesure de I'arc LJ est % :

1 } e R T
L n L~ i oy, 1 a1 ) |
c'est-a-dir A A | / |I e
ire 180 a- 200 Ir’ || Exemples et applications s J{ %] : |
\ T |I [ooa RGN ok sl
i [

s}
B Représentons sur le cercle trigonométrique les poi i i
e 5 T point A, B, C, D et E d’abscisses
Exemples et applications \\ curvilignes respectives Z , 7% 17@ 31 _ 21m :;l deux tours ou plus, alors
- S P A AT 4 4 | F+em  Zian ou
( onc sa mesure en radians est I *Noter que : 10A= i‘ rad=45 () T |
| arades et B==2-%200 A '3"*““‘2-’1' sont aussi des
‘N grades est P =q3pg " <¥Y 4 17z _16a+x R - )
c'est-a-dire B = 100gr | Noter que : —3==- § =ty El _?-_mJ abscisses curvilignes r.lu|
> Bsi-a- 2 b= 1uU E T 4
; i ; donc Z est aussi une abscisse curviligne poife;
= Si la mesure d'un & ors sa mesure en degrés est 4 o \ |
= : : S du point C ; d'ot C est confondu avec A. ‘ l | * On peut aussi “aller” de T vers
= ‘I?D c'est-a 4)) et sa mesure en grades B A N ; “Noter que : _ 2177 _ 37 —24z _ 3z J| J dans le sens négatif ; da;lgl
& . 200 A+B+C=n 3 i Gl =4 — B | | cec;s la longueur de F'arc L]
La somme des mesurss done 4 est une abscisse curviligne du es:TH ; on dit que— Quzﬁ est
radians des angles d point E. Comme 8% appartient & lintervallen|— T | une abscisse curviligne de J.
4 4 Les nombres -—zn: —2R:, |

a) d'un triangle equilatéral ; triangle est égale & = A
-n ; 7], alors ‘a-— esl 'abscisse curviligne 3z 3
| ‘T""ﬂ....;——”-l- k(2m)

b) d'un triangle ABC rectangle en A tel que 60
; i B e T i Sl gt SN VAN T principale du paint E. 2
c¢) d'un parallélogramme sachant que la mesure de I'un de ses angles est 45 |
: Remarquer aussi la . ; 5 F , . . sont aussi des abscisses
| bl methode suivante pour déterminer I'abscisse curvilian i

‘ ' principale a L’??L; point E : igne | :u::'“g"ea R s |

- i Pl \ A . Cat 7 . otons, le,
€= Abscisses curvilignes d'un point d’un cercle trigonométrique . Ona: — '5 a+2kx avec —A<A=N ot keZ | _a;s_ :?a;k?;:';“ 2y
| T ) avec |

k=-1.

_2iz 21

cest-a-dire : o= =—2kn , —m<—SL _okr<y ot kez |

2-1 Cercle trigonométrique i i
‘ Ouencore: o=— -2-31;?_ 2kt —1<— 21T oy oy of kez - Chaque nombre réel x dépend |
4 = | d'un point unique M{x) de (U).

_2ix 17 Cependant, un point Mx)

| 1
\ o 7 i a=—SF-2kr, —LP<k<—Y ot KeEZ
J dépend d'une infinité de
\ é OrkeZ ;donc:k=—3:doi g-= 2% or BT | nombres réels, & savolr les
4 4 | réels x + k(2r) avec kEZ .

Le plan est rapporté a un repére orthogonal |Ir 0;i.l ‘II y

Deéfinition
On appelle cercle trigonométrique le cercle orienté de centre O, de rayon 1 et muni
d'une origine 1. Sur ce cercle, on définit deux sens :

B 1) Représenter sur le cercle trigonométrique les points d'abscisses curvilignes

0 * Le sens positif (ou direct) est le sens de rotation autour du cercle en partant de 1
dans le sens inverse des aiguilles d'une montre ; | o A 2n Am 5;m 2T  Wx it
sens naga : 3 3 3 3 ] |
* Le sens négatif (ou indirect) est le sens des aiguilles d'une montre. | ouindirect 2) Déterminer |'abscisse curviligne principale du point admettant 2995% comme abscisse N
S | 55 Curviligne ; représenter ce point sur le cercle trigonométrique. | !
L 1

Calcwel trigonométrique I
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DEFINITIONS EY REGLES

= OOy

| § 3 ) Angle orienté de deux demi-droites ayant méme origine et ses mesures
Définition

0 Soient [Ox) et [Oy) deux demi-droites ayant méme origine O.
*Le cou(algf_([o.r,\ ; [Oy)) détermine un angle orienté de deux demi-droites que l'on

note ; (Ox, OV) ;

* Le couple ([Oy) ; [Ox)) détermine un angle orienté de deux demi-droites que l'on ‘
note : (Oy,'O.r) :

[|o

AT
Mesures d’'un angle orienté de deux demi-droites

' Definition AT (Ofay) un angle orienté de deux demi-droites de méme originea

Sait (U) un cercle trigonométrique de centre O. ‘
Les deux demi-droites (Ox) et [Oy) coupent Ie cercle (U) respectivement en I et M. |
On considére 1 comme origine de (U) et soit a une abscisse cury‘[[igng du point M sur (U). <
*Le nombre réel a est appelé mesure de I'angle orienté (Ox: Oy).
I | * On sait que a + k(2n), avec k € Z est aussi une abscisse curviligne du paint M.
Ainsi a + k(2n), avec k € Z | est aussi une mesure de I'angle orienté (Ox;Oy !

it * Si on note I'une de ces mesures par(0x;0y), on peut écrire :(Ox;0y)=a+k(2x) ‘

ol keZ .

SRS TS |

Soient [Ox), [Oy) et [0z) trois demi-droites de méme origine O,
On a les relations suivantes :  « (Ox;Ox J=2km (keZ) |
| - (O:0%)=— (O%0y) +k(27) '
' * (0x;0y) +(0y:0z)=(0x;0z) +k(27)

| Cette relation s'appelle relation de Chasles
I | (pour les mesures d'angles orientés).
= = T e

Remarque : -

Parmi les mesures d'un angle orienté de deux demi-droites, il existe

une mesure unique qui appartient a l'intervalle |- ; =] appelée mesure
| principale de cet angle orienté.

| » Cetle mesure principale est I'abscisse curviligne principale du point M
sur (U) (definition 2.2) et on a :(Ox;Oy) = (OT; OM)+k (21} kez) |
|

¥
[ Exemples et applications

M suria figure ci-conte : (x'x) et (y'y) sont perpendiculaires en O. b
; ¥ 0
(Oxi0y) =F +k(22)

Ona: kez)

| (OV70%) =— % -+k(2n)

B '*-v ~ ~DEFINITIONS Ef _R'Ii(}llS 1

{0x0x') =n+k(27) et (OX70x)=—z+k(27) (keZ)

-0Ona:(0x0y)= 3213 +k(27) (k€ Z ). Pour k = -1, on trouve que — %
[
est aussi une mesure de l'angle orienté (IO.K;O:J J ; on peut donc écrire

(0%0y) =—F +k(27) kez).

?3_f et %ﬂ . Déterminons la mesure principale de I'angle orienté [Ox;Oz} 5

| D'apreés la relation de Chasles pour les mesures d’angles orientés, on a :
| (Ox;0z)=(0x:0y y}{-(oﬁoz)a-k[zm (keZ)
B S

= §+ & +k(2m)

| (0x0z)="Z +k (27) ke Z)

|| %’7 n‘appartient pas a }-x , n (car %q >1T).

%‘I n'est pas la mesure principale de I'angle orienté { Ox; OZ_}

Soittk e Z). I3 +k {27 Jest la mesure principale de I'angle (O'x; éz] si et seulement si

i

: e ey | in z 5t
Donc la mesure principale de I'angle orienté (O\-.Oz) est —é- 2n=— —é .
B 1) Dans chacun des cas suivants, tracer un angle orienté ( Ox; Oy :l qui admet 'un
des nombres suivants comme mesure : 3475 . WT?I i Q%E ¢ @%53 .

2) Soient 1—,:32’7 une mesure de |'angle (.OI:E-‘Y) et-%gz"f une mesure de I‘angle(OYiOZ )

Déterminer la mesure principale de chacun des angles{O.\';évJ .(Dy:Oz_) et |I.0x';02_)

|
|® Angle orienté de deux vecteurs et ses mesures

@ Solentu et v deux vecteurs non nuls, O un point du plan.

On considére les deux demi-droites [Ox) et [Oy) telles que U est un vecteur directeur
de [Ox) et v est un vecteur directeur de [Oy).

*L'angle orienté des deux vecteurs déterminé par le couple (J : :) estl'angle orienté
(O%Y) ; on le note [ uv ]

* Les mesures de (G';\T) sont, par définition, les mesures de (O}ﬁf)y) et sont
-
notées(u;v ) 3

Soient(ogby ‘et (0-5-(202} deux angles orientés de mesures principales respectives

=< +k(27m)<mc'est-a-dire si— l—gckg— 1120u encoresik=-1car(kE€Z). |=

.5
i "_c'T\ =

¥
|
| - 1%
| v
; -
| LT
0
|
M
I
w)
_f= 1 u et OM = _1. ¥ |
il ]

(V) =a+k(2) o a eat
une abscisse curviligne de M. |

Calenl trigonamétrigne
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5 ) Rapports trigopnométriques d’un nombre réel

5-1- Cosinus et sinus d’'un nombre réel

Soient (U) un cercle trigonometrique d'origine 1, de centre O et I le point

de (U) tel que f—, soit la mesure principale de I'angle orienté |OF; O] |.

Soit x un nombre réel. On considere le point M de (U) dont x est I'une des abscisses

curvilignes.

-

* L'abscisse x, du point M, dans le repére orthonormal (0;OI, OF ), est appelée

cosinus x et on écrit cosx = x,.

+ L'ordonnée yy du point M, dans le repére orthonormal ['D:Cﬁ, OJ) , est appelée

sinus x et on écrit sinx = yj,.

[de:UEEER - Pour tout réel x, ona :

*—1=cosxs1 e —1<sinxs1
+ cos°x + sin®x = 1 [c'est-a-dire (cosx)® + (sinx)® = 1]
* Tableau de signes de cosx et sinx ol x € J-n ; a] :

i g x i
x .—:-1 —2 0 3 .‘r!
COS x - 0 + | + ~
0 + + DI

[sinx | - | -

Exemples et applications

M On a le tableau de valeurs usuelles suivant (voir activités préparatoires).

2L 2 S e |
x 0 B 4 B2
/B2 2
€Oos x 1 > e 0
: q 2 | /3
snx | o | |42 Zz |
2
5

; ; b/ A b
B Soit x un nombre réel tel que DRXST et SINxX=
Calculons cosx.

On sait que cos’x + sinx=1 ; donc cos®x = 1 —sin® x
¥

i
Ainsi CDSQ);==1—% c'est-a-dire cos®x = 225 .donc cos x --§1 ou COSx =

/21
Or 5 Z<xsn ; par conséquent cosx = 0. Dlotl : G0Sx = — 2.

B 1) Calculer sine sachant que cosc = % et -géaéf].

2) Calculer cosp sachant que sinp =0,6 et 0<f8< g

Calowd trigonomeétrique

-
Uli B]

+(I'T) est I'axe des abs
et (I']) est l'axe
ordonnées,
Dans le repére(O:Dl, _j}
on a : 1{1; 0),I'(-1 ; 0), J0
et J'(0 ; -1).
«Solent H et K les pro
orthogonaux respectils da
| sur l'axe des abscisses sl
sur I'axe des ordonnées,
Ona:-1sxy=let-1sys0
Par ailleurs, le triangle O
est rectangle en H ; dong
OH® + MH® = om*
| ecestadire xi+yg=1
ou encore : cos’x + sin'x =1

+ |cos x|=41-sin’x

[sina=y1— cos?x

+Si I'angle HOM est al
alors dans le triangle O
rectangleen H, ona:

———

cos x =cos HOM=

sin x =sin HOM

5-2- Relations trigonométriques |

TN Soient x un nombre réel et k un nombre entier relatif.

On a les relations suivantes :
. cos{x+k{27))=cosx + sin(x+k(27))=sinx
+ cos(—x)=cosx + sin(—x)=—sinx
s cos(*?'-—.\']--sinx . sun{ x) oS x
3 coslrg - x '}= — sinx . srn r) COS X i
« cos{mr—x)=—cosx . smf;r x)=sinx | |
+ CcoS{M+x)=—cCOSX + sin(@+x)=—sinx |
Notons attentivement les interprétations géométriques de ces relations sur la figure
ci-contre.
Exemples et applications
B Calculons les cosinus et les sinus des nombres réels suivants : —Eé?- ?g . -1-%‘5 :
B8 [ os(3)=-ems %=1
«Ona: é =7T—3 donc b /3
sin( 22 ) =sinZ = i
|3 )=sing="2
cos|f2?ﬂ}——3|n%=- ; |
On a aussi 2% _Z 47X donc: e -
voOEES srn|'2—’7'] cos L=¥3
\ 3 [3] 2
(7m) ' /3
cos| & |=—cos e =—"%"
*Onona: %y & ; done : l‘-s-J 6 2
b . sinf~£}- —sinZ=—1
VB T 6 2
(151 m_J2
“Ona: (- PRI, (e cos| 7 ] cos| 4}—::054 5
) 4 "] (157 L 2
sml}l-4—]— sm[ 4} —sing=—"5
B Calculer les cosinus et les sinus des nombres réels ;
8z 5z 8m 29w _ 20057
4 ' 4 ' 3' 6 ' 3
Montrer que : COSI:E1 + k?f:l=0 pour toutk EZ .
(On distinguera deux cas |k| pair ou k|impair) —

Remarque : Le cosinus et le sinus d'un angle orienté [u v ‘|| est, par définition, le
cosinus et le sinus d'un réel x qui est une mesure de I'angle orienté |
(u;v'] clest-a-dire :

— ——

cos(u;v )=cosx , sin(U;V )=sinx ou (v )=x+k(21) KEZ)

— e e -

S~ _DEFINITIONS ET REGLE

*La fonction qui & chaque
nombre réel x associe cosx,

est appelés fonction cosinus |

et est notée Cos :

cos :IR-IR

X~ CO8x

De méme, on définit la
fonction sin :

sin : IR—-IR

x—sinx
©O8 | x+27 |=cosx

*Ona:
gin(x+2mw)=sinx

On dit que les fonctions cos
et sin sont périodiques de
période 2.

+ On a, pour tout réel x,
cos(-x) = cosx
et sin(—x) = -sinx

La fonction cos est paire |

tandis que la fonction Sin
est impaire.

Calenl trigonométrigue
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5.3- Représentation des fonctions sin et cos

5.3.1- Etude de la fonction sin
. Soit x un nombre réel ; on sait que sin(x + k(2x) = sinx pour fout kEZ.

Pair ailleurs x est associé au point du cercle trigonométrique dont I'un des
abscisses curvilignes est x. L'abscisse curviligne principale de ce point, appartient

a l'intervalle Iy = }-r ; xt}.

On suppose gue x € I (x décrit 1) et soit () la courbe de la fonction sinus sur Iy

Si x € I, alors x + k(2x) € I, = |- + 2k 3 m + 2k

Soit (%) la courbe de la fonction sinus sur 1.

Soient My(x ; sinx) et M(x + 2k ; sinx)

Comme sin{x + k(.2n)) = sinx, alors My € (%) et My € (5)

et MoMk=k (27)i (dans le repére [O; i, T}}

Donc M, est limage de M, par la translation de vecteurk (27)

o
i

Il en découle qu'il suffit d'étudier les variations de la fonction sinus sur l'intervalle :(

Ig=}n; o

+ Variations de la fonction sin

Puisque la fonction sin est impaire, on peut se contenter d'étudier ses variations sur

lintervalle [0 ; ).
En se référant aux deux figures ci-contre, on a :
n

NS ET REGLES

- Si x; et x, sont deux éléments de |0:5 | tels que x; <xz, alors sinx; < sinx;.

: - . ; ;
- Si x, et x, sont deux éléments de [@H, tels que x, > x,, alors sinx; > sinx;.

Ce qui signifie que la fonction sin Tst strictement croissante sur \0: ’g , et qu'elle est

strictement décroissante sur %:ﬁ .

s

‘ M)

On en déduit le tableau de . ‘_,ﬂ _% 0 % n
variations suivant : -
L 0\ /1 \
. . =1 0
« Courbe de la fonction sin
Y
=1
____________ S | (o, ST ooi8
_z
-2 - 2 . ox -
® -7 8 -5 -4 -3 -2 - TE 2 3 N4 gz5 & 7 .
RO - .~ i = M SOOINY.... o ORI ;:--1
= + Les points Mg(x ; cosx)

5,3.2- Etude de la fonction cos

*On sait que cos x:sinli;; —x| pour tout réel x. Puisque cosx = cos(x + k(2x))
pour tout k de Z (2n est une période de la fonction cos), on peut se restreindre a
&tudier la fonction cos sur l'intervalle I, = ]-x ; x], d’amplitude 2. Comme la fonction
cos est paire (sa courbe est symétrique par rapport & I'axe des ordonnées), on peut

se limiter a I'étudier sur [0 ; n].

Caleul trigomométrique

et My(x + k(2n) ; cosx)
appartiennent & la cours
de la fonction cos.

1'(m) ‘!

L

. Utilisons I'étude des variations de la fonction sin sur chacun des intervalles

[o:%l et [im|.
_ Spient x, et x, deux éléments de[O.‘%l tels que x; < %5 .

ona E—x>E—x2 , 2

La fonction sin étant strictement croissante sur

c'est-a-dire cosx, > COSX.
D'oti la fonction cos est strictement décroissante sur

o
%],

— Soient x, et x, deux éléments de %;:r telsque x; <x;oOna %— ub%—.\'z ;
sur lequel la fonction sin est

32£— X1 et-‘-léL — xz appartiennent & l'intervalle ‘— %;0
strictement croissante ; donc sin [ % - \1) > sin(-‘g‘

Dol la fonction cos est strictement décroissante sur

L.
Za|.

Conclusion : X ) :
est paire, elle est strictement croissante sur }- ; 0].

‘ On a le tableau de variations suivant :

,' x;DEFINITIONS'E‘R(l

Z_ i et %—.\'z appartiennentai'intervalle‘ﬂ;g‘.

0:%!_ onasin[j%—_qj:l > Sinl::%—.\'z} 2

-smsxs% , alors

-—F=—x%0
' I _
clest-d dire 0< 5 —x< 22!
« Si %ix%ﬁ’ , alors

—ns-xs=&

\] c'est-a-dire cosx; > COSX;. 2

c'est-adlre—%fa%—xéo o

La fonction cos est strictement décroissante sur [0 ; n]. Comme elle

Fid a
| & ‘ = =% 0 ) o
< 0On obtient la courbe de la
cos x ’1 ‘ fi ion cos en iatant
| la courbe (%) de la fonction
i _1/9/ \'9\_1 (s ey o e
» Courbe de la fonction cos : | trensiations de vecteurs
‘ y | k(2m)T aveckEZ .
A
=1
N . } e
= <
-3 -2~ -1 0 1;’ 2 3 4 a5 6o, 7 S
_ i
= y=-1

[LUIGLA  Soit x un nombre reel different de %+kn pour tout k € Z.

| tangente, est appelée fonction tangente et se note tan.

Interprétation géométrique du nombre tanx

abscisse curviligne de M.
(xv&gﬂur pour tout k de Z car M= J et M = J').
Soit (4) I'axe tangent & (U) en L

Le nombre réel gg%i‘i s'appelle tangente de x et s'écrit tanx c'est-a-dire : tanx= a5
e fonction, qui & chagque réel x (différent de 12!-+k:rr pour tout k € Z ) associe sa ||

| cosx = 0 signifie que :
| x=%+kﬂ’ ot KEZ

| L'ensemble de définition de la
fonction tan est :

IH\{%-&kn;hEZ

Soient M un point du cercle trigonométrique (U), distinct de J et de J, et x une

Calenl trignnometrigue



On considére (A) gradué d'origine 1 et a méme unité de mesure Or=1

On sait que M(cosw ; sinx) dans le repére I"O'(_j[’. o1 ‘] donc I'équation de la droite

(OM) est Y= Cons"\ X clest-a-dire Y = (tanx)X.

Soit T le point d’intersection de (OM) et (). Donc T(1 ; tanx).
D'ots tanx est 'abscisse de T sur (B) et on a :|tanx|=IT.

+I-(:1' pourtout ke Z.

f""ﬂP”‘-‘-'“?s Soit x un nombre réel différent de %
Ona les relations suivantes :
| - tan(—x)=—tanx (la fonction tan est impaire)
| . tan(x+a)=tanx (la fonction tan est périodique de période 1)

o 14 tan? x=—1—
cos” x

B e e S R

W calcuions tan|1%ﬁ:| et tanl::—1TH]
*Ona: %T:E*:M : donc tanl:;@}=tan%=1

@ Sachantquetanx=-2et5 2 <x <7, calculer cosx et sinx.
¥ Donner le tableau de signe de la fonction tan sur [-n ;@)

7 » Equations et inéquations trigonométrique fondamentales

7.1- Equations du type cosx = a et inéquations cosx =a ou cosx =a
* Equations du type cosx =a /2
- Introduction ; Résolvons dans fl I'équation (E) : cosx= =5

Soit (&) la droite d’équation x = — 4 {
point M et M" d'abscisses curwllgnes principales respectives ‘:4 et — ’4
(voir figure ci-contre).

On sait que toutes les abscisses curvilignes du point M sont les nombres réels
p s +k(2n‘1 ol k € Z. On sait aussi que toutes les abscisses curvilignes du point M'

sont les nombres réels -—T+k12rr) ol k € Z . Par ailleurs :
cos{%+k2ﬂ]‘ cos(%'] -cos(—%)=cos{——‘§-+k2x)

Dol : L'ensemble des solutions de I'équation (E) dans IR est

S=l—%+k{2?f}a’k€ Z}U1%+k(2ﬂ’_}fk& z}

Calcul trigonométrique

: (&) coupe le cercle trigonométrique (U} en deux

+On a le tableau de
remarquables suivant :

O
tanx | 0 _@ e
3 b

|- tan (x + ka) = tanx pour |

i kde Z.

sin (7+1)

-tan(:r+x)=‘m;¢%

——sinx _g

| —=cosx

‘ tan (@ +x)=tanx

sin’x
cosy
— cos” x+sif
| cos' %
1

1+tan’x=—"73
| cOos™ x

A+tan? x=1+

)

e

10

« Remarque : Solutions sur un intervalle L
Résolvons 'éguation (E) sur l'intervalle L = [-2x ; 2x]. /2
Ce qui revient a determiner les nombres réels x tels que : COsx="3 etxE L.

4 _z

‘ccsx -“12-291\- équivaut & : l|\—— K27} ke —z]ou x= ’:{ +K (27 kf.z]|el_\-.‘-L

ou—2+ki{2n):(keZ) avec —2n<E tk(2m)s2n ou —27W<—

4

%+K{2ﬁ]‘~;2ﬂ

—2n <Z+k2m <27 équivaut & - E““g clest-a-dire k € (-1 : 0} (car k € 2).
; . I, T_ _in
Sik=-1;ona: 3 2k =% 27 = )
b3

Sik=0;ona: --4+2k)r T
Donc —;f- et ’1 sont des solutions de (E) dans L.
—2n<—Z 4 2lor<2n équivaut a— % <k .e.-:g cest-a-dire k € {0 ; 1} (cark £ Z)

Sik=0;ona: F+2kz= *"{
i

Sik=1;ona: ——+2K;r———121€ s
Donec : — ’;{ et ?f sont des solutlons de (E) dans L.
—= En conclusion l'ensemble des solutions de (E) dans L est 8= —?TH: = %: %: TT}T

HE e On considére 'équation : cosx=aolaE IR.

Soit S I'ensemble des solutions de cette équation dans IR.
*Sifa>1oua<-1, alors:S=¢.

*Sia=1,alors: S={2knkcZ}.

*Sia=—1,alors: S={n+2kn/kE Z}

*8Si—1 < a <1, alors il existe un nombre réel o de ]0 ; af tel que cosa = a
elona: S={wu+2kn/keZ}U{n+2knkEZ}

Proprieté

* Inéquations du type cosx s aoucosxza

I\)!_4

* Résolvons dans | :nter\ralle L = [-x ; «] l'inéquation cos x
1
5)=cos(5)=2

Sur le cercle trigonométrique, solent les deux points Aﬂ%) et A(—%J .

On saitque cos|—

Notons qu'en se référant 4 la figure ci-contre, 'ensemble des solutions est 'ensemble
1 des abscisses curvilignes des poinls M(x) représentés sur l'arc vert du cercle

trigonométrique (U) tel que coS x < <5 .

Donc I'ensemble des solutions sur [—x ; n] est S=|—x;— %lu‘%ﬂ

Résolvons dans L linéquationcos x> 3

En se basant sur la méme figure, on note que I'ensemble des solutions est |

l'ensemble des abscisses curvilignes des points M(x) représentés sur l'arc rouge du |

cercle (U) telles que cosx>5 excepté A et A’ (car cos x)é ¥is

Done I'ensemble des solutions de I'inéquation cos x >% sur L est & ‘_%; -’_;[ )

- ... @ _ I

Le solutions de |'éguation (E) dans (L} sont les nombres de la forme %+k (2m)i(keZ) |

‘ * Si x = u+ 2kx est une solution de

l'équation x € L, et cosx = a,
Il faut encadrer les valeurs de
kdans Z et les déterminer en
utllisant la condition x € L.

*On sait que -1 = cosx =1

pour tout réel x. Donc
I'équation cosx = a admet
des solutions seulement si
-1sas1.

Mix)

) Tio)
Wi—5
A
| () M)
— (o)
©0S X |
=
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Propriéte On considére I'équation sinx = a ol a € IR.

"

1 ~ ~DEFINITIONS

7.2- Equations du type sinx = a et inéquations sinx saou sinx za
* Equations du type sinx =a

Nl —-

. Introduction : Résolvons dans IR I'éguation (E) : sinx=—

On sait que sin{—é-)—-— sin%:—%

Soit M le point de (U) d'abscisse curviligne principale —*-'é :

La droite (4) d’équation yz—% coupe (U) en M et en un autre point M’ dont I'une

i 7 *SoitkeZ

des abscisses curviligne est r:—[ - % ] ='%r .

Comme toutes les abscisses curvilignes du point M sont les réels — % +k(27) ou

. B : i . O signifie que

k £ Z et toutes les abscisses curvilignes du point M’ sont les réels %'——kwﬂ] ou 12

c'est-a-dire k=0 ;

ke Z , et puisque maalm-—%i-m__ |
Y 1 ) : ) 1
sin|—&+k(2r)|=sin|—&|=—735

\-% ) (-§)=—z2 ~-n<IZ+ien<a
(77| 1

sin( 7 +k (27))=sin| 2 ) =sin(— 5 )=—2 signifie que — 13 <k<=

i . v 2 S | . c'est-d-dire k=~1 ;
alors l'ensemble des solutions de I'équation Sinx 5 dans IR est : ot s alors
n
—LE b k2w =
s={-%+kamez|u{%’5-+m.fkez] E B
- Remarque : L’ensemble des solutions de I'équation sinx=— % dans l'intervalle ‘ « Pour tout x de IR, ona:
: S T -1s sinxs 1. A
L=[-n;n]est S=i——6—:—gl Donc I'équation sinx =8
admet des solutions

| si-1=sas1.
|
e goraria

Soit S l'ensemble des solutions de cette équation dans IR.
+Si(a>1oua<-1) alors : S=0,

“Sia=1,alors: S={%+2mm.cz},

pour tout k de Z.
-Pourtout kEZ , Onas
sin (o + ki2x)) =sine
sin (x - a + k(2x)) = i

-Sia:—‘i.alors:S-:l—-%+2kﬂkaZl» |

+ S -1 < a <1, alors il existe un nombre réel a del——%; %‘ tel que sinc =aetona: ‘

S:{u+2knikEZ}U{n—r1+2k:ru'kEZ}

* Inégquations du type sinx saou sinx=za

Résolvons dans lntervalle L = [~ ; n] chacune des deux inequations : ‘

(1) sinxf;—§
e &
(2) sinx=—35

Caleul trigonométrigue

$in (7 +k (271 = sinf =

) e S = /1 57
. Les solutions de l'éguationsinx=—75 dans L sont =k et — %

A parﬁr de |a figure ci-contre, les solutions de linéquation (1) sont les abscisses
: 5 i 5 i 1
curvilignes des point M(x) représentés sur l'arc vert de (U) telles que SINX<—%

e : b pid
Donc I'ensemble des solutions dans L de l'inéquation (1) est : 51-——[-——5{:- El

.
-

- A partir de la figure ci-contre, les solutions de lnéquation (2) sont les abscisses
curvilignes des points M(x) représentés sur l'arc rouge de (U) telles que sinx=—5

Z
_G_ﬁl

Donc I'ensemble des solutions dans L de l'inéquation (2) est : 527-'—'[*-?1’ Hors -53’1]U

7.3- Equations du type tanx =2 et inéquations tanx s a ou tanx = a
* Equations du type tanx = a
Résolvons dans IR I'équation (E) : tanx = 1
: i1 ot T
1 On sait que tan% =1 et que tan| 7+ k}'{)—!&l"lj— 1 pour tout k de Z.
On en déduit que I'ensemble des solutions de I'équation (E) est :

I -
S—[4+kmkc—z’

{voir interprétation géométrique ci-contre).

MR On considere 'équation tanx=a ot a € IR. ‘

‘8pit S son ensemble de solutions.

ll existe un nombre réel o de i— % § g' tel que tana = a et on a ; S={a+kr/kE Z} |

* Inéquations du type tanx = a ou tanx =a
Résolvons dans l'intervalle L = [-x ; ] chacune des deux inéquations : |
(1) tan x= 1
2) tan x =1

. I :
« Les solutions de I'équation tanx = 1 dans IR sont les réels 7+ kr oo KEZ et |

l'ensemble de ses solutions dans L est ‘_ STH" i ’

{de I'encadrement —7 < ‘%—%k:{ <m . ontire (k=-10uk=0)) |
- L'ensemble des solutions de Iinéquation (1) sont les abscisses curvilignes des
points M(x) représentés sur I'un des deux arcs verts de (U) excepté J et I' et telles
que tanx < 1.

Donc 'ensemble des solutions de (1) est : S1=[-5‘Ti = STKIU‘—%; %]U F? ﬂ] ‘

. L'ensemble des solutions de l'néguation (2) sont les abscisses curvilignes des
points M(x) de (U) représentes par I'un des deux arcs rouges excepté 1 et I' et |

telles que tanx = 1.
T n
4' 2

Donc I'ensemble des solutions de (2) est: Se= 37 2

4 2|

(==
\

(=)

o

“J(_%:‘") ;

Calend trigonométrigue




| Unités de mesure des angles | . i trigonorn étrique

Soit (+) un cercle de centre O et de rayon 1,
Solent 1 et M deux points de (¥).
Si a, « et ) sont les mesures
respectives de l'angle géométrique

IOM en degrés, radians et grades, :Les nombres « + 2km, OU K EZ,

180?250" \ /

« représente la longueur de I'arc i |

nombre unique o de lintervalle J-x ;| 1]

'—-1

R point M ; b

On écrit aussi M{a + 2Kx) pour
tout k de Z.

Angls orienté de deux demi- drnnas — Angle orienté de deux vecteurs

Sment [Ox) et [Oy) deux demi- drones ayant méme origine O, Soient a, v et W des vecteurs non nuls du plan. Ona:

0 un vecteur directeur de [Ox) et v un vecteur directeur de [Oy).

ud)=2kr (ke
(voir figure). (% U:I (kez)

s(viu)=— (G )+ 2k
¥ L el A
2 -[u;v]--[u;w]ﬂ:w:v:ﬂakﬂ. aveckeZ
& ! : 2
‘ | (relation de Chasles)
0 = Cas particuliers
. | " ~ Angle plat
I =
AN = DL VISR L

{Ox; Oy] est 'angle orienté des deux demi-droites [Ox) et [Oy)
(dans cet ordre).

=
- - - - |
| [U: v } est |'angle orienté des deux vecteurs U et v
. ,
+ Le nombre réel o s'appelle (ung) mesure de l'angle orienté

(Ox; Oy) et de I'angle orlenté| uv :I A

i | Soit{u;v | une mesure de I'angle orienté (G );ona: |

\ (Giv)=a+2ka  (ke2) (GV)=Z+2r (kez) |[0V)=—F+2xa luez
e ) / i
. Cosinus et sinus d'un nombre réel | Tangente d'un réel différent de _725 +2km pour tout Kdé

Soit (06-!0]] un repére arthonormal.
Soit (U) le cercle trigonometrique de centre O, d'origine I tel que |

(6:’ 61} T iokn (keZ) |

|

Soient x un nombre réel et M le point de (U), dont l'une des|
abscisses curvilignes est x

de (OM) et (4).

Calewl trigonométrigue

sont les abscisses curvilignes du I o

et M le point du cercle (U) d'abscisse curviligne x.

| Abscisses curvilignes d'un point sur le

{/ ™ o
/ .\' + a s'appelle I'abscisse curviligne e T .
2\ ¥2)| principale de M et on écrit M(a). Ve )
{ s

| Soient x un nombre réel différent de ‘g +k pour tout Kd8d

Soient (A) la tangente a (U) au point 1 et T le point diinte

}L"absds—se xy du point M est
appelée cosinus x et on écrit
-G0St =

Lordonnée yy du point M est ¢
appelée sinus x et on écrit

_‘ Hﬂ-\‘ =Ym

« M{cosx ; sinx)

I sin x_
Le non'lbre o

[ T a I3 n

x o | 7 7 e | 2

sin x 0 1 é 1@ 1
2 2 z

C05 X 1 ﬁ l/—fi 4 0
z 2 2

non
tan x 0 4 1 /; définle

Pour tout réel x :
—1scosxs 1
=1 =sinxs 1 |

cos*x + sin“x = 1 ‘

Pour tout < de 1A \[ 5 + k€ 2

|
THtartx=—1 ‘
Cos™ X
—_—

»Pour tous xde IRetkde Z:

cos (x +2kr)=cosx

sin (x + 2k ) = sin x |

cos(—x)=cosx

sin(—x)=—sinx

= Pour to

ut x de |n\{%+mﬂkcz}

tan(x +ka)=tanx

tan(—xj=—

tan x

! ouladlfﬂreneunt n

cos(%—x)=sinx N I

€O (7 —x)=—C0SXx

€os (T + x)=—cos x

a .—_-_ in
cos(2+x.) sinx ‘

sin[‘—;-—x)=msx

P | 1 [
Sin(z +X)—ODSI

sin (T —x)=

sinx

sin (T + x)=—sinx

est appelé ' 4 |

tangente x, et on écrit :

+ La fonction cos

+ La fonction sin

tanx= ggg’f‘ ol : \ “E' !
\ e |
Jtan x|=1T \-_ . //
e : i |
Relations trigonométriques l

-cosx cosx 1

LN

- lan x

s

al=x)"

:IR—-1R |
X+ CO8 X
est une fonction périodique de période
2n et paire.
:IR=IR
X = SINX

est une fonction périodique de période
2= et impaire.

+La fonction tangente est une fonction

périodique de période n et impaire.

s rapports Irlgonomé‘lrlques de deux nombres

s
2 ou |
A D] '
tan[? I "_]_tan_\
tan(% +x)=—nz

tan{7 —x}j=—tanx
tan (7 +x)=tanx

Calend trigonométrigue




OINTS ESSENTIEL

Equations trigonométriques

: _ Relations trigonométriques

'ABC un triangle. On pose a = BC, b = CA, c = AB.
Il existe un réel unique « de lintervalis

+Sia g [-1; 1], l'equation (2) n'a pas de
soltion dansi s | I~% %‘ tel que tana = a ; I'équation 1) Mo

g'écrit alors tanx = tana.

L2
| Une personne veut calculer la hauteur d'un arbre se trouvant sur
| Pautre rive d'une riviére.

Calcul de longueurs

A le rayon du cercle circonscrit au !nangle ABC.

or que  Sin° B +si® C _b?:'.(.?;: SiE A

«Sia[-1; 1], 'équation (1) n'a pas de
solution dans IR,

Du point O, on voit I'arbre sous un angle de mesure o.

+ cosx = 1 équivaut & : * sinx = 1 signifie que : fle est la nature du triangle ABC si sin” B +sin’ C=sin"A 7 | D'un autre point O, distant

AT =
x=2kraveck EZ 1—2+2ki‘zavec kez

« sinx = —1 signifie que :

de deux meétres du point O,
on voit I'arbre sous un angle
de mesure p. (voir figure).

Montrer que : sin A —sin B = 7
n déduire que :

s RS i —= —— —
alsin B —sin - )+h[5in C —sin A :|+c:{sin A —sin B .|_0

L'ensemble des solutions de I'déqual
(B)est: Sy={u+knk=Z}

+cosx = —1 équivaut a : 2
x==— -:.2~+2k?r avec ke Z
x=m+2knaveck EZ

*Sia€ -1 ; 1], alors il existe un nombre
*Sia € -1 ; 1], alors il existe un nombra | réel unique o appartenant a‘__- _[ tal

| Commentaire |
réel unique o appartenant a ]CI ; nf tel |
3 . - =t équal.lun (2) s'écrit |

j ) e ue sina = a
que cosa = a ; I'dquation (1) s'écrit 9

COSXx = cOSa,

intarvenir les longueurs des cotés et les angles,
e plus souvent la formule des sinus ;

sinx = sina.

| ‘ 1) Calculer la hauteur de I'arbre en fonction de tanc. et tanp.
L'ensemble des solutions de |'eguation

L'snsemble des solutions de I'équation | -gnT _§nB _sinG _ 1 | 2) préciser cette hauteur si o = 30° et f = 60°.
: (2) est : ® K& ®R
i Solution
Si={a+2kk EZ}U{~a+ 2knk EZ} S?:{u+2k.ﬂkCZ}U{n—a+2k:ﬂEI} Sol =
! nngles inscrlts et quadnlatéres mscrlpﬂbles ‘ fons que  SIB +siPC= !._1_+_ e it A | N

Angles inscrits Quadrilatéres inscriptibles

in. ‘ \
| Solent () un cercle de centre O, | Dang : sin B = -g sinA et sin —‘5-—% sin A L 8 “
[ABIun@mrdede{.)etl\ﬂunpomt [ s B B A o o]
i de (), distinct de A ot B, Onen déduit : sin® B +sin® C = 250 A + oz Sin A 4 i
— = s = 1) Détermination de la hauteur AE de |'arbre
| | *L'angle AMB est appelé angle inscrit Si? B +si? C =2 ZCZ sin® A | Danis o tiancle ARG Faciang A ian OB
| interceptant la corde [AB] sur le cercle e o al p iR R HHAANGIE Bflk, O BEEAH AO
4| (). 2 e r:l:: ik Bd +1sm Gl =sint A Dans le triangle ABO' rectangle en A, on a : tan = AO’
e | £ on précédente, o
| + Deux angles inscrits, sur (+) interceptant la méme | = . bt 2 IDf M. bPic? Gong o oy 't?ngﬁ T l::ﬂaﬁ |
| corde sont isométriques ou supplémentaires (voir figure). ABCD quadrilatére ACBD quadrilatére a c'est-a-dire T =1 a5
} AVB—ANB et AMB+APB=z inscriptible inscriptible core b° 4 ¢?=a? Par ailleurs : 00" =AQ — AQ'= tancr “tanf
! o e SRR i téciproque du théoréme de Pythagore, cela signifie que e 00 —.AB___AB _,o tanfi—tana
| [ Sis: AOB — 2AMB CAD=CBD ou CAD+CBD =1 gle ABC est rectangle en A e fana  tanf " tanaxtanf
. ait| SiL-'B_. sin B B ) | L tana x tan 8
Wi 4 S —— EE— = s =il 2R Dou AB= tan 5 —tan o 00,

' Dans Ie triangle e N o AT e 2 t2
I ad sin A =%el sin B —%, Dol sin A —sin B -—ae—nb Or 00" = 2m, par suite : AB—M

- e L —_— tan f—tana
| Soit ABC un triangle. a=BC, b=CA et c=AB. olit de méme que 2) Calcul de AB i
S est l'aire du triangle ABC et p son demi-périmétre (c'est-a-dire 2p=a + b +c) 80 B —sin C - b2 ot snC —sinA = e Draoctuop = 6'{:'/; [
R est le rayon du cercle circonserit au triangle ABC. B o On sait que tan30° = "3 et fan 60"=,3
r est e rayon du cercle insorit dans ABC. ﬂ(d" EC i
— be b 2 Dong : !anu—{a—}— et tanﬁ—/ﬁ
Ona: 3'“ A S'“ B _ sin Gl iss € —sin A |<be—ab . A —sin B |=8C—bc : e s =¢
€ PR abc ) SR i clsn A —sin B =800

-2

abc
e /3

| 47

Ainsi AB= D'ou: AB=,/3m

et S=pr

EW\? —sinfcﬂ_)+n|'\sir!_€ - sinTJ + c{sin';- —sin B =0

[Z1L

Caleul trigomométrigue
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Unités de mesure des angles

Compléter le tableau suivant :

Degréa 1507 | %0° | 260°|
i 1

R i i - =

. adian | 3 rad | 6 rad

| Grade v 25gr l 6gr

Cercle trigonométrique

Déterminer le quadrant contenant |'extrémité d'un arc de
‘ mesure |'une des meures suivantes :

| 1) 260° 2) —300° 3) 460°
4) 7—7racl 5) —%"ad 6) __2%{{!30
7) 409r 8) 6gr 9) 150gr

o Représenter sur le cercle trigonométrique d'origine I les
points d'abscisses curvilignes.
z' o bE . _ 8% 1471

2 m e T

; . . 20067
o et L s R e

Les deux nombres réels o et B sont-ils des abscisses
curvilignes d'un méme point du cercle trigonométrique ?

4697 8741

o= —mts aty o f=san
451 3n

el =re et p== 4
1237 3371

3) a= --5-5- et = 5

51 —_ A3n

4) fx:ﬁ et ="z
Angle orienté de deux vecteurs

o Soit ABCD un carré tel que(f'\_B’: Ef)}= % +k(2r)olkEZ.
Donner la mesure principale de chacun des angles orientés
suivants : i

(Bkee) : (oAnd) -

[Eﬁ: Aé} g [B-ﬁ;B')

(0AioB) : (AB:oE)

(B6:0R) : (oRiod) [/
oli O st le centre du carré ABCD. * 3

Calend triponom

| Exercices d'application

|o Déterminer la valeur de x dans chaque cas sulvant :

c
%
o5*
A O 2
B
1
i x
| o
A 85 ¢
x
c g8

| A

suivantes :
T 5 Frd
1) sing+cos

inZ cos L
2) 25m30053

i n
3) Esmg—maSﬂHanz-a—

inf —cos L Fis
4) sinz—cosgttany

5) tan45" + tan 60°
1—tan 45" xtan 60°

o Sans utiliser la calculatrice, calculer o dans chacun desGa
sulvants

1) sinaz% et 040‘4%

2) cosa=4 ot O<a<}

3) 5i|"iﬂ'=-‘£2§ et %caﬁr

4) cosg:-—l/i_a— et —R<a<—7F
. 5) tana=/8 at O<a<y

B) tana=-—1 et -%cad}

Calculer la valeur exacte de chacune des expressio

Calculatrice

En utilisant la calculatrice, calculer chacun des nombres |
sulvants & 107 prés par défaut :

| 1) sin37 . 2) cos213°
f 37

| | 3) 5'”[,_?_} ; 4) cos%
5) tan15” ¥ 6) tan 3;{

1 m En utilisant la calculatrice, trouver une valeur approchée en
degres du nombre a dans chacun des cas suivants :
1)sine=0,3 : 2)cosa=—0.4

|
| a}sinx“——-% ; 4) cosar = % |
D Sjiana=25 6) tana=— 65

i Relations trigonométriques

'1 k8 1) Soit o un nombre réel appartenant a ‘O: ?2# tel que

= sinac=06.

Calculer cosa et tana,

2] [+ est un nombre appartenant 4 [0 ; 7] tel quecos f=— %
Calculer sinp et tanp.

3) y est un nombre réel de |— £ 2’ tel quetany = —g
Calculer cosy et siny.

4} a est un nombre réel de %1 ;'I[ tel que cosa=— 12
Caleuler tana et sina.

3

1 2 En utilisant les relations trigonomeétriques, caleuler ce qui
= suit

Simplification

DSO(E)  : os(~3F) ; cos(~5E) ; sin(~22)
) ) on(2) o
tan(4Z)  ; tan (3) ; tan(—322)

41903(2025”]. sm{ 048 ) i tan(a()o@;) |

Simplifier les expressions suivantes

- Wisin(an + 4 ¢ 2) cos(x—2n)
9) 005 (x — ) 4) tan tETﬁi .\-:I
.5)3|!1(x+%;|vcos[__r+ﬂ_,\ ; B) sln( 2 +x;+ons

Simplitier les expressions Suivantes :

1) cus(%—.x}—.—sin(ﬁ—x)
2) cos(m— 1_1+sin|"%+ xJ |

3) ros(g .\-.:I +sin |g— x}—cos{-g - w]—sm{% | _\:J]

an | i [BE | f
4) cos{—E’:— x| _sm[% ~ x| —cos|x— % |—s|n|' — 3.231_},

Simplifier les expressions suivantes :
1) 3cosx- 2:08[)’!—x)+35in[%—x:I—Eccs(n + %) |

2) cos{x - 52;:‘| FSInf3H+k]+COS|I?—’I+x
3) DOS|:JI—x:]-vCOS!?{—\]+Cos(a-2---—x}—cos[2.7 X
Equaﬁansetinéquaﬁons

Résoudre dans IR les équations suivantes et représenter
les solutions sur le cercle trigonométrique

1) cosx= -% : 2) COB\':—-‘{E:-Z—
e A2 ; 1

3) sinx= S 4) sinx=—z

5) tanx=/3 ¢ §) tanx=—1

@ Résoudre dans ['intervalle | les inéquations suivantes :

1) cosx< ! 1=[0.2x]

2) 2cosx+ /320 I=|—m.x|
sin "E B

3) sinx>% : 1=[0,27]

4) 2sinx+1<0 : I=[—x,7|

5) tanx=,3 : 1=|0,27]

6) fanx+1<0 : I=[—m, 7]

Résoudre dans IR les équations sulvantes :

T

1) cosx=cos§ 5 oy sinx=sin%

3) ccsx——ms—’;- ; 4) sinx —.—ain% |

5) tanx--tan!z . §) tanx:—tﬂr‘l% |

7) sin2x=sinx i 8) cos2x=sinx |

9) tan2x=tanx 10) tan2x= i |
Calewd trigonpmétrige
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B - FXERCICES ETPROBLEMES ‘; = - EXERCICES ETPROBLEMES |

/5 2/5 1) Exprimer sin®t—cos®t  en fonction de tan t.
“sint—cost

! P y
1) Montrer que - CDS%TZ! fi0+2/5 . 2) Exprimer ca; t—sintcost en fonction de tan L
3) Exprimer SITLESINICOSE o fonction de tan 1.

sin?t—cos®t

Soient A et B deux points du plan tels que : AB =5,

| sachant que : tan 7%
| Construire les points M, P, Q et R tels que : i 10

; == AM=3 AB:AM) =2 4 0k y
Cercles et cercle trigonométrique i R ( )=4 Tk ez)

2) Calculer sin -1% v

E b — 28 ) bl | ey e L
2) AP=5 et =<2 ' : an in 31
Soit (') un cercle de rayon 4cm. | 3 % 3) En déduire les valeurs exactes de COS 3 et Singq .
| Compléter le tableau suivant ol /est la longueur en cm | 3) AQ=6 o 3 ; ) | Relations trigonométriques
| d'un arc, du cercle («), de mesure §§ en radians. = : {U ::rl 0 BET T8
| | i i 'int 5| tel que sinag="——7—
Longueur / de | 5 I” 6 1 25 4) AR=2 g e cl do nborvaloj ™ > & 2 Sans utiliser la calculatrice, calculer les valeurs numériques
Farc (en cm) ' i 3 . 1) Calculer Cosa et tana. des expressions suivantes :
6 T 1 1 i3 B o 2 45°
Mespra | fent md]._ 13 12 16x @ Déterminer la mesure principale de chacun des angles; 2) Calculer cosia T sinfa 1) sin"9’+sin®81"+cos
I mesure : ] === = - 2) sin91" +sin’1*
1 n 117 22n 44n - 2
@ La longueur d'un arc de cercle est 3cm. T epal iR S n S Calculer AetBou : 3) sin?36° +sin?54°+sin?18" + Sife 72
Caleuler le rayon du cercle si la mesure de l'angle au _ = .
e =1 3 3oos 2 +3 /3sin -— ; . g e .
centre interceptant l'arc est : S : st b Ak A=J2 3 4) sin?10°+ cos” 16" +sin® 80" + cos® 74
a) 1,2 rad : bj 18° B B=5,2 sin 3% +?Ian—- 5) 55in 270" — tan 80° tan 10" tan 40" x tan 50"
@ I | L=y ol k est un nombre entier relatif. LY iha s L R =
Parmi les cercles suivants, déterminer ceux qui sont Représenter sur le cercle trigonométrique les s
| ng=42—1 ! lculatrice, calculer ce qui suit :
orientés positivement : d’abscisses curvilignes les nombres réels suivants : prantque: BNy 2 N2 @ SRl U ddia sor iy
1 2442 : 4x
a=%+2kn i b=mtakr 1}Montrerqueoos-’g-=‘/ 2‘/_ etcalculersln% : A= cos?»fﬁ-cos 10+coe,210 +cos? 75
' 2k R n 3n
c="Snt I P 2) Calculer cos et cos : 3
3 i 2 3 & 8 B= DOET&'+COS?"4I +cos?§ |ccls:a‘+|::r.ls~9—”{—4co:s‘;—j:{+::c:|s".]—4fT
Angle orienté de deux vecteurs - c=tanZ +tanZ s tan 3 +1an 4,

Simplifier les expressions suivantes :
1 B 1) {cosx+sinx)2+(cusx—sinx}2
’@ On considére la figure suivante :  “—— 2)
| Déterminer la mesure principale

de chacun des angles orientés

F TN
. =si? & gt sin? S ST --—sm2 E oy gin? 22
sin® x —cos® x —sin® x + cos® x

3) sin'x—cos'x+2cos®x .
@ Caleuler la valeur exacte de chacune des expressions

| S suivants : suivantes :
On suppose que la mesure principale de 'angle [OI ;OM] = (=7 == Montrer que pour x de IR : - ! ;
i DCAB) : (DAD ; Sraas sy nsc i e SES o
est positive. ( ) { ) 1) cos x +sin x)° =1+ 2sin x €08 x A=1—cos ( 5 —a) Trar(77—a)
L= T | {B«EB(E) g {'AE;A'[‘)J : {Aﬁ;ﬁa) 2)sin* x + cos? x + 2(1—cos? x| cos® x =1 ) "
@ Soit IA I'arc de mesure 7 rad . \ | |
A = sl
. | e Soient x et y deux nombres réels. Montrer que : o= cos410° —sin210° + cos® 760° — cos 120°

L'extrémité de I'arc de mesure o g 3 5 5]
L e e i n- 315"
coincide-elle avec l'extrémité A Rapports trigonométriques ) tan? 240" x tan® 390" x tan” 3
1

dans chacun des cas suivants ?

cos? x — cos? y = sinf y — sin® x

|
B=sin’ 24> sin” 2 +sin" 66" +tan® 18°x tan? 72"
|
|
|
|

£.08 129 @ Sachant que cos 25” 51 Montrer que, pour tout réel x tel que cosx #0, on a ; @ Soit x un nombre réel tel que : COS x+siNx _g >
1) “'—'%I i 2a=— % | e tan’ x —sin® x = tan® x x sin” x Calculer ce qui suit :
i . | 1) Caleuler la valeur exacte de sin=g- . = = = < .. 1 1
In ; e | . 1) sinxcos x : 2) s==toosx
3l i 3 ' dya= 3 2) En déduire les valeurs exactes des réels Soit t un réel tel que cost = 0. ) ) Sinx T oos¥
. 2n .- s bl PO 1 o i i3 3
5) a=— ______Sg)r : 8)a =_1%’3 san(-— < J ; sin<f et cosyg Montrer que : cos?t= = tan’t ot sifft= romis ¢ 8) fanx+ter- | 4) sin®x+cos’x |

Calonl trigonométrique
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s E}\ERCICFA ET?ROBLEMEb

i@ Soit x un nombre réel de l'intervalle '0: %{ :
/ [}
On pose : A=4C05{%—x}|5in X +sin(%—x)cosf’ x
1) Caleuler A en fonction de sinx et cosx, puis montrer que
A=(2—cos?x)
2) Déterminer la valeur de A sachant que tanx=/3 |

@ Soit x un nombre reel.

On pose ; f(x}=1—4cos® x+2sinrxcosx .
1) Montrer que f(x + x) = f{x).
f(20067)

17\
3 :I et

: i T pis
3) Soit x un nombre réel tel que : —5<x<% .
On pose :t=1an x

Equations et inéquations trigonométriques

@ Soeit x un nombre réel de Ilntarvalla] 2| :

On pose :

B=3cos (n— x}sin(g - x) —,Ems['g —x|sin(T—x)+2
1) Montrer que : B=—3+2cos’x

2
2) Montrer que : B:%

3) Déterminer les valeurs de cosx et sinx sachant que

B=— % puis en deduire la valeur de x (en radians).

Soit x un nombre réel différent de %
1) Calculer tanx sachant que :

Z+KT (KEZ) .

oos% + tan (7 + x) + sin%—n
2) Calculer, en fonction de sinx, 'expression suivante :
sin {7+ ) +cos[j%—.\:] +sin(m—x)— cos{%+x:}
3) Résoudre dans l'intervalle [-x ; ] I'équation :
2sinx—,/2=0
4) Résoudre dans l'intervalle [—x ; =] I'équation :
2sinx—,/2=0

Exercices de synthese

@ Montrer que :

cos® x + sin x+ 3 sin® xcos* x =1
2 (cos” x+sin’ x)— 3 (sin® x+cos’ x)=—
cos®x—sin®x , cos®x +sin®x

COs x—S&inx cos x +sinx

(ol cosx = sinx et cosx # —sm]

@ Solt x un nombre réel. On considére lexpressmn

P(x) = cos*x - sin*x.
P(F—x)=—P(

2) Calculer P(x) en fonction de cosx.

3) Calculer P(x) en fonction de tan x.

1) Montrer que :

pour tout x de IR \[%+km‘kc_ zl :

Calenl trigonométrigue

Calculer f(x) en fonction de t.

: S ]
@ Soit x un nombre réel de l'intervaile |0, §I tel que :
sinxcosx —51 )

Mantrer que : sinx = cosx. En déduire la valeur de x,

Opérations sur les mesures des angles orientés

@ Donner la mesure principale |:u: t ] dans chacun des cas

suivants :

R
-‘r- — n = 2;.[
ATt )
| 3}|:2u—2\r:|—£ II\T;BJV‘—}—%” (—w; t

@ Soit @ un nombre réel tel que :
dsina+2cosa _ 10

Bsinx—3cosa

=3
4tana+2 _ 10
| 1) Montrer que e e

2) Calculer cosa et sina

Equations trigonométriques

|
|® Montrer gue, quel que soit x £ IR :
‘ (cos x+ sin .\-)2 =2 —(cos x—sin x]2
2) a) Ecrire, en fonction de cosx et sinx,
sujvante :
8x

Alx) sin[x+ LEI| ¢ cos {— 57 + x) — cos l i
I ] |

297 ) —ix)
b) Calculer AI{ 5| et A[ i :I

¢) Trouver le réel x de [D:iil. tel que A(x)=y2

(On pourra utiliser le résultat de la question 1))

< & 5 inl ]
@ 1) Résoudre dans IR I'équation : Sln“‘: —x}='§ :

2) On déduire, dans |'intervalle [ ; 2n], les solutions &8

'équation : sin| 2 —x)=

I'expressiof

u:|—5in(—3§’l*

3 1) Montrer que pour tout réel x :

Zsm‘h +£ |—costx +54)—1=(cosx+1)(2cos x

2) Résoudre dans ]-= ; ] I'équation :

QSmPl’ X J—— | —cos(x+572)—1=0

3) Représenter les solutions de cette equation sur |g cercle
trigonométrique (dans un repére orthogonal (O} 1, | 1).
4) Soient M,, M, et M, les points obtenus.
Maontrer que le triangle M, M;M; est équilatéral.

—

Trigonomeétrie et calcul d"aires

Soit ABC un triangle d'aire S. |

| Bac=%

J BAC= 5
1) Calculer S dans lecas ol : | AB=3
AC=4

2) &) Dans le cas général, montrer que :
o= EC xsin_
2sin A
b) Application : Calculer S sachant que :

BC=2/3, B-L o T=%

Soit ABC un triangle iel que : o
BC=4 AC=5 et BAC=120"

Galculer AB, ABC et ACB .

Soit ABC un triangle rectangle en A tel que :
BC=10 ¢ tanABC=3
Onpose ABC=a.
1) Calculer cosa et sina.
2) Calculer les distances AB et AC.
3} La médiatrice du coté [BC] coupe les deux droites (AB)
et (AC) respectivement en E et F.
Calculer les distances BE el CF,

Problemes

“Boit ABC un triangle rectangle en A M est le milieu de [AC]
1)} Montrer que -
sina:% ot cosu——

[voir figure)
On pose AMB = et BMC - ,B
On suppose AC=3et sinf= \ \\
2} Montrer que AB = 2.

3) Calouler sinMBG. —

@ Sur la figure ci-contre, Br\' i |
; .

ABCD est un carré de N s |
coté de longueur 1 N, /
et ABE est un triangle \\ 7
équilatéral. H est le e
projeté orthogonal de E
sur (CD). .
1) Déterminer une mesure ( de chacun des angles suivants
EAD ADE et ADH

TS
Soit ABC un triangle tel que : cosBAC= 7

1) Vérifier que : SiHI:E’KC:I—' "36 el tﬂn{EﬁE}]—- /2
2) Soit D le projeté orthogonal de B sur (AC).

On suppose que AD=1etCD =4

a) Montrerque : BD=/2 ot BC=3,2

i+ N s Rl b
b) Déterminer les valeurs de sin{ ACB) et sin{ABC)

i, M o
Calcul de cos §7 . sing5 el lan {5

|
La figure ci-dessous représente un demi-cercle de centre O, |
de diamétre [AB] et de rayon 1.

— . M
//’ ~F] ™
/ ~
e
/ = N
.’f // A
{ -4 / \
< o |
A (] H B

1) Calculer cose en utilisant chacun des deux triangles
HAM et MAE

2) Montrer que : AH =1 + cosf.

3) En deéduire que ; cos = Lz?s'ﬁ

4) Comparer c et f. En déduire que si D<o *f-i , alors
cos?a= %

5) Application

Calend trigunometrigue
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Calcul de cos% , sin % et tan % 1) &) Montrer que quel que soit x de IR :
| cos(x+§-):sin(§--r)

b} Resoudre dans IR I'équation :

i@ Soit ABC un triangle rectangle en A tel que :
2 ABC=Z
BC =2a et AB g ¢ | sin(Ex-‘-E}—-COS(x+£) — i
1) Soit O le milleu de [BC]. T4 4) reparatoires
Soit H le projeté urthogonal du point A sur la droite (BC) 2) Résoudre dans J- ; f le systéme :

a) Montrer que : AOH"; ; Z\_ ( o Ry
i sin(2v+§ ) =cos x+ %) et régles 210
| b) Endéduireque:0H=HA=T et AB=a/2+,2 | Sy xc0s£=0
2) Dans le triangle redangia AHB, calculer : , I _—
| I
Saa sing 's ot tan & F @ Pour tout réel x, on pose :

5T
@ Sachant que sin t— cos t = a, montrer que : C{X}_sm{& il 3J {EHTJ

cos r—srn’l——(:} —a?) 1) Calculer C(0).
2) Montrer que pour tout x de IR : C (x})=2 sin(

E i 1r] |
Quations et inéquations trigonométriques | 3) Résoudre dans IR I'équation : C(x)=—,/3

_ ¥ I | ) 1 4) Résoudre dans l'intervalle [0 ; n] l'inéquation ;
1) Résoudre dans l'intervalle [0 ; 2] 'squation : sinx+ =0 | Cl<— /3
e
2) Résoudre dans l'intervalle [0 ; 24] I'néquation :Sinx + ‘21:* 0L SR = —— .
T 7 1 msor cités att
= : o : | Solent ABC un triangle inscrit dans un cercle (#) =
Résoudre dans l'intervalle [x 2n] I'équation : O et de rayon R, H ?Q projeté orthogonal du () 3 Capautes attendues
41:052:—2['."5-# f3)cosx+ B=0 | droite (BC).
iS5 dae Firteivaio y . e | La demi-droite [OH) coupe le cercle (#) en |,
U n —x ; m] I'équation : —
€soudre dans l'intervalle [-x ; n] I'équatio On posa BAC =& -

1—,3 3 3
2‘/ ,sln;—%--o [ I}Momrerque:lC=ERSin% et CH=2Rsin

ition de données statistiques,

graphiques statistiques et son interprétation.

6 6 6

ion des caractéristiques de position et de dispersion.

sin? x —

les différentes caractéristiques de position.

2) En déduire que : sina :ZSIn%oos%

der les différentes caractéristiques de dispersion.

Résoudre dans IR I'équation : |
tan® x — {1+ /3)tanx + /3=0 I — —

Contenu

| s xby=
|® 1) Résoudre dans IR® le systéme :

Pour tout réel x, on pose Afx) = cos®x — sin’x,

&

® 6

- T

pid
1) Calculer A[z’*' 3?1’) % oo s cos IF o -
| 2) Montrer que pour tout x de IR \[%+km’kez] 2) Sachant que 5 3}?5 i 2 ® Activités préparatoires @ Définitions et régles
Ona: A }_1—Tanx | cosscus—— o ) ’
x 1+tanx ion dss données - cffect:fs et m Vocabulaire et notation
| 3) Résoudre dans IR 'équation : A (x)= 3 | calculer cos % et cos 35’*' : = fréquences et fréq w Graphiques statistiques
= - —— = = { an - S m Caractéristiques de position d'une séric
3) Montrer que : 1+2oos ~ 4 2¢08 = + 25 4 5 A
Soit x un nombre réel. On pose : L ) d _5_ 5 ques de position d'une série statistique
-t - ; i [ e TR ——= I 3 ; b ps
B(x) = sin (4x — x) + 3sin 4x + sin (4x + ) Dans un triangle ABC, on pose a = BC, b= GA: ™ (,arfufermthuc& de dispersion dunc série
ques de dispersion statistique

1) Montrer que : B(x) = sindx pour tout x de IR. 2p =a+b +c. Soit S |'sire du triangle ABC.
2) a) Montrer que : B(~x) + B(x) = 0 | a=croos B orhens o
b) Montrer que pour tous x de IR et k de Z i

ona: a(x—k£)=3(x)_-a(mk%] |

¢) Calculer B ( 200;”)
2) En déduire que :

| 3) Résoudre dans 10;5[ Iéquation : /2B (x)=1 |acos A +bcos B +ccos o =2p(cos i +cos B

caractéristiques d'une séric
Emploi de la calculatrice

P ) @ Points essentiels
1 des caracteristiques de position et @ e I

—— ———
1) Montrer que : b=acos C +ccos A

- =
=bcos A +acos : - :
2 @ Exercices résolus

® Exercices et problémes

‘ Catlewd trigonométricun




Organisation des données - effectifs et effectifs cumulés - Fréquencg e - =
‘ W fréquences cumulées - Représentations graphiques Caractéristiques de dispersion
Le relevé suivant donne les notes obtenues par les ik = ) ) )
éleves d'une classe en mathématiques. ;25; 1:?5 :; 1?.;,5 1%'5 185 255 1; 110' Les deux graphiques suivants représentent deux séries statistiques associées aux notes obtenues par 10
j ) b éléves en arabe et en mathématiques.

1) a) Former un tableau statistique des effectifs et des 105 19 11 19 13 135 105 17 108
12 16 95 17 185 11 135 o5 NN

effectifs cumules

O Bmma .

b) Quel est le nombre déléves ayant obtenu une E T [ 1] ]
note inférieure ou égale a 10 ? m, - L - : | | | | |1 [ T ‘ i | ~L P 7 P i I| | T
c¢) Construire un diagramme en batons de cette série | Tableau statistique d'une série statistig Sl | | ] | | | | T |8 i | | | | ’:I
statistique et le polygone des effectifs cumulés. | Note x._ e %y | | gl | | | | i | | - T .. = N'_l ‘
‘ 2) a) Dresser le tableau des fréquences et des . Effectif n, | ol L0 R ] J [ [ | | [ | ‘F"
fréquences cumulées. Effectif camulé N,| Ny | .. | Ny | o G | | s | i | d _ 1 > J S : T -i
bj Quel est le pourcentage des éléves ayant obtenu | ¥ | | [ [ 1=l f —| |
une note inférieure ou égale a 12 7 - L'e‘:ectli n, est le nombre d'éléves ayant o j [ | I =l |
3) a) Grouper ces nolesﬂpar inter\.rlailes d'ampiitude 5 en # ::ﬂ;:,:ti f.cumele NioorresHondant AEIR ' | | | ' : 3 |
commencant par lintervalle [0, 5[. nombre d'éléves qui ont obtenu une note = | | | | i Lo | | ‘
Former alors un autre tableau statistique d'une ou égale & x; : i 1 [ | | T]Avgbe| | |
série statistiqgue exprimée en classes. N=n+ng+..4+m ; IRl l [ [ |1 =
- La fréquence de la note x; est le nombre f 4""*'" i SIS i [ RS 11 —‘ ‘

b) Construire I'histogramme de la série statistique

obtenue - Nestl'effectiftotal : N=n; +ny +... + rpp
1) Dresser un tableau statistique pour chacun des deux matiéres. ‘
‘ m Caractéristiques de position d’une série statistique 2) Verifier que les moyennes (arithmétiques) des éléves dans les deux matiéres sont égales, |
[ - o 3) Caiculer | : i i

Les poids (en kilogrammes) de 25 enfants sont donnés ci-dessus : ) a drﬁerence‘entre .Fa plus grande nqte et la plus petite note pour chaque matiére. Quelles sont |

; B les notes les plus dispersées par rapport 4 la moyenne ? Est-ce les notes d'arabe ou celles des
31, 48; 40; 45; 46; 34, 42; 40; 35; 48; 45; 42; 52; mathématiques ? Comment expliquer ce résultat en utilisant le graphique 7 |

. 40; 45; 42; 48; 37, 39.5; 54.5, 40; 35; 4Q; 31 _, 44 i 4) Pour mesurer la dispersion des notes x autour de la moyenne arithmétique ¥ , on calcule la moyenne

1) a) Former un tableau des effectifs et des effectifs cumulés. des distances |xi—x
b) Quel est le mode de la série statistiqgue obtenue ?
c) Déterminer la médiane et la moyenne arithmetique des poids de ces enfants.

2) a) Le tableau suivant donne une répartition des enfants en classes d'amplitude 5 kg (chacune).

entre x; et X c'est-a-dire la moyenne de la série statistique (|xi— x|;m). |

Le nombre réel |xi— \| est appele écart entre x; et ¥ et la moyenne de ces écarts est appelée écart
moyen et est notée e.

Calculer I'écart moyen de chacune des séries statistiques associées a la langue arabe et aux !
mathématiques.

Classe I; [30; 35[|[35; 40[|[40; 45[ |[45; 50| [50; 55]

Quelle est la série qui a la plus grande dispersion ? Est-ce celle qui a le plus grand écart moyen ou le ‘

Effectif n;
contraire.

Effectif cumulé

Fscipior &t caitiplster oo tablesi, 5) gﬂnzf;; E;usli :E;Ltljr: Fcz: ils?\?rsmr: en ut:llsgnt la moyennre c!.aj lla série_: .( (xi—X)"in;) appelée variance ‘
b) Quelle est la classe modale de cette série statistique ? ' v o8 apgein/coact i da'le sona @atistoue (4, ).
¢) Déterminer une valeur médiane de cette série et calculer sa moyenne arithmétique.

3) Verifier que pour les deux séries statistiques précédentes, la valeur médiane est la plus petite valeur
du caractére dont I'effectif cumulé est inférieur ou égal & la moitié de I'effectif total

Calculer la variance et I'écart type de chacune des séries statistiques précédentes. |

Comparer les deux variances et les deux écarts types.

e S

Statéstigue

Sratestique



m Calcul des caractéristiques d’'un

e

=
L
~

R ACTIVIIES METARS

e série statistique - Emploi de la calculatri

| La liste suivante représente les notes obtenues par 10 éléves dans I'un des devoirs du controle continu ;

8-11—13—?-12-12-6‘13—7-15

1) Calculer la moyenne arithmétique X de cette série statistique de notes.
2) Recopier et compléter le tableau suivant :

‘ Nofa Effectif i [ Ecart alo—3| i)

X ni |xj__x1

Total Total Total

3) Activer une calculatrice scientifique et la régler sur le mode STAT ou SD.

Généralement, pour saisir les données numériques, ou appuie sur la touche |DATA | ou ENT* {ou
voir le manuel d'utilisation de la calculatrice). )

Calculer I'écart moyen e=7 ,la variance V=1 et I'écart type o = ,/V , puis vérifier les calculs
en utilisant les touches suivantes :

.
Touehe 2 | B I'\

Résultat sur I'écran _I_N AJ D o l X

L%

4) Autre méthode de calcul de la variance
Recopier ce tableau et le compléter

e

2

i L) -
Dans cet exemple, vérifier que V=17—%

Pour vérifier les calculs en utilisant la calculatrice, employer le tableau des taches ci-dessus.

Sbatistigue

Un professeur veut comparer les résultats de deux classes du méme niveau, dans la matiére qu'il
enseigne, en recourant aux moyennes observées dans 12 devoirs effectués pendant I'année scolaire.

Moyennes de la classe A : l
10-11,3-108-87-10,2-98-71-7,9-11,7- 13,1 -9,3-10,7

Moyennes de la classe B :
9-10,1-98-86-11,2-88-91-9,7-10,5- 10,3-11,5-9,6

4) Calculer les moyennes arithmétiques %, et % des notes de chacune des deux classes (valeurs
approchées a 107 prés).
2) Les deux classes ont-elles le méme niveau dans la matiére considérée 7

3) Donner une valeur approchée a 107 prés de chacun des deux écarts types OA el 0B des notes des
deux classes.

4) Quelle est la classe ayant le plus de régularité dans son travail pendant I'année scolaire ?
Justifier la réponse en comparant OA et 0B ,

5) Déterminer pour chaque classe le pourcentage des notes appartenant alintervalle [X—0,X+0
puis a l'intervalle [x —20,%+ 20|

Que peut-on déduire des résultats conjugués des questions 4) et 5)?

Statistique
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| -

Vocabulaire et notation

.L'ensemble sur lequel va porter rétude statistique

statistique
- La propriété

variable)

Le caractére quantitatif est celui qu
traduire par des mesures ou des nombres
grandeur

- tout &lément de cet ensemble s'appel
{ou le phénomeéne) qui fait I'objet de I'étude s'appelle caractére (ou

- ce caractére est soit qualitatif, soit quantitatif.

- quantité...).

Le caractére qualitatif est celui que l'on ne peut pas
(marque d'un produit ; couleur ; ...).

- On considére une
prend les valeurs AUMEriqUES Xq | Xg o s
« Le nombre d'unités de la population corresp
correspondant (ou associé)

X

est appelé la population

lle individu ou unité statistique.

e 'on peut mesurer, c'est-a-dire que I'on peut |
(taille ; poids

- résultat numerique ;

exprimer par des nombres

population statistique dont le caractére étudié est quantitatif et |

ondant a la valeur x s'appelle I'effectif
a x; etse note njollsisp.

» Le nombre d'unites pour lesquelles la valeur du caractére est inférieure ou egalea x ,

s'appelle I'effectif cumulé
. La somme de tous les effectifs corresp

s'appelle 'effectif total el se note N.

« L'ensemble des couples (x; ; ny) est appelé série statistique
présentées et consignées dans un tableau st

.Si le caractére prend beaucoup d

[Carncliex;

}jﬁecﬁf n
Effectif cumulé Ny

intervalles. de méme amplitude, de la forme I; = [a;, 8+
Le nombre d'unités pour lesquelles le caractére prend

classe I, s'appelle effectif de la classe |,
Ainsi. on obtient une série statistigue (1 ,
dans un tableau statistigue comme suit ¢

Statistique

et note n;.

correspondant a Ny et se note Ny=nq + Mg+ coeeees +0; .
ondants a toutes les valeurs du caractere

- ges données sont

atistique comme suit :

& valeurs, on groupe ces valeurs dans des

4[ qui sont appelés classes. |
une valeur appartenant & la

n;) exprimée en classes que I'on présente

[ ] @i
N n

Effectif n; ny

I_Eﬁectif cumulé N,Li\h 1

N R

La statistique  désigna ||
rensemble des méthodeg
mathamatiques qui ant
objet la collecte

ensemble de données
d'informations, le traitement
et linterpréiation de ces
données.

L'activité statistique se
axister depuis
longtemps. D
civilisations ont eu ree
a des procédés siatisti
comme le recensement g
terres, des producl
agricoles, de la composil
et la richesse des soci

Aujourd’hui, la sta

devient un [nstrument
efficace pour &tablir
prévisions. ]

. On considére une série statistique (x;; n) ou (I; n)) dont l'effectif total est N

(1=i=p)

m

Le rapport fi= N est appelé fréquence de la valeur x, ou de la classe I, Le

nombre |Pi =100 x f, | est appelé pourcentage de x, ou de |,

La fréquence cumulée correspondant & x, ou a I; est le nombre :

ples et applications

en mathématiques.

*.La population
'ensemble des éléves

+Le caractére est la note qui est

guantitative.

statistique  est
; chaque

gléve est une unité statistigue.

B Le relevé suivant contient les notes ; =
obtenues par les éléves d'une classe

47051 8 10 42 15 1008

O £ R | T v R R
12 10 12 10 8 10 9 12|
7084 1 4 =812 6 10

e T LR LR il 1 i L

. Présentons la série statistique (; n;) en dressant le tableau statistique des

effectifs et affectifs cumules.

;_:DEFINITTONSH REG

* On dit que n individus (de
la population) sur N sont
favorables & la valeur x; du
caractére.

*On dit que le pourcentage

des individus favorables &

la valeur x; et Py %.

+ Pour organiser les données |

sur le tableau, on ordonne |
les valeurs du caractére

puis on recense le nombre '

2O R - - T

‘Effeclifcumulé | 2 | 3 | 7

15|18 (25| 29 | 34 | 36 | 39 | 40

+ Les valeurs du caractére sont x; =4 ;x;=5; ... ; Xp = 15.

* Le nombre d'éléves qui ont obtenu la note xg = 9 et n; = 3 ; c'est I'effectif de

la valeur xg.

+Le nombre d'éléves ayant obtenu une note inférieure ou égale a 9 est :

Na=n1+n2+___
valeur xz = 9.

+ ng = 18 ; cest I'effectif cumulé correspondant a la

* L'effectif total est N = 40 : c'est le nombre d'éléves de la classe.

+La fré _ Loz 7
faquence de la note. w. =10est = N ~=ag etson pourcentage est
Py = 100f, = 17,5. Ce qui signifie que 17,5 % d'éléves ont obtenu une égale

a10.

* Groupons les notes dans des classes d'amplitude 5 : I, = [0; 5[, I, = [5: 10[,
I3=10; 15[ et I, = [15; 20[. On obtient la série statistique (I; n) (1 si = 4)

presentée dans le tableau statistique suivant :

d'app de ch
valeur sur |a liste.

e

Statistigue




Classe [0; 5 | [5:10[ | [10; 15[ | [15 ;20]
Effectif 2 16 21 1
Effectif cumulé 2 18 a3 40

[ On a relevé les tailles de 35 éléves d'un établissement scolaire.
Les résultats sont donnés (en cm) dans la liste suivante :

151 - 169 - 166 - 170 - 165- 170 - 153 - 168 - 169 - 155 - 174 - 164
157 - 169 - 174 - 153 - 168 - 162 - 172 - 172 - 169 - 170 - 152 - 169

168 - 169 - 165 - 172 - 154 - 174 - 165 - 151 - 169 - 157 - 174,

1) Former un tableau statistique des effectifs et effectifs cumulés, puis calculer
les fréquences et les fréquences cumulées.

2) Grouper les éléves par classes de longueur 5 cm & partir de la classe [150; 155[.
Donner le tableau des effectifs et effectifs cumulés de la série statistique
obtenue, et calculer les fréquences et les fréquences cumulées.

2 ) Graphiques statistiques

Si les tableaux statistiques nous fournissent des données numériques utiles pour
avoir des informations, la traduction de ces tableaux par des représentations
graphigues nous permet de présenter ces données de maniére plus suggestive
et de se faire une idée globale du phénoméne étudié.
M - Représentons la série statistique (x; n;) citée dans I'exemple précédent (x; est
la note et n, le nombre d'éléves).

" Effectifs

polygone des eﬁgctits
g

e

diagramme en
batons des effectifs

N ow Ao o~

| Notes

I

8 9 10 11 12 13 14 15

|
12 3 4 5 6 7

 Représentons la série statistique définie par les classes (I;; n) dans le méme
exemple (I, classe de notes et n; nombre d'éléves).

Statistigue

-~ _DEFINITIONS EY REGLE

Effectifs

Histogramme
des effectifs

polygone des
effectifs

Notes

@ Representer les deux séries statistiques (x; n) et (I;; n;) relatives aux tailles des
gleves proposées a I'application précédente.

Caractéristiques de position d'une série statistique

3.1 - Le mode

QDEFINITIONSE?T REG

UL Le mode d'une série statistique est la valeur du caractére qui a le plus

Dot un repr i d effectif.

Exemples

+Dans le cas de la série statistique précédente relative aux notes des éléves, le
mode est la note 10 qui a le plus grand effectif, & savoir 7.

*En ce qui concerne la série (I;; n)) associée aux classes de notes dans le méme
exemple, la classe modale est [10; 15[ qui a le plus grand effectif, & savoir 21.

-En joignant les 3.2 - La médiane
coordonnées (X, Ml e

obtient fe polygont ] - -
On considére une série statistique dont les valeurs du caractere sont

effectifs.

~De méme, ON par ordre croissants.

représenter le d . 3 ‘ A X

on Fiibns CrcaEE Ute valeur M du caractére qui partage l'effectif total en deux parties de méme
cumulés. g aclif et appelée médiane de la série statistique.

Exemples

Considérons la série statistique

Caractére 4 =] 7 S8l B85 | 8 18 (i 11

effectif S e T e R I
NOlequle:4-4:5A?—?-?-8-5,5-8.5-9-9-10-10-10-11
— Ak A A

médiane M

somme des effectifs 7 somme des effectifs 7

Le polygone est la ligne
brisée obtenue en joignant
par des segments les milieux
des bases supérieures des

de

* Le mode est la note obtenue
par le plus grand nombre
d’éléves.

Remarquer que I'effectif de
toute valeur inférieure (et
supérieure) & M ne dépasse
pas la moitié de [I'effectif
total.

=)

Sratisticque




2

effectif

4

somme des effectifs 6

Dans
statistique. On prend, par exemple, le

Noterque:i_— 6«86 -B65-7-8

ce cas tout nombre M compris entre 8 et 10 est une médiane de cette se

- 10-10 - 10
[ W

somme des effectifs 6

-1 - 11 212
I

mediane M
rig
centre de l'intervalle [8, 10[ c'est-a-dire 9.

SITTHEICH © |a plus petite valeur du ca

égal a la moitié de P'eff

Exemple et application B

familles :

actif total est une médiane de la série stafistique.

@ Le iableau statistique suivant se rapporte au nombre d'enfants dans certal

ractére dont l'effectif cumulé est supérieur ou

ines

Nombre d'enfants

1 2 3 4 5

Nombre de familles

50 | 35 | 16 | 10 | 10

Déterminons la médiane de cette série statistique.
On dresse d'abord le tableau des effectifs cumules.

i

moitié de I'effectif total (c'est-a-d

B o

Effectifs 4

La plus petite valeur du caractére dont |
ire &4 60) est 2. Donc M =2 est la médiane.

@ Déterminer la valeur médiane de la série statistique suivante :

Nombre de familles - Effectif n;| 50
‘Effectif cumulé. 5 | & | 10 | 110 | 120 \
L'effectif total est N = 120 ; sa moitié est g =60

‘effectif cumulé est supérieure ou egal a la

graphiquement.
3.3 - La moyenne arithmétique

Construire I'histogramme des effectifs cumulés

puis déterminer la médiane

Definition

nyX xq+

L. Soit (x; n) une série statistique (1 <isp) d'effectif total N. La moyenne

arithmeétique de cetie série statistique est le nombre :

nzXxz+..+MNpXXp

X—

. Statistigue

'Remarque : Dans le cas d'une série statistique (I;; n)) définie par les classes
=l a, \[. on applique la méme formule, mais x; représente le centre de la

classe 1 c'est-a-dire : e
30it la série statistique :
effectif 3 2 10 25 12

":eﬁecﬂftotal est:N=3+2+10+25+ 12 =52
a moyenne arithmetique est :

= 2x34+Tx24+4x104+10x254+11x12 _ 442 _
' 52 =gp T 0e
oit la série statistique :

[3; 4 [4; 8

Classes [1: 2 [2; 3]
Emfs 2 1 R 4

iftotalest :N=2+1+3+4=10.
J':__\eentres des classes sont 1,5 ;25 ;3,5 et 4,5.
‘moyenne arithmeétique est .
~_ 1,5%2+42,5x%1+3,5%x3+4,5x4
R 10
j-lagramme circulaire ci-contre représente les catégories d'éléves d'une classe
) la note S obtenue dans I'un des devoirs du contrble continu.
de deux fagons différentes la moyenne des notes de cette classe sachant
est composée de 40 eléves.

=3,4

IEr_actéristiques de dispersion d'une série statistique

‘Ecart moyen, variance et écart type

‘Soit (x, n) une série statistique d'effectif total N, de moyenne

X (1sisp).
. moyen de cette série statistique est le nombre e tel que :
: a_I'Il|3<1—3?|+I'l2|x2—f|+ ...... +np|xp—?|
N

de la série statjstique est le nombre positif V tel que :
v m(m-—?c) +n2[x2—f)_+......+np(xu—i)h
b N

e de cette série statistique est le nombre positif & tel ques =/V .

s Xt My g4, &Ez
s o
X=Rx+ +...+%?':_q-

E=hxthix,+atlhx,

ol f; est la fréquence de la
valeur x;.

diagramme circulaire

0s5<5 [

5§=5<10

10ss<15
15s8<20 [l

«Dans le cas d'une séria
statistique  répartie en
classes (I; ny,

On prend x; égal au centre
del,.

+Ces caractéristiques
permettent de mesurer la
dispersion des valeurs x;
autour de la moyenne * .
| e et la moyenne de la série
|
[ (|a—%ni)

+ V st la moyenne de la série
((:n—f)';m)

Statistique




Exemples et application

B Le tableau suivant donne les notes obtenues par 10 éléves en langue frangaise et
en mathématiques.

1

| Notes de frangais T4 31010 8 1 9 11013 | 7 |[183]M

Notes de mathématiques | 8 |11 | 13 | 7 13| 7 | 16

12112 6

Etudions la dispersion des notes de chaque matiére autour de la moyenne.
- Vérifier que la moyenne de chacune des matiéres vautx=10,5 |
= Calculons I'écart moyen de chacune des séries statistiques constituées des notes

de chacune des deux matiéres.
Frangais l Mathématiques ’
I

PR - DEFINITIONS ET REGLES

Les études stafist
utilisent souvent les ¢
intervalles [X—o; %+

| X ni |X-|-_3| I'll_x'_n—ii Xi n |X|—'f] I n||x|—ii £ b
| i 1 35 35 6 1 4,5 45 Kmemest six leS
y la dispersion de ses v
9 2 1.8 3 7 2 3,5 7 autour la moyenne.
: 8 1 25 2.5 effet, on déterm|
10 2 05 1 :
: il 1 0,5 0,5 poticsseage: oo
11 3 05 1.5 12 2 15 3 caractére se trouvant
13 1 25 25 13 5 o5 5 L:ndesinmmllns cité
: ' r exemple, pour la
14 1 35 35 16 1 55 55 statistique  des
gais, ona:
I _3,5+341+1.5+2,5485 _ . [7-oiz+o]=[8

8F 10

| L'écart moyen du frangais est :
_4,5+7+2.540,5+34+5455
= 10 =2,8

L’ecart moyen des mathématiques est . em

Les deux series ont la méme moyenne ; cependant ey > ex.
Ce qui signifie que les notes de mathématiques sont plus dispersées autour de la
moyenne tandis que celles du frangais sont relativement concentrées autour de la
moyenne.
WM Veérifier que la variance du frangais est Ve = 3,65, que son écart type est 0F=1,9
et que la variance des mathématiques est Vy; = 9,85, que sont écart type est
om=3,1.

4.2 - Autre formule de la variance

La variance de la série statistique (x, n) (1 =i = p) d'effectif total N et

Propriete
de moyenne arithmétique X est :

17 2 2 =2
V=p{mxi+nzxj+..npx))-%

Statistigue

cet intervalle co
notes sur 10 c'est-
de I'effectif total.

2. POINTS ESSENT
S

T/

Série statistique : Effectif et effectif cumulé - Fréquence et fréquence cumulée - Pourcentage

On considére une série stafistique discréte (x; n;) ou continue (Ii; m) exprimée en classes |, = [a; a,[on |
1<isp.
+Le nombre n, est I'effectif de la valeur x du caractére étudié ou l'effectif de la classe I;. ‘

*L'effectif cumulé de la valeur x; oude laclasse [ est Ni=ny+n;+..+n

* La frequence de la valeur x; ou de la classe I, est :  fi= ﬂ-
ou N est I'effectif total : N=n, +n, + ... + n, |
*La fréquence cumulée de la valeur x; ou de la classe I est : F,=f, +hht .. +f ‘

* Le pourcentage de la valeur x ou de la classe I, est : p;= 100 x f;

Caractéristiques de position d’une série statistique |

* Le mode d'une série statistique est toute valeur du caractére ou toute classe (du caractére) qui a le plus ‘
grand effectif.

* La médiane d'une série statistique est toute valeur M telle que la moitié de |'effectif total a une valeur de |
caractére inférieure & M et I'autre moitié de I'effectif a une valeur de caractére supérieure a M.
La plus petite valeur du caractére dont I'effectif cumulé est supérieur ou égal a la moitié de |
I'effectif total est une médiane de la série statistique.

*La moyenne arithmétique d'une série statistique (x; n;) (1 =i = p) est le nombre :

= M+ mat..+hix |
x= N

Si la série est exprimée en classes I;, alors x; est le centre de la classe I,. |
Caractéristiques de dispersion d’une série statistique |

= -
*L'écart moyen : e="”x1‘x|‘+-;‘+rb|x,—x| |

-2 —2
*La variance : v="la=x) +'IG+"F(XP“X}

2 2
On a aussi vem_iz |

*L'écart type : 0=/V |

Statisticue




/M.
Une machine produit des tiges métalliques de 25 mm de
diametre.
Afin de contrdler la production de la machine, on a effectué une
étude stafistique sur un échantillon de 100 tiges choisies au
hasard.
Les résuitats obtenus sur les mesures des diamétres (en mm)
sont consignés dans le tableau suivant :

Ona: S
X 10‘0‘:24.932
v=-C _<2_g21,7306—(24,932)°
100
V =0, 134976

o =,/V=0,3673908

On prend des valeurs approchées a 107 prés c'est-A-dire :
P Pi

Tableaux statistique -
Représentations graphiques

La liste suivante représente les notes obtenues par 40
£ gleves en mathematiques dans une classe.

95 11 10 [ 11 |

1) Quelle est la population statistigue 7 Quel esﬁ,
caractére étudié 7 Est-il qualitatif ou quantitatif 7

2) Représenter cette serie statistique par un histogramme
et par un diagramme circulaire mettant les pourcentages
en évidence.

Lecture des représentations graphiques
et extraction des données

_ TP i1 |20 [10,5] 15 | : i ;
2 W - - Mt : Ce graphique représente les renseignements a propos
(24,2 ;24,4 5 x=24.93mm gt o0=0,37mm Lo i L S - B TE_ . 1_3_-_?___?_ des poids des nouveau-nés dans un hopital.
: 11 [ 19| 13 |13 11,5 17 | 10 | 12 . .
[244 ;2486 14 Les critéres de qualité sont-ils réalisés ? 82 | 16 |95 |17 [105| 11 | 13595 12 | 7 ) ;‘ie:opler Fss Hambou it
[24,6;248( 23 Ll 24.9.’3|2524.9.25.1| 12 | L2152 L1 L2102 ] . g?a:!'ﬁgze u
[24,8;25] 19 : 1) Déterminer la population statistique et le caractére daris in |
[25;252] 15 etag 0,4 étudlle. Ce cgractere est-il qualitatif ou quantitatif ? Est-l tableau J o 1 |
[252 254 10 continu ou discret ? statistique, g ;
54256 9 - Lintervalle |[¥—20 . +20| qui est [24, 19 ; 25, 67] ) Dresser un tableau statistique des effectifs et des 2) Déterminer les
[254 ;256 | - : . " effectifs cumulés de cefte série statistique effectifs les
(256258 ( 5 l'intervalle [24, 20 ; 25, 66] ; iis, a
e B i g g o 8) Représenter  graphiquement les effectifs par un effectifs 5
(G X R20 200, RON Bl AT e S s e diagramme en batons, et les effectifs cumulés par un | ﬁ:’;:éi%eq Iaest
2 s fEE e = r ot [ 1152 253 38 448 8
= . diameétres appartiennent a lntervalle [ 24,20 | 25,68 "4) Grouper ces notes par intervalles dont chacun a une pourcentages. Ll
Des experts du controle de la qualité de production declarent Done la production de la machine est bonne amplitude de 3 a partir de l'ntervalle [5; 8{, Construire
que : la production est bonne si les critéres suivants sont!  Remarque : On peut déterminer le nombre de tiges dol I'histogramme de la série statistique obtenue. [ e x> 1
satisfaits diamétres appartiennent a cet intervalle en til Le . graphique ci-
- La moyenne ¥ apparient & lntervalle (24, 9 ; 25, 1]. le polygone des sffectifs cumulés croissantss | L& tableau statistique suivant donne des renseignements a 322 i re’;";:ﬁg;i ‘-c
- 'écart type o est inférieur strictement a 0,4. e \propos des tailles d'un échantilion de personnes. Calativee Ak s, 2 ]
495 % au moins des diamétres appartiennent a lintervalle A % | T d'un échantilion de .
Bl <150 /150 =T <160 [160=T < 170|170 < T < 180 180 = T < 190 personnes lors d'un 1] | =
[_\—-~26;f+20i LRl sondage. : iy
| ] S i |
LS — — — 100. L “+ 7 I | s 1) Recopier  les o | I
A satlso = g ¥ b s i e : ! | : | données de ce — | [l
uestion : La production de cette machine peut-elle &tre : =75 - raphique sur un e e e
: : 1 9 q
S e orine Honne % ; }Quelle est la Ipopulafho.n stal:sllql.‘.le .'? Quel s_st le tbleti selstie : |
o : ; . : caractere ? Est-il qualitatif ou quantitatif ? Est-il discret en mettant @ R TR T T TR Vi |
Utilisons le tableau suivant pour calculer © et la variance V : 'oU continu ? koo s IR
C 2) Représenter cette série statistique par un histogramme effectifs et les effectifs cumulés. |
X, centres Effectif 0% I n T €l tracer le polygone des effectifs. 2) Pélermiperrlgs pourcentages de cette séri_e statistique et |
de classes n, ] 3) Dresser le tableau des effectits cumulés. es représenter par un diagramme circulaire. s
243 b 1215 2952 45 | : :Ql-_ia! est le nombre de personnes dont la taille est
245 14 343 840350 | elen B I inférieure 4 160 cm 7 . Caractéristiques de position
247 23 568.1 14032,07 | o| 42 1 58 e ,_?m&sar le tableau des fréquences et des fréquences | d'une série stallstiqua
24,9 19 4731 1178019 | x—20 s v +20 _:-'“f'lﬂmsz Déterminer alors le nombre de personnes de |
| 251 15 3765 9450,15 — peure a 15"0 Lt 'o On considére le relevé suivant qui fournit les données
L'effectif correspondant & 24,2 est 0 et Ieffectif cof g : : . : : concemnant la durée, en minutes, qu'il faut pour un ensemble
253 10 253 §400,90 B ® fableau suivant donne a répartition des éléeves d'un de 20 éléves pour aller de leurs domiciles a I'établissement.
255 9 2295 5852,25 25,66 est 96. feee selon les sections ks ettt o
e g iamete T Ea— Nl S e : -10-15-20-10-25-20-15-10+-5
< - e 20240 Donc entre 24,20 et 25,66, il y 96 tiges de dia s | 5 s Sectians | 15-15-5-15-25-10-20-15-15-20
= = = entre ces deux valeurs. aines |exp ‘tales| i thematic h ‘ Sl B
o JERNRIN]S =248).2| C = 5217396 = 1) Former un tableau des effectifs et représenter le
L o = & [ diagramme en batons des effectifs.
2) Déterminer le mode, la mediane et la moyenne
— S oL arithmétique de cette série statistique. ]

Statistigue

Matistigui



== _pXercices ETPROBLEMES {1 @R M =

— = ] 1) Former un tableau statistique des effectifs et des

Les éléves d'un tronc commun scientifique ont obtenu les

| 1) Calculer le mode, la médiane et la = effectifs cumulés de cette série statistique. ; ,
o La liste sulvante donne le nombre d'années passées par un | arithmétique de cette série statistique. : i q oy notes suivantes dans I'un des devoirs de mathématiques :
nambre d'éléve au college avant de relomdreienseignement 2) Calculer Mécart moyen, la variance et I'écart fype g 2) caklzul_er la moyenne arithmétique de cette serie BT —————
secondalm qualifiant. R S cefte série. ] statistique. | T ;4 -11: - 110 -8-
1)Dresser un ftableau| ;. 5t 4 : 4-3 y 4-4- | N e g | 3) a) Grouper ces poids par intervalles d'amplitude & T _'11 -102 '13 £
statistique des effectifs. s A k% -3 | @ Le tableau suivant donne les notes de B éléves, dans (chacun) & partir de [30; 35[, puis dresser un tableau omalioe 2 15 o
4 - TR L e e S classe, en langue arabe et en anglais. isti sri T T T
Flte?r?.semer cette Eeﬁﬁ L s S i g > g E | statistique pour la série obienue. 13-11-7-8-10-10-9
stalistique par e e I TIaE” alculer ms des | Notes otes il b) Calculer la moyenne arithmétique de la derniere série S
diagramme en batons. Bohul a0 b= moyenne des notes N?éléves d’'arabe d‘:n statistique. 1) Fotmen itaeii statistique faisant apparanre les
2) Déterminer le mode, la médiane et la moyenne | de chaque matiére. ; 95 5 X effectifs, les fréquences el les pourcentages,
; o s A | Omar 16 10 Représenter cette série par un histogramme. : : i
arithmétique de cette série statistique. | 2) Représenter | : el s | 2) Représenter par un diagramme en batons et par un
£ 1Y - = = - graphiquement par  Khalid 3 12 fréquences polygone statistique cetle série statistique,
o La direction de_ la meteorologie a enregistré Ie_s un diagramme en . . | 10 | a 3) Calculer le mode, la mediane et la moyenne des notes
températures quotidiennes dans une ville pendant le mois batons les notes de | : " ’— . des éléves de cette classe.
de décembre. chaque matiére, Omaima 15 10 ki . il Ay
_Voici la rgpamtn)n de ces températures : : 3) Calculer les | Mohamed 6 1l ] ‘@ Ce tableau donne les pu[ds de 160 nouveau-nes.
Temperaturesl 0 L = 5 8 | 10| 18 caractéristiques de | ... 14 | i 1) Construire le Poids en kg Nombre
i I T 1 § e B T dispersion de ! 5 ' polygone des d'enfants
Nombte f. 2 | 4 | 8 |56 8 | 2 } chacune de ces Basma | 7 12 13 ,.,‘ effectifs cumulés. [ 00
de iourv. ] | | | deux séries X g 2,24 moinsde2,5 5
| it i R O | Laid S e Ahmed 17 12 2) Calculer les | L
1) Déterminer la température médiane. ‘ statistiques. - . g — caractéristiques uDe 254 moins cra Z_E |1 |
2) Déterminer la température moyenne pendant le mois de 4) Quelles so:t les notes les moins d:spersées autour de Lk i b de position de |De28 amoins des 1 24
décembre dans cette ville. moyenng 7 :l dges (années) s —
L . ) s ST = 1S ;iﬁ;ﬁque séri® Ipeatamonsdeda | 40
Le tableau suivant donne la répartition de 30 jeunes L A : - . . | - | Sl ¥ |
es deux graphiques ci-contre représentent les notes / BT,
o adhérents & un club selon leurs &ges : étér:res englanp u: frandnios ol snpmathematiques P Le graphigue ce-dessus représente la répartition des 3) Calculer les .F’E‘j_ﬂ?o"js d:_a_:l.? Il l _4_2 |
9 G : lecteurs d'une revue selon leurs dges. Le sondage a été caractéristiques De 37 amoinsded | 20 |
Age Bi0[ (10,120 [1214[ [14,18] (i Beconisrion - e _ hom: |
) Recop Effectits | | Notes de P ffectué sur un échantillon de 200 personnes. de dispersion de |pasamonsdeds | 13
Nombre 10 4 1 7 donn:_es de: o 7 1) Former un tableau statistique composé de classes, leurs | cette série |— - i ]
de jeunes graf ;f'”es ane centres et les effectifs correspondants. statistique De 4,3 & moins de 4,6 6
un tableau i _ i s
1) Représenter graphiquement cette série statistique. statistique. 2 Determiner la classe modale et la classe médiane de | =S e —
2) Calculer la moyenne des ages de ces jeunes. 2) Galculer fa cotte série statistique. Exerci d the
i 3) Daterminer I'age médian de ces jeunes. ot | Bithering dos '3 Calculer la moyenne d'age des lecteurs de cefte revue. ercices ae syntnese
notes de chaque i e y
Caractéristiques de dispersion R E h tableau suivant présente | Le tableau suivant nous renseigne sur le nombre de
& e . visiteurs & un magasin de confecti les jours
d'une série statistique 3) Calouler les caractéristiques de dispersion da ol des données refatives aux § . g onfection pendant les jours de
4 &ries statisti i @ttidents de la circulation la semaine. Ce tableau est incomplet :
@ Le tableau suivant donne le nombre d'accidents de la de ces deux sefies staisligues, efregistrés pendant chaque | 50 oo R T
| cnculanon par jour dans une wlle donnee pendant 50 jours. 4) Quelle est la série la plus dispersée autour dans I'un des périmetres | e _ | j ;
Nombre | O FiEaa e a | moyenne ? rbains, . fecti I .
I | | L =ty S i (nombre de | 10 | | a8 | |
d'accidents Sl il el t)Caiculer la  moyenne | visiteurs) | |
Nombre 20 18 ] 2 | & as de renforcement des appre d Ilmmsu._lelle ges acaidents do | Enoett | 28 A ) (K o IR 200
| dejours | | | Eicuation’ dans. ce | cumue | |
A = e | — = _ Périmétre urbain, , et CIAEE i
Calcula;li II etcart moyen, la variance et I'écart type de cette | Les données suivantes concerent les poids (€N 68 Représenter graphiqement F'*‘[‘”jm ‘ ANISES ‘ |
série st ; | %)
sHstoue. Lo il -] enfants : cette série statistique. " B B,
- ; D i Fréquence | a7 |
{ Le tableau suivant donne la répartition des montants (en iner les pourcentages | s | |
de cette série statistique et § I ! | =

DH) déposés dans une bangue par 100 clients : (===} I
1) Compléter les données de ce tableau.

les représenter par un

Seatistique

Montant déposé | 1000 | 2000 | 3000 | 5000 10000
‘ \ ___ (en DH) Jils - i / Giagramme circulaire. 2) Calculer la moyenne des visiteurs par jour,
‘ _[ ‘Nombre de clients f8l0] 25 | a0 | 10 | 20_” — = PR = e

Statistiguee
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I-

Le graphique
statistique ci-
contre représente
le nombre de
victimes parmi les
cyclistes et les
motocyclistes,
dans une ville, 3
réparties selon -
leurs ages. g
(Les données sont

i

an).

pas 16 ans ?

e
. [ 2 |
e |
recueillies en un L‘?J . Agss

Nombre de
vicimes gy

[ I3 I 15 m

1) Quel est le nombre de victimes dont I'age ne depasse |

2) Que! est le nombre de victimes dont I'age est supérieur

ou égal 217 7

3) Quel est le nombre de victimes durant toute I'année 7
Quelle est la moyenne d'age de ces victimes ? |

4) Quel est le pourcentage des victimes d'age inférieur a

177

S~ _ EXERCICES ET PROBLEMES |

Un technicien en | Daréé de_vaiiaﬁ

Glectricité a examing |
500 lampes éleciriques
pour déterminer leurs L
durées de validité. Il
obtient les résultats du
tableau ci-contre :

1) Construire ——

I'histogramme et le
polygone des
effectifs de cette série. |

2) Dresser le tableau ~——
des pourcentages et determiner le pourcentage

lampes dont la durée de
heures.

3) Calculer la moyenne arithmétique X de cetts
statistique et calculer son écart type a.
4) Déterminer le pourcentage de lampes dont la durée g

validité appartient a chacu

[E—26;§+2G| et [}—U:Kﬂ:r!

- by — = @ Le tableau suivant donne la

une année scolaire se répartissent de la fagon sujivante :

[t [ [l e]

Nombre| Al

deyoirs | Hassan |

AEEFREEE R
s T =1 =
o | 2|86 |2 o‘o‘

1) Vérifier que Hassan et All ont la méme moyenne 2
2) Dresser un fableau de la forme suivante pour chaque

élave.

“Evectin, |

[

3) Caleuler |'écart

moyen pour chaque éleve et les

comparer, Quelles sont les notes les moins dispersées 7
Est-ce celles de Hassan ou d'All.

et L; de lampes :

1) Calculer la moyenne arithmétique de chaque série.

La relevé suivant donne la durée de validité de deux types L,

2) Calculer I'écart moyen de chaque série statistique.

Staeistique

3) Déterminer le type de lampes le plus homogéne ?

Les notes de Hassan et Ali en sciences physiques pendant |

d'un ensemble d'éléves :

CEfloctt | 4 | 5 | 12

1) Construire I'histogramme de cefte série statistique.
2) Déterminer le mode, la mediane et la o e e
naitre l'isométric et la similitude de figures.

arithmétique X de la serie
3) Calculer I'écart type o de
4) Déterminer le pourcentag

comprise entreT—o et ¥
Une machine produit des
diamétre théorique 24 mm.
Afin de contrdler 2
production de I'appareil, on
a effectud une étude sur
100 boules.
Cette étude aboutit aux

résultats consignés dans le | —

tableau ci-contre.

1) Construire I'histogramme
de cette série statistique.

2) Calculer la mayenne
arithmétique x et 'écart

a.

3) On considére que 1a
production est bonne s
les critéres suivants sont
réalisés :

“TE[23,9;24, 1]eta<04
- 90 % des diamétres appartiennent & [¥ —
La machine satisfait-elle les critéres de qua

e

“Classe |[80; 90[] [96; 1oﬁi][76b; o 110; 1201 {120: 1301

Transformations usuelles

en heures

|
1400; 500

[500; 600] préparatoires 224
[500; 700
[700;8000 |
(800: 900[

(900; 1000] |

validité ne dépasse pas

résolus 232

n des deux intervalles :

s et problemes 233

répartition des tailles (a_l?_J

Capacités attendues

0 | 15 |
—

tion de la translation, de Phomothétie et de la
iétrie dans la résolution de problémes géométriques.

statistique.
la série.

e des éléves dont la taill@
+ .

r la translation, I’homothétie et la symétrie.

Contenu

boules de fer spi

[Glasse (diamétre) | &
| 3232 &

. ® Activités préparatoires ® Définitions et regles

ic axiale ® Symétrie axiale - symétrie centrale -
translation

Alignement de points
- s H &t
nétrie centrale AL

= d Conservation de Paire
anslation
mothétie

vite d'Fuler

® Points essentiels

[Feas

@ Exercices résolus

. e @ Exercices et problemes
it ?




K 11 X7 S

m » Symétrie axiale

‘ Recopier la figure ci-contre.

Limage du point A par la symétrie axiale Sy, d'axe (D) est le paint
‘ A’ tel que (D) soit la médiatrice du segment [AA'].

Le point B appartient & la droite (D) ; donc le point B' image de B
par la symétrie axiale Sy, est confondu avec B ; donc B' = B.

‘ 1) Déterminer la nature du triangle AA'B. En déduire que AB = A'B'.

2) Construire le point C' image de C par la symétrie axiale S

‘ Les droites paraliéles & la droite (D) passant par A et Al
coupent la droite (CC') respectivement en HetH'.

‘ a) Déterminer la nature du quadrilatére AA'H'H. En déduire que
H'est limage de H par la symetrie axiale S,

‘ b) Montrer que A'H' = AH et C'H’ = CH.

Que peut-on dire des deux triangles AHC et A'H'C" ? En déduire que :

A'C' = AC.

‘ 3) Soit E un point du plan et soit E’ son image par la symétrie axiale S

‘ Montrer que : CAE'=CAE

Alignement de points

Soient ABC un triangle isocéle en A, et I le milieu du.segment [BC].

A l'extérieur du triangle ABC, on construit deux triangles équilatéraux
ACD et ABE.

Les droites (BD) et (CE) se coupent en un point L.

Les droites (BE) et (CD) se coupent en un point K.

1) Montrer que la droite (AJ) est un axe de symétrie du triangle ABC.
2) a) Montrer que [Al) est une bissectrice de I'angle DAE .

b) En déduire que la droite (Al) est la mediatrice du segment [DE].

3) En utilisant la symétrie axiale S, montrer que les points A, I, J et K
sont alignes.

Transformations wsuelles

s XmRmEREEEE

La symétrie axiale ©
la distance ¢
A'B' = AB I

SELNLEELE
La symétrie

la mesure de
géométriques c'es

CAE =(

) )
e
[ B .
MJ Symétrie centrale
Recopier la figure ci-contre.
L'image du point A par la symétrie centrale S, est le point A'tel [ | T T T R~ 1 IR
que O soit le milieu de [AA']. !_'J T T

i 1) Construire B' image du peint B par la symétrie centrale S,
Déterminer la nature du quadrilatére ABA'B'.
En déduire que : AB = A'B’ (1)
2) On remarque que A’ est défini par la relation OA'=—OA .

Définir de méme le point B' et prouver que AR =—AB
Vérifier de nouveau l'egalite (1).
3) Construire C' I'image du point C par la symetrie centrale S;.

|
T T |
Montrer que : BAC'=BAC | I 1 ‘ '

Conservation de 'aire

Soit ABCD un carré de centre O tel que AB = a (ol a > 0)

Soient (4,) et (A,) deux droites perpendiculaires en O et coupant les
segments [AB], [BC], [CD] et [DA] en M, N, P et Q (voir figure).

1) Montrer que les quadrilatéres OMAQ et ONCP sont symetriques (£2)
par rapport au point O.

2) Montrer que les quadrilatéres OQDP et OMBN sont symétriques
par rapport au point O.

3) En déduire que les quadrilateres OMAQ, OMBN, ONCP, OQDP

ont la méme aire et calculer l'aire du quadrilatére OMAQ en
fonction de a.

Translation

Soit ABC un triangle équilatéral.
1) Construire le point D image de B par la translation t, de vecteurAC .

2) Ccnstruire_ les points E, F, G images respectives des points A, C, D par
la translation t, de vecteur BC .

8) a) Montrer que les points B, D, G, E et F appartiennent au cercle () de
centre C et qui passe par A.

b) Montrer que I'hexagone ABDGFE est régulier.

(0}

.

Transformations sselles

c




m Homothétie

Soit (T) une représentation du quadrilatére ABCD (voir hgure}

1) Construire ce dessin sur du papier quadrillé. T T 1 TT 1A ] i |
Soit (T') une représentation de (T) a 'échelle | f IR EEEERR RS |1 L 15N h
Sl S B T A S . "y i N B — |

1. H
dEQ- HA 1=
A',B', C’ et D' sont les images respectivesde | | | | | [T [T
A B, CetD. %3 -

Représenter les deux A' et C' comme sur la

figure de telle sorte que les vecteurs AC etAC
soient colinéaires de méme sens et déterminent respectivement deux axes de symetne de (T) et [T’]
puis construire avec précision les droites (AA'), (BB'), (CC’) et (DD'),

.'|"__'"'

| e Symétrie axiale - Symétrie centrale - Translation

3 Transformation

La symétrie axiale

La symétrie centrale

La translation

Configuration

Symétrie axiale Sy, d'axe la
droite (D)

M

Symétrie centrale S, de
centre 1.
My
'
Wy
. J
Ma : /,a
Sl
/ 03 M;
/.
v
M

T =
Translation t de vecteur u

2) Montrer qu'il existe un réel k que I'on déterminera tel que AC'=kAC .
On suppose que tout cdté dans (T) est paralléle au coté homologue dans
(T') c'est-a-dire : (A'C’) // (AC) et (A'B') / (AB).

Montrer les deux égalités vectorielles : AB'=kAB et BC=

3) Soit O le symetrigue de A par rapport au point A'. |

a) Montrer que : OA' =kOA ,
En déduire que OB'=kOB .
Que peut-on en déduire pour les points O, BetB' 7

O
=
@
a
5
=]

Y

Définition

M’ image de M par la symétrie

axiale Sy, est définie par

+SiME (D), alors M' =M

+Si M ¢ (D), alors (D) est la
médiatrice du segment [MM]

M’ image de M par la symétrie
centrale S, est définie par :
M =—IM

ou

1 est le milieu du segment
[MM]

M image de M par la
translation 1_de vecteur U est
définie par : MM =0

b) Montrer que les droites (AA'), (BB'), (CC’) et (DD') sont _‘””"” e J (D) M
concourantes en O. L'image d'une . ;or:;,r:?;:i‘; )
En déduire que A’ est I' uniQUe paint tel que : OA'=KOA et que B’ une homothétie ). :
est I'unique point tel que : OB'=k OB . M‘""“" paralieie . e e
Définir de méme les points C' et D', 2 - MM = MM, AT
(3 (aiam Droite d’Euler i o
servation du coefficient ! / o

Soient ABC un triangle, 1, J et K les milieux respectifs des segments [BC], [AC] et [AB].
On sait que :
« Les médianes (Al), (BI) et (CK) sont concourantes au “

point G centre de gravité du triangle ABC.

de colinéarite

Vs = k M Vi2

M M3 =k MM

 Les médiatrices (D;), (D) et (Ds) des segments [BC], (AC] @)

et [AB] (respectivement) sont concourantes au point O
I d'u
I |

centre du cercle (+) circonscrit au triangle ABC.
Soit h I'homothétie de centre G et de rapport —2.
1) Déterminer les images des points A, B, C par I'nhomothétie h.

2) a) Montrer que I'image de la droite (D,) par I'homothétie BYE=
h est la hauteur (AA') du triangle ABC.

b) Déterminer les images de deux droites (

D,) et (D,) par
I'homothétie h.

3) En déduire que les hauteurs (AA'), (BB') et (CC') sont concourantes au point H orthocentre de ABG:

-2GO

. 4) Montrer que les point O, G et H sont alignés et que :GH=

Transformations wswelles

K
ii€onservation de la mesure

n angle géométrique

WM = MMM

M
M3
] M [
= o Fil |
u/ 4
e
[ |

Image d'un cercle

d'un cercle (¥ ) de
A et de rayon R est (¥)

cercle de centre A' et de
@ rayon R.

)

Ma
M
) (w')

Transformations nsnelles

-

———l
= AA

s




P

Exemples

|l Solem (D) une droite, M et N deux points n'appartenant pas a (D) tels que MN = 5.
Soient M’ et N' les images respectives de M et N par la symétrie axiale Sy,
-Ona (MM) L (D) et (NN') L(D);
donc (MM') // (NN)
- La symétrie axiale conserve la distance, or MN =5
donc M'N' =5
@ Soient ABCD et ABFE deux parallélogrammes.
Déterminons I'image du point F par la translation
de vecteur ED.
= ABCD est un parallélogramme ; donc : AB=DC .
- ABFE est un parallélogramme ; donc : AB=EF .
1l en découle que :EF=DC.
Ce qui signifie que EFCD est un paraliélogramme |
donc :FC=ED.
Ainsi C est I'image de F par la translations de
vecteur ED .

2 5 Homothétie

L'homothétie h de centre Q et de rapport k est la transformation plane qui & tout point
M du plan associe le point M’ défini par : OM =k2M
On écrit h(M) = M".

QM =3,50M oM =— %}m
M’ est limage de M par M’ est limage de M par
I'homothétie de centre Q et 'homothétie de centre 2 et
de rapport 3,5. de rapport —-% .

B Soient A et B deux points du plan P, et I le milieu du segment [AB].
Soit h la transformation plane qui & tout point M associe le point M’ tel que :

MM =5MA + 5MB
Monter que h est une homothétie de cenire I et déterminer son rapport.

Transformations uswelles

i Propriété Soit k un nombre réel non nul et différent de 1.

Pour qu’une transformation h soit une homotheétie de rapport kil faut et il sm‘fnt que quels
que soient les point M et N d'images respectives M’ et N' par h, on ait : MN =kMN .

_DEFINITIONS Ef REGLES 1

Exemple

: B Soit ABC un triangle.

Soient 1 et J les milieux respectlfs des segments [AB] et [AC].

Ona: A!=--AB et AJ——E—AC

Donc 1 et ] sont les images respectives de B et C par I'homothétie =
de centre A et de rapport % .
E‘ap;éﬂa propriété caractéristique de 'homothétie, on a : B
IJ-——iBC : done (11) # (BC).

o

E{s L'homothétie et la distance

WECUECRE - Soit h un homothétie de centre Q et de rapport k.

QW = k20
(k<0)

Les points @, M
alignés.
+Sik=1,alors M'=
+Sik=~1,alors Q@
du segment [MI
dire que h est |
centrale de centre &
«h(@)=a.
Done £ estun
par I'homothétie |
+Si k = 1, alors Ihol
admet un
invariant.

Si M’ et N' sont les images respectives de M et N par 'homothetie h, alors M= [K|MN

emple et application

M Soit A, B deux points distincts et M € [AB].

‘Solent A', B’ et M’ les images respectives des points A, B et M par 'homothétie h de

‘centre © et de rapport — g ,

Montrons que : AM' + M'B' = A'B
AL B et M sont les images respect:ves des points A, B et M par I'nomothétie h de
rapport _E A

Donc : AM = —%‘AM . mB'=|-3mB et AB'=‘—%‘AB

2|
Cestadie: AW=3aM | MB=3mMB et AB'=3aB
On en déduit: AM +MB'=3 AM+3MB = 3(AM-+MB)

OrMe [AB], par conséquent AM +MB= AB

Donc = AM +MB'=3 AB. Comme AB'= gAB alors AM’ + M'B' = A'B',

Mis'ensuit que M’ € [A'B1].
Glent ABCD un carré et h une homothétie de centre Q et de rapport k.
1&”9'“ A", B, C', D' les images respectives des points A, B, C, D par I'nomothétie h.
Montrer que A'B'C'D' est un carré.

On pose AB = a. Calculer I'aire du carré A'B'C'D’ en fonction de a et k.

M

~ Remarque -

Si A, B, C' et D' sont les
images respectives des
points A, B, C et D par une
homothétie h, alors :

J\'B’ AB
ch |
(pourvu que CD =0) I

Transformations usnelles



2.3- Homothétie et alignement — Image d'une droite par une homothétie

[T Soient A, B et M trois points du plan P tels que : AM=cAB (aclR).
"N SiA, B et M sont les images respectives des points A, B et M par une homothétie,
alors : AM' =aAB' .
. L'homothétie conserve le coefficient de colinéarité.
- 'image d'une draite par une homothétie est une droite paralléle.

La droite (D) passe par €.
Les droites (D) et (D) sont
confondues.

La droite (D) ne passe pas par
La droite (D') ne passe pas par .
Les droites (D) et (D') sont strictement paralléles.

| ! | 2.4- Image d'un segment par une homothétie

—_—

IEXTRECEY - - Limage d'un segment [AB] par une homothétie h est le segment [A'B]
I ou A’ et B sonit les images respectives de A et B par I'nomothétie h.
- L'image du milieu | du segment [AB] par h est le milieu du segment [A'B'].

2.5- Image d’'un angle géométrique par une homothétie

IGHLEERS - S| A, B!, C' sont les images respectives des points A, B, C par une
homotheétie h, alors : FAC'=BAC.
On dit que I'homothétie conserve la mesure des angles géometriques.

par une homothétie

2.6- Image d'un cercle

Tl Limage d'un cercle (¥) de centre A et de rayon R par une homothétie h
"B de rapport k est le cercle () de centre A’ et de rayon R'=|k|R ou A’ est Iimage de

R o

| Exemple et application

| @ Soit h 'nomothétie de centre A et de rapport — g .

L'image du cercle (¢) de centre A et de rayon 4 par I'homothétie h est le cercle ()

‘ de centre A (car h(A) = A) et de rayon 4><‘— %i=5 ;

centre € et de rayon 1 au cercle de centre Q et de rayon 4.

|

=S

A par I'nomothétie H.

I Déterminer le rapport d'une homothétie h de centre Q qui transforme le cercle de

i

* “POINTS ESSENT

% .
T

Transformation T Symétrie axiale Sy, Symétrie centrale S, | Translation de vecteur | Homothétie de centre &
| si A estle point d'Interse non nul u
et de rapport k
de deux droites (D) at B i L T o
| alors I'image de A par Paints i Jant S
homothéts 'h est. lels oints invariants la droite (D) le poi i i
- . e point £2 aucun point invariant le point £
droites (D) et (&) p ]
I'nomothétie h. Relation (vectorialle)
elation (vectorielle (D) Médiatrice de [MM]| N f=—0m MM =0 ANk T
| [ 1 oM 0OM MM’ =u O =k M
' Propriété caractéristique M'N =MN MN' =k M
i (k#1)
Alignement SIAC=atAB , alors AC’ =aAB' (T conserve le coefficient de colinéarité)
‘ | 1 Parallélisme Si (&) I (Ay), alors (A',) [ (4'5) (T conserve le parallélisme)
|
|
'L Orthogonalité Si (&) L (&), alors (') L {(A') (T conserve I'orthogonalité)
| IF
M '
. | B g 'l e
1 Milieu Si T est le milieu de [AB). alors I' est le milieu de [A'B'] (T conserve le miliey)
. . |
Distance | Les transformations S5, Sy; et t conservent la distance A'B' = AB | AB'=|k|AB

Mesure des angles
géomeétriques

B'AC =BAC (T conserve la mesure des angles géometriques)

section de deux
figures

Soit E et F deux figures sécantes.
SIAEENF alorsA'EENF

fage d'un droite

L'image d'qne droite par une transformation T (symétrie, translation ou homothétie}
est une droite paraliéle sauf dans le cas d'une symétrie axiale,

d'un segment

L'image d'un segment [AB] par une transformation T est le segment [A'B'].

& d'un cercle

Limage d'un cercle (¥#)
| de centre A et de rayon
A par une homothétie h
de rapport k st le cercle
de centre A’ et de rayon

L'image d'un cercle (¥) de centre A et de rayon R par les transformations
Sioy, S et 1 est le cercle (#') de centre A’ et de rayon R.

R'=ARK| JJ

Transformations usuelles

Transformations uswelles




Ensemble de points

Soient ABCD un trapéze de bases [AB] et [CD] ot les paints A
ot B sont fixes et AB = 2, etles points C et D sont variables tels

' que AD=3etDC=4.
1} Déterminer 'ensemble (¥ ) des points D.

‘ | 2) Déterminer 'ensemble (I') des points C lorsque D varie dans
I'ensemble ().

\ 3) Construire les deux ensembles () et ().

Solution

I 1) Déterminons I'ensemble () =
c

' | D& () signifie que AD = 3

‘ Done : (¥) est le cercle de centre
A et de rayon 3.

| 2) Déterminons I'ensemble (')

l Donc:aé=2ﬁ'.-é et D E (¥)

ABCD est un trapéze de bases [AB] et [CD]
ol AB=2etDC=4

| Gomme D décrit le cercle (), alors 'ensemble des point_s:. (9]
est limage du cercle () par la translation t de vecteur 2AB,

| ‘ d'ot

ol AA'=2AB .

3) Construction de (#) et ().

Transformations usuelles

‘ Donc : C est limage de D par la translation t de vecteur 2AB.

: (I) est le cercle de centre A et de rayon 3

| point d'intersection des droites (AC) et (BD),

Alignement de points

Soit ABCD un trapéze tel que (AB) // (CD).
Soient O le point d'intersection des droites (AD) et (BC), et ' g’

Soient 1 et 7 les milieux respectifs de [AB] et [CD].
Montrer que les paints O, O/, | et ] sont alignés. |

Solution

D i c

« | existe un réel k, tel que 0D =k OA (car O, A et
alignés). Cela signifie que D est limage de A par I'homathit
H, de centre O et de rapport K.
B est le point d'intersection des droites (AB) et (BC).
Donc H,(B) est le point d'intersection des droites H,((AB))§
H,((BC)).
H:((BC)) = (BC) (car lo centre O appartient a (BC)).
H,((BC)) est la droite passant par H,(A) = D et paralidle &
c'est-a-dire H,((AB)) = (DC).
Done H,(B) est le point diintersection des droites (BC)et
Or (BC) 11 (DC) = {C}, par conséquent : H(B) =C etOC =~h‘
Ainsi D et C sont les images respectives de Aet B
I'homothétie H, de centre O et de rapport K.
Comme | est le milieu de [AB], donc son image Hl
I'homothétie H, est le milieu I de [DC] : Hy(T) =1
Donc O1=k{Ol ; Do : O € (1) 1)

- |l existe un réel k, tel que : OC=k: OA.
On démontre que : 0D =k, OB (méme raisonnement pf
Donc : C et D sont les images respectives de A ot
I'homothétie H. de centre O' et de rapport k.
Comme 1 est le milieu de [AB], alors son image par H 8
milieu J de [CDL.

Donc : B1=ks O ; (@)
De (1) et (2), on déduit 'alignement des points 0,01

Dol O € (1)

Symétrie axiale — symétrie centrale -

Translation
Recopier la figure ci-contre. __D
Construire 'image de ABCD : c |
a) par |la symétrie axiale d'axe (BC).
b) par la translation de vecteur 2AB . :A

¢) par la symétrie centrale de centre |
milieu de [DC].

SomnlABC un mangle 1le milieu de [BC] et G le centre de
gravité du triangle ABC.

Canstruire I'mage du triangle ABC :
a) par la symétrie axiale d'axe (AC),
b) par la translation de vecteuraﬁ !

Soit ABC un triangle tel que :
BAC =60 , AB = 6cm et AC = 7m
Soit G le centre de gravité de ABC.
1) Construire A'B'C' image du triangle ABC par la
translation t de vecteur AG .
2) Si G' est I''mage de G par la translation t, quelle est la
nature du quadrilatére BGCG' 7

Soit ABCD un quadrilatére.

Soit t a translation de vecteur AG . /E._

Soient E et F les images o P F\..\
respectives de B et D par T B 0
Ia translation t. .y
Montrer que I'aire du quadrilatére BDFE A

est le double de |'aire de ABCD.

Soit ABC un triangle.
* Soil 5, la symétrie centrale de centre A.

1) Construire les points D et E images respectives de B et
C par la symétrie S,.

2) a) Déterminer la nature du quadrilatére BCDE.

b) Sile triangle ABD est rectangle isocéle en A, déterminer
la nature du quadrilatére BCDE ?

Homothétie .

Solent ABC un triangle et A'B'C’' le triangle tel que :

AB=3AB o BC-38C

1) Construire |a figure.

2) Construire le centre de I'homothétie h qui transforme
ABC en A'B'C'.

3) Déterminer le rapport de I'homathétie h.

Soit ABC un triangle.

1) Construire A'B'C’ image de ABC par I'homothétie de |
cenire A et de rapport % !

2) Montrer que la droite (B'C') passe par le cenire de
gravité du triangle ABC.

o Soit (#) un cercle de centre O et de rayon R = 3.

(#

o[ O

On considére les point Oy, A, O, placés sur la figure tels

que : O,A= A0, =6

1) Construire le cercle (%) image du cercle (¥ ) par
I'homothétie h, de centre O, et qui transforme O en A,

2) Construire le cercle (%) image du cerce (¥ ) par
I'homothétie h, de centre O, et qui transforme O en A.

3) Construire (D;) image de |a droite (D) tangente a () en
A, par I'homothétie h,.

4) Construire (D) image de (D) par I'nomothetie h.

Soient ABCD un tnangle |soc0|e de sommet A, E le point
du plan tel que : BE—- AB , et F le projeté de E sur (AC)
paralliélement & la drone (BC).

On considére Phomothétie h de centre A qui transforme B
en E.

1) Montrer que le rapport de I'homothetie h est %

2) Montrer que F est limage du point C par I'homothétie h.

Transformtions rswuclles ‘




Exercices de renforcement des
apprentissages

Symétrie axiale — symétrie centrale -
Translation
@ Soit ABCD un losange ce centre O.

Solent 1, J, K, L les projetés orthogonaux respectifs de O sur
| (AB), (BC), (CD), (DA).

En utilisant une symétrie axiale, déterminer la nature du |
‘ quadrilatére IKL. @

l o

Soient ABC un triangle rectangle en A, O le milieu du |
segment [BC].

1) Construire les deux points 1 et J images respectives du
point O par les symétries axiales d’axes (AB) et (AC). |
2) a) Montrer que :OAB=BAT et OAC=CAJ. 0

b) En déduire que les points I, A et J sont alignés.

’ @ Solent ABC un triangle, A’ le milieu de [BC], J le symétrique
de 1 par rapport au point A" et K le symétrique de 1 par
rapport au point C.

1) Montrer gue IBJC est un parallélogramme.
2) Montrer que : Bi=CK et BE=IK
Soient A, B et C trois points non alignes.

Soit t la translation qui transforme A en B.

Soit D le translaté (image) de B par t.

La droite parallgle & (BC) et passant par le point D coupe la
droite (AC) en E.

Monfrer que : AC=CE .

Soient A et B deux points du plan P,
A tout point M, on associe le point M’ tel que :
2NTA — 2MB + 3MM =0
1) Montrer que Ja transformation t qui au point M associe le |
point M', est une translation dont on determinera le vecteur.

2) Construire I'mage par t du cercle (¥) de centre A et de |
| rayon 2.

Soient A et B deux points distincts du plan.

Soit f la transformation plane qui a tout Eomt M associe la

point M’ tel que : aMM —MA — 5MB=0

1) Déterminer vectoriellement le point I invarant par g}

transformation f.
2) Exprimer IM’ en fonction de i,
3) En déduire la nature de la transformation .

Soient A et B deux points distincts du plan.

Soit F la transformation plane qui a tout point M associe - |

point M’ tel que : 2NN+ 2MA —MB=0

1) Déterminer vectoriellement le point 1 invariant par {8

transformation f.
2) Exprimer IM en fonction de TV ,
3) En déduire la nature de la transformation I.

Soient ABCD un paraliélogramme et E un point de [BO)

distinct de B et D,
La droite (AE) coupe les droites (BC) et (DC) respe
enFetG.
On considére 'homothétie h de centre E est qui transi
BenD.

EA

ED
1) a) Comparer EB et EF -

b) Déterminer l'image du point F par 'homothétie fi
2) Quelle est limage de Ia droite (AB) par 'homothétie

3) En déduire que G est ['mage du point A par I'homofhsiE

h et que : EA’=EF x EG .

Soit OAB un triangle. A I'extérieur de OAB, on co
triangle équilatéral ABC.

Les droites (OC) et (AB) se coupent en E.
La droite passant par E et paraliéle & (AC),
coupe (OA) en F.

La droite passant par E et paralléle
a (BC), coupe (OB) en G.

On considére I'homothétie h de
centre O et qui transforme C en E.

OE_OF _0G
1) a) Montrer que : OC-OA-0B"

b) En déduire les images de A et B par I'homath
2) Montrer que le triangle EFG est équilatéral.

3) Soit M le milieu de [AC] et soit N le milied de
Montrer que les points O, M et N sont allgnes.

Exercices de synthése

Translation — symétrie centrale

I -
'1 1) Soit ABCD un parallélogramme tel que les points A et B
soient fixes.

Quel est 'ensemble des points D lorsque C varie sur une
droite (8).

) Soient ABCD un paraliélogramme, O le milieu de [AC] et |

le milleu de [OC].

1) Montrer que :  TA+1B+ 51C+1D=0

2) Montrer qu'll existe un polnt umque] tel que :
JA+IB+5IC+1D= 4DB

3) Montrer que les droites (AC) et (DJ) sont paralléles.

4) Soit K le symétrique du point J par rapport al

Montrer que le milieu du segment [AK] appartient a la
droite (OI).

Homothétie

| ‘1 Solent ABCD et CDEF deux frapézes ; on suppose que les
¥ droites (AB), (DC), (EF) sont concourantes en un paint O,
el que les points A, B, E, F sont alignés.
1) Montrer que si O est le milieu de [BC], alors O est le
milieu de [AE].
2) Solt OA =3, AB=2et DE=5.
Déterminer le rapport de 'homothétie de centre O et qui
transforme E en F.
Calculer CF.

pas a la droite (AB) et décrivant un cercle ().

1) Déterminer I'ensemble (E) des points M’ tels que ABM'M
. soit un parallélogramme.

milieu de la diagonale [AM').
Déterminer I'ensemble (F) des points T lorsque M varie
L surle cercle (#).

| Solent (r) un cercle de centre O, [AB] lun de ses
' res.

Scient C un point, distinct de A et B, du cercle (T) et D le
- Symeétrique de B par rapport & C.
1) Mantrer que AB = AD (Nater que ACB est dmlﬂ

ient A et B deux points fixés, M un point n‘appartenant |

' 2) Soit M' el que ABM'M est un parallélogramme et soit Lle |

CES ET-PROBLEM

2) Soit M le point d'intersection des droites {AC) at (OD).
a) Montrer que M M est le centre de gravité du triangle
ABD &t que AN= 'g AC,
b) Déterminer Iensemble des points M lorsque C varie
sur le cercle (I'). |

La figure suivante représente un carré ABCD de cole de
longueur 10, un carré EFGH de cité de longueur 6 et AE = 1.

B

2 c

La droite (BF) coupe la droite (AD) en 1.

Soit h 'homothétie de centre 1 et qui transforme A en E.

1) a) Quelle est Image de B par h ?
b) Quel est le rapport de 'homothétie h ?

2} a) Montrer qu'il existe un nombre réel x tel que G= AG .

(On pourra remarquer que : iG = IF +FG)

b) En déduire 'image de C par 'homathétie h.

3) Quelle est image du carré ABCD par h 7

4) Soient O et O les centres respectifs des carrés ABCD et
EFGH.
Mantrer que les points O, ' et 1 sont alignés et que :

—= 3=
10—-5I0.

Sment ABC un tnangle isocéle en A, E le point du plan tel |
que : BE=1AB .
Soit F le prule*te de E sur (AC) paralldlement & (BC)
On considére I'homothétie h de
centre A et qui transforme B en E.
1) a) Montrer que le rapport de h est 3 .
b) Déterminer l'image de C par h.
2) Soit (A) la médiatrice du segment [BC]. B
S est la symétrie axiale d'axe (4).

a) Déterminer I'image de E par 5. E

b) Montrer que le point d'intersection de (BF) et (CE)
appartient & (4).

Transformations wsicelles



Problémes

Symeétrie centrale

| Soit ABCD un parallélogramme de centre O,

| On considére une droite () passant par D et coupant (AC) |

en M.
On considére une droite (A) passant par B et coupant (AC)

en N,
En utilisant la symétrie centrale de centre O, Montrer que

O est le milieu de [MN].

| Symétrie axiale

Soient ABC un triangle isocéle en A, I le milieu de [BC] et
M un point de [Al] tel que :
I (BM) coupe (AC) en H et (CM) coupe (AB) en K.

En utilisant la symétrie axiale d'axe (Al), montrer que :
BK = CK.

Constructions (Translation - syméirie)

1) On considére deux droites (D) et (4) sécantes en A.

| | Soient E et F deux points distincts n'appartenant ni a
(D), ni & (4).
Construire les deux points M et N tels que EFNM soit
un parallélogramme, M appartient & (D) et N appartient
a(n).

I 2) On considére deux droites (D) et (&) sécantes en A et

soit E un point extérieur & (D) et & (4).

Construire deux points M et N appartenant respectivement |——

a {D] et (4) tels que E soit le milieu de [MN].

/ @ Soit ABC un trlangle

A tout point M, on associe les points M, M, et M’ tels que :

M, est le symétrique de M par rapport 4B ;

M, est le symétrique de M, par rapport 8 C ;

M’ est le symétrique de M, par rapport & A.

1) Montrer que : MM = 2BC et NgM=2A0

] od O est le milieu de [MM'].
| 2) En déduire que : BC=0A.

[ 5

Transformations ssuelles

Soit ABCD un quadrilatere.

A tout point M, on associe :

M, symétrique de M par rapport a B ; |
Mz symétrique de M, par rapporta C ;

M, symétrique de Mz par rapport a D ;

M’ symétrique de My par rapport a Al |

1) Montrer que : M_M; —2BC e ﬁl\'{ =2DA .
2) En déduire que M’ est |'image de M par la translation de
vecteur 2 (BG -+ DA) . _l

Distance minimale
|

5 Fe

Soit (D) une droite.

On considére deux points fixes D)

E et F n'appartenant pas a la

droite (#) (voir figure) E' f

E’ est I''mage de E par la symétrie axiale d'axe (D).

1) Montrer que, pour tout M de (D), on a : ME + MF = EF

2) Comment faut-il choisir N sur (D) tel que NE + NF soit}
minimale 7 (la plus petite possible).

-

Utilisation de la symétrie axiale

A Pextérieur d'un carré EFGH, on construit les g€ 0
triangles équilatéraux EFM et EHN. |
1) Montrer que (EG) est une bissectrice de 'angle MEN gt
que (EG) est la médiatrice du segment [MN].
2) Soit S la symétrie axiale d'axe (EG).
En utilisant S, montrer que les droites (HM), (FN) et (8l
sont concourantes.

@ Solent ABC un triangle, H son orthocentre, A’ e mill
[BC], M le symétrique de H par rapport 4 la droite (BEI
N le symétrique de H par rapport au point A

1) Montrer que BHCN est un parallélogramme et qué
triangles ABN et ACN sont rectangles.

2) a) Montrer que (MN) // (BC).
b) En déduire que le triangle AMN est rectangle.

3) Mantrer que les points A, B, C et M appartiennent &
cercle de diamétre [AN].

Choix d'une transformation

Soit ABC un triangle dont les angles sont aigus.

En utilisant une homothétie h de centre A, montrer
| comment on peut construire un carré MNPQ tel que :

*M et N appartiennent a [BC].
P E[AC] et Q € [AB].

I

On considére deux droites (D) et (4) paralieles.
D}

Soient E et F deux points fixes
| n'appartenant ni & (D), ni & (4)

(voir figure).

H et K sont deux points variables
‘ respectivement sur (4) et (D) tels que (HK) L (D).
On pose : HK=U .

1) Soit E' le translaté de E par la translation de vecteur u.

Montrer que : EH + KF = E'K + KF.

2) En déduire la position de K pour laquelle E'K + KF est
| minimale (la plus petite possible).

Deéterminer la position de H et K pour que la distance
EH + HK + KF soit minimale.

| :'35 Soient (4) et (D) deux droites non paralléles.
e A
Soient E et F deux points i

fixes n'appartenant ni & (4),
ni & (D)(voir figure).

Déterminer un point M de (4) et un point N
de (D) tels que EM + MN + NF socit minimale ?

Aire maximale
:? Soit ABC un triangle d'aire s.
M est un point de [AB), distinct de A et B.
M’ est le projeté de M sur (AC) parallélement & (BC).

On veut déterminer la position du point M pour laguelle
I'aire du paraliéiogramme CM'MM" est maximale.

1 M* est le projeté de M sur (BC) parallélement a (AC).
’ ‘Soit « Faire du parallélogramme CM'MM".

Soient g, l'aire du triangle AMM' et s.
BMM™,

1) On considére I'homothétie h de centre A qui transforme
B en M, et soit k le rapport de I'homothétie h.

- l'alre du triangle

a) Déterminer k.
b) Montrer que h(C) =
c) En déduire que : s, = k.

2) On considére I'nomothétie de centre B qui transforme A
en M. Soit k' le rapport de h'.
a) Montrerque k' =1 -k
b) En déduire que 5, = (1 — k)’s

3) Montrer que : o = 2k(1 - K)s

4) Montrer que l'aire o est maximale si et seulement si M
est le milieu de [AB].
Montrer que, dans ce cas, &= %S =

@ Soit (¥ ) un csrc1e de centre O, de diamétre [AB].
Soit E un point fixe, extérieur & (), de la demi-droite [OB).
On considére un point M, distinct de A et B, variable sur le
cercle {#).
La bissectrice intérieure de l'angle EOM coupe (EM) en K.
La perpendiculaire & (OK) en O coupe (EM) en L.
La paralléle & la droite (OK) et passant par M coupe (OE)
ens.
La paralléle a la droite (OL) et passant par M coupe (OE)
enT.

1) Montrer que les deux triangles SOM et TOM sont
isocéles, et que [ST] est un diaméire du cercle ().

2) Soient r le rayon du cercle (¥) et a = OE.

Montrer que : EK=59-EM et EL=7
3) En déduire l'ensemble des points K et Iensemble des

points L.

Soit ABC un triangle.

E et F sont les milieux respectifs de [BC] et [CA].

Pour tout point M, soient ;

« M’ le symétrique de M par rapporta F ;

«M" le symétrique de M’ par rapport a E.

1) Montrer que AM= MC=BM".

2) Montrer que les deux triangles MM'C et ABM' sont

isométriques.
il

Transformations wieelles




Produit scalaire

@ Soient A et B deux points fixes distincts.
| | Pour tout point M du plan, soit N le point tel que MABN est

.- E et F sont deux points fixes distincts.
‘ (1) est une droite donnée ; (¥) est un cercle donné,
Pour tout point M, on considére le point M’ tel que El --:
| . " it 1 il soit un paralielogramme.
| Si M varie sur une droite fixe (A), quel est le lieu | 1) Quel est le lieu géométrique o M iorsqus i S
‘ géomeéirique du point N 7 | 7

un paralliélogramme.

és préparatoires 240

: : . "
2) Quel est le lieu géometrique de M' lorsque M i tions et régles

s - | (#) 7

' | @ Soit EFGH un parallélogramme. i N e —————
Soit ABC un triangle. i ; G
Montrer comment construire un parallélogramme ABCD 9 L cssentlels
‘ tels que ses sommets A, B, C et D appartiennent | On considére deux points M et E de [AB], at deuxpd ] K,
; e ot F de [AC] tels que les droites (MN), (EF) et (BC)
[ respectivement & [EF], [FG], [GH] et HE]. ‘ b ipCI Bl q
| paralléles.
I Pl | = il Comment peut-on choisir M, E, N et F pour quas
st L.=F A‘ polygones AMN, MNFE et EFCB aient la méme airg 2=

| @ Soit ABCD un paraliélogramme.
Soient (%) un cercle de centre O, et de rayon fy

Soit E un point donné.
\ G paitt | cercle de centre O, et de rayon r, tels que r; =z, 8t
- On considére une droite (&) passant par E, coupant Ies | (i) sont tangents extérieurement en A. : 3 ité
| droites (CD) et (AB) respectivement en M et N, et coupant Pour tout paint M de (%), n'appartenant pas 2 (0,04 Cap acites attendues
les droites (BC) et (AD) respectiverent en R et S. | considére le point N de (#) tel que AMN soit rectangle g 5
gprimer la distance et I'orthogonalité au moyen du

i sse par un point . .
Montrer que la droite (MN) pa pa 3 BB calaire.

indépendant de M). P . 4 .
fincepential tilisation du produit scalaire dans la résolution de
| DIEmMes.

| Montrer qu'il existe deux droites (&) et (B) telles les
segments [MN] et [RS] aient la méme longueur : MN = RS.

isation du théoréme d’Al-Kashi et du théoréme de la
ne dans la résolution de problémes.
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Soit ABC un friangle du plan 7. ___
Soit a une mesure de l'angle [AE;RE) .

On pose : d= %{ABZ“'ACZ_BCE)

1) Si ABC est un triangle rectangle en A, quelle est la valeur ded ?

2) On suppose O=o< ‘; (les deux cas suivants peuvent se présenter).

Soit H le projeté orthogonal du point C sur la droite (AB).

a) Montrer que dans les deux cas, on a : AC? = CH? + AH® et BC?

b) En déduire que d = AB x AH.
¢) Montrer que d = AB x AC cosa.
3) On suppose que % <a =z (voir figure)
a) Montrer que d = —-AB x AH.
b) Montrer que d = AB x AC cosa

Le nombre réel d s'appelle le produit scalaire
des deux vecteurs Aé et AC et se note AB.AC .

W Propriété u.(k v) = kU . V)

Soient U, v deux vecteurs du plan 7 et k un nombre réel tels que :

G=AB, AC=v et AD=kv
Soient G’ et D' les projetés orthogonaux

respectifs de C et D sur la droite (AB).

Montrer que : U-(kV )=k (0.v |

Produit scalaire

formule lrlgonometnque du produit scalaire AB. Ac

(voir figure)

c

Rt 3 Propriété G.(v+w)=uv+uw

= CH® + BH®

TIVITE » Théoréme d’Al-Kashi

@ Soit ABC un triangle du plan.

@ Soient ABCD un carré de coté de longueur a, 1 et ] les milieux respectifs des

Soientu ,v et W des vecteurs du plan tels que : u=AB, v=AC etw =AE (voir figure).

Soient C', D’ et E’ les projetés orthogonaux regpectifs des points C, Det E .
sur la droite (AB) ol D est le point tel que : AD=V+W. w )>
o o s E
1) Montrer que : u .(\r+w ]=AB x AD. L
L8] e
2) Montrer que : UV + U.W =ABx(AE—AC)) et AE'=C'D". T
cA u B o FE
3) En déduire que : J(\; + 'J_V.)=G V4 UW,
A8 -B
@ Soit ABCD un trapéze rectangle en A et D tel que : '
AB=a, DC=2a et AD=h. i
1) Calculer AC.(BA + Af)) en fonction de a et h.
2) Déterminer h pour que (AC) soit perpendiculaire & (BD). E):' c |
2a

1) Montrer que : BG = AB® + AC’ —2AB.AC , En déduire que BC’ = AR’ + AC* — 2AB x AC x cos{BAC}
2) On suppose que : AB=8, AC=7etBC=11.
CalculerAB.AC et cosBAG .

segments [BC] et [DC], et 6 une mesure de l'angle TAT.
1) Calculer Al et Al en fonction de a.

2) Calculer Al.AJ et en déduire cos 0.

3) En utilisant la calculatrice, donner une valeur approchée de 6 a 0,1 prés.

WP el» Théoréme de la médiane

Soient A, B deux pcmts d:stmcls du plan I le milieu de [AB] et M un point quelconque du plan.
1) Montrer que : MA=Nil—4 AB et MB=Mi+5 136 .

En déduire que : MA.MB=MI —%AB
2) Montrer que : (MA +MB).(MA —MB) =2IM. AB .

En déduire que : MA® —MB’=21M. AB
3) En utilisant les deux relations MA=Mi+1A et MB=MI+IB.
montrer que ; MA” + MB® = 2MI° + % AB®

Produit scalaire



m Formule des sinus

Soient ABC un triangle, a = BC, b = CA et c = AB.

Soit H le projeté orthogonal du point C sur la droite (AB).
Soit S I'aire du triangle ABC.

——
! 1) Montrer que : HC=bsin A |

En déduire que : S= %bcsin A

WH} Relations métriques

| 2) Montrerque:3=%bcsin A-'=écasin-8_=%absin c.

_sin B _snC _25
b ) c abc ’

) Calcul de longueurs et d’aires

Soient ABCD un carré, 1, J, K et L les milieux respectifs de [AB], [BC], [CD] et [DA].

En déduire que : %

On pose AB =a.
1) Calculer ['ié Bé](EA‘— - A_é)
2) En déduire que (IC) est perpendiculaire & (LB).

3) Calculer IC.BJ (P et Q sont les projetés orthogonaux

respectifs de B et J sur (IC).
4) En déduire PQ en fonction de a.

5) Montrer que PQRS est un carré et que son aire est %az,

' :
: Détermination de lieux géométriques

Soient A, B deux points du plan tels que AB = 5cm, et I le milieu de [AB].
Soit () I'ensemble des points M du plan qui vérifient MA.MB=0 .

1) Montrer que : M & () si et seulement si MI = IA.

2) En déduire la nature de (%) et ses éléments caractéristiques, puis tracer (+).

@ Soit () I'ensemlbe des points M du plan qui verifient MA.MB=—4,
i 1) Montrer que M € (+) si et seulement si MI = % .

2) En déduire la nature de (%) et ses éléments caractéristiques, puis tracer ().

Produir scalaive

1) Construire un triangle ABC satisfaisant aux conditions suivantes :
AB =7cm, AC =8cm et BAC=80"
2) Calculer BC.

3) Calculer les mesures des angles du triangle ABC.

Soient ABC un triangle, H le projeté orthogonal de A sur (BC) et K le projeté orthogonal de C sur (AB).
1) Montrer que : BK.BA = BH.BC .
2) En déduire que : Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si BA® = BH.BC .

3) Si la relation BA® = BHxBC est réalisée, le triangle ABC est-il rectangle en A ?

Preuve d'une formule trigonométrique

Soient ABC un triangle et H le projeté orthogonal de C sur (AB) (voir figure).

Onpose:a=BC, b=CA et c=AB.
1) Montrer que :BC.BA = BC.BC + BC.CA.
2) Déterminer 6 en fonction de « et p.
3) En déduire que : ccosa = a + beos(a + ).

4) Montrer que : asine = bsinf} et ¢ = acosa + bcosp.
(on pourra utiliser les deux triangles AHC et BHC).

5) En déduire que : cosacosp — sinasinp = cos(a + p).
6) On suppose que le triangle ABC est isocéle en C.

Montrer que : 1 — cos2a = 2sin“e.

FProdwit scalaire




P

1 ) Produit scalaire de deux vecteurs

DEFINITIONS ET REGLES

LTI - Soientu etv deux vecteurs du plan : U=AB etV =AC .
Soit H le projeté orthogonal du point C sur la droite (AB). D
Le produit scalaire des deux vecteursu etV est le nombre réel que I'on note U-v et

qui asi défini ni par :
- SiAB et AH ont le méme sens, alors U.v =ABxAH ,

+SiAB et AH ont des sens contraires, alors U.v =— ABX AH . ;
- Dans le cas ol H est confondu avec A (c'est-a-dire (AC) L (AB), alors u.v=0,

1 ;
Exemples et applications c
|

B Soit ABC un triangle équilatéral de c6té de longueur a.

> s v
| Calculons le produit scalaire AB.AC .
‘ Soit H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB). s
me ABC est équilatéral, alors H est le milieu - =
Comme ABC es q}g\B . sv=ipanil
de[AB]:doncAH-—T—E . A H
Or AB et AH ont le méme sens, par suite AB.AC = ABx AH . L‘:’c‘zm‘:‘;}w

| clest-a-dire AB. AC == ax%_ D'ois : AB.AC = -%:

@ Soit ABCD un carré de coté de longueur 4 cm.

! -
[ Soit I le milieu du segment [BC].
| Calculer ce qui suit :Al.AB , AB.BI et AD.ID .

Remarqus

\ {2 ) Formule trigonométrique du produit scalaire I - B

-

Si U=AB et v=AC sont deux vecteurs non nuls et a une mesure de

Propriété 1 |
I'angle BAC , alors :U.v = “J “ "i.? “ cos @ (ou encore AB.AC =ABx AC cosBAC).

Exemples et applications

@ Soit ABC un triangle équilatéral de coté de longueur a.

Ona: AB.AC —"Aé"”ﬁ\éh cosBAC

-~ - Remarqus

Cette formuie du

scalaire parmet,
cas, de calculer des
ou de déterminer

AB.AG —ABxAchos%

AB.AG —axax}

si U et V sont deux
non nuls.

: a7 - - a®
c'est-a-dire AB.AC T A

Produit scalaire

On pose (3)’=|.T.‘T. {

AR = IE’:-]

d’angles par la fnﬂmﬁ

! Soient U et v deux vecteurs tels que : _
“ " 2/5-‘ |I "—4 et T est une mesure de I'angFe[J vb]_

Ona: Uuv= ||u I|||v ||cos%
e BB P
UV = TX‘IXT
Ponc : u.v =10

8 soit ABC un triangle tel que : AB = 3, AC = 4 et BAC =2 .

Calculer AB.AC .
M Soit EFG un triangle tel que : EF =5, EG = 3 et EF.EG=—6
Calculercos (FEG).

@8 Propriétés du produit scalaire

SBUEIERS - Pour tous vecteurs U et V ,ona:u.v = v.u

]

Quels que soient les vecteurs U etV etw,ona: J.(\T+W)=J,\T +u.wW ‘

Pour tous vecteurs U et v et tout réel k,ona: u. (k\.r)

(57)

= I
Quels que soient les vecteurs u et v ,ona:

- —Ivl _‘E 12
H”“f—“ i

[T

(u +v )(u —v )=

u —_V r_" “i —2u.v +" r (identités remarquables)

«emples et applications
B Soient U et v deux vecteurs tels que :
Jl=s
*Ona (3u—2v _'G+50')=3LT.(J+5J) -2v.
U+5v )=3(u )zns( )
(

(
(a
(u+sv } 3||u r+15
)
|
(

v|=3 et

(U+5v)
(35—2{—'. -2v. u—m{ ]

(

-2

On exprime la propriété 2 en
disant que le produit scalaire

| | st symétrique.

Le carré scalalre de U est
(.r)’=n
=T

etona: (

Produit scaldire




= _DEFINITIONS BT REGLES

CURCOROBCHERRI0T

« Calculons ||J+ 5\f-||
Ona: I|L'.|'+ 5v |° |iL,l-||?!—2{.I._I'.{\; ||+ !5v'||‘
6+ sV =Ja[ +10(a.¥)+2s|V]
o+ 55||3=52+10><{—%}+25x3

- -
0+ 5v ||_ - 235

Donc: i+ 5v] =23
D'ow : "l; + 5V—| /235  (car ”J + 5\;"90)

= "
+ Calculons ||3U —2v

2 -2 [y oy - ¢
30— 2v| =|ad| —2(ad).(2v ) +[2v |

Ona: |
i 27 =ofa 123 7+l
||3u'— 2J||? : 9x52—12x(—%j+4x3’
Donc : Jau — 2&?|"P=279
Dot : |30 — 2v] = v279= 351

- Calculons [_31; —2v ).fSL; - 2\;)
ona:  (ai—2v).(ad+2v)=[ai[ |27
(3 — 2v).(3d + 2v)=si[ —a[v[
(30 — 2V ).(30 + 2V )=9x5" — 4x3°
Donc : (3u—2v).(3u + 2v )=189
B Soient U et v deux vecteurs tels que ||L:||=2 ,::\:||=% et uv=—2
Calculer les produits scalaires suivants :
a) (4u— v’}.{u'+3v'}
b) (3U+2V).(F0—2)

c) {GJ +2v )2

2

d) (J—./éir']

-

o =<lif

RCLUCIERR S Pour que deux vecteurs U et v soient orthogonaux il faut et il suffit

qua:g.\?= 0.

Prodit scalaire

xemples et applications B

B Soit ABCD un rectangle tel que : AB=4 et AD =3,

+Ona: (AB) L (AD). Donc AB.AD =0.
» Calculons AB.AC. A
Ona: Aé.ﬁé=AE’s.(§B’+§é)
AB.AC=AB.AB+AB.BG
D

Or (AB) L (BC), par suite AB.BC=0
Donc : EB',ACE:[_'Aé:]?: AB°
Dou: AB.AC=16
| Soit EFG un triangle tel que :EF=,/2 EG =1 et FEG= % .
Montrons que : (EG) L (FG).
Ona: EG.FG -—-E_é.('FE i EGJI
EG.FG=EG.FE + EG.EG
2

EG F&=— EG.EF + (£6)

.FG=—EGXEFxCosFEG+EG
Fi

=—/2xCos F-+1

Bonc: B FG=— /2x 42 +1

Dot : EG.FG=0 ; ce qui prouve que (EG) L (FG)

BSoit ABC un triangle tel que : AC = 3, AB = 1 ot BAG— 2
Soit 1 le milieu de [AB].

1) Montrer que AB.AG=—

3
5.
2) Soit E le point tel que : BE = %BC'_

a) Montrer que : AE — %Aé + %A{f puis calculer AB. AE .

b} Montrer que (AB) L (IE).

f:-_'ﬂelatlons métriques dans un triangle

Sl * Soit ABC un triangle. On a : AB.AG = %(ABZ+AC'”’—BCZJ

J AB.AC = 3 (b4~

Produit scalaire
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|
| | Exemples et applications
| B Soit ABC un trlaqgle telque :AB=4,AC=5etBC=6
« Calculons AB.AC . X
‘ Ona: AB.AC = }(AB*+AC'—BC)
B Ae — 142 2 g
_ AB.AC_2(4 + 5 — 67
| Donc AéAé = %
I + Calculons i_EiA .BC .
| Ona: BA.BC = 3(BA"+BC'—AC’)
D 5
BA.BC = 5(4 + 6° — 5°)
Donc @ﬁiﬁfi - %
Calculons (_)AEB
Ona cﬁ.cé=%(CA +CB’—AB’)
- 2
CA.CB=3(5"+6 —4)
Donc: CA.CB=32
@ Soit EFG un triangle tel que :EF=,/10 ,EG =1 et FG = 3.
1) Verifier que EFG est un triangle rectangle.

2) CalculerEF .EG . s =
@ Soit MNP un tri@glq_t_el que : MN =1, MP=2,3 et MN.MP=—3.
Calculer NP et NM.NP |

Exemples et applications
27

® Soit ABC un triangle tel que : AB = 5, AC = 8 et BAG = 2.

+ Calculons BC. i . 25
D'aprés le théoréme d'Al-Kashi : BC = —AB’ + AC°—2ABx ACxcos B
Donc : BC*=5° +8° —2x5x800s 2% D'oii BC =25 + 64 + 40 = 129
Il en découle : BC=/129 (car BC > 0)

- Calculons cos ACB .

D’aprés le théoréme d'A-Kashi : AB°=CA"+CB"— 2CA x CB xcos C
Donc: 2CA xCBcos C =CA® + CB® — AB®
; — _CA* + cB® — AR
Donc: cos C = 5CA < CB
- _64+129—25
B 2% 8x,/129

?\.-’TZ

Dot cos C =
B Soit EFG un triangle tel que : EF =7, EG = 5 et f&i=%
Calculer FG et cos EGF .

Produit scalaire

o ; : ul
SELUECEN  Relations métriques dans un triangle rectangle |

| Soient ABC un triangle, A’ le milieu de [BC] et H le projeté orthogonal de A sur (BC).

‘Pour que ABC soit un triangle rectangle en Al faut et il suffit gue I'une des conditions

suivantes soit réalisée : (1) AB°+AC" = BC® (Théordme de Pythagore) .

(2) Ax'=1gBC } 5

(3) BA? BHxBC ou CA’=CHxBC
(4) AH'=HBxHC

Fasws

Exemples et applications |

Soit ABC un triangle rectangle en A tel que AB = a et BC = 2a |
{ou a est un réel strictement positif).

+ Calculons AC (longueur du c6té [AC]).

En appllquant le theoreme de Pythagcnre ona: AB*+ AC =BC® |

donc AC°=BC"—AB"; ; donc AC® —(2a} —a®; d'ou AC'=3a°

Il s'ensuit que : AC= ./3 a. l

* Soit A’ le ml|IF.‘LI de [BC]. Calcu!ons AA’ (longueur de la médiane [AA]).

Ona:AA'= —BC c'est-a-dire AA’ —-1-(23} ; donc AA' = a. | '
* Soit H le projeté orthogonal du point A sur (BC).

Calculons AH (longueur de la hauteur [AH]) |
Ona: BA'= BHXBC et CA"=CHxBC

_BA cA’ Sa 3
Donc : BH= BC ~ 23 29[’ CH—W 55
Par ailleurs : AH'=BHxXHC clest-a-dire AH = —X a—g Dol : ﬂH—'/_ |

4- va
Soit EFG un triangle rectangle enk E? sml Hle pro;eté onhogonai de E sur (FG).
On suppose que : EH=2 et ABC=% 5 |

Calculer les distances EF, EG, FG, FH et GH.

BRI > Théoréme de la médiane

Py ent A et B deux points du plan, I le milieu du segment [AB].
cos L =
23 Mun pcunt du plan. On a les égallrés suivantes :
20 ] ‘ permet de
cos : . MA.
; ; MB = (Vi 4p‘tB ‘ Ia longueur de la médiane [MI]
cos 2 == MA® —ME® = 2V, AB bl qgilo
* MA*+MB® = omr® + ] AB* ‘ T I
tmples et applications M |
Soit ABM un triangle fel que : AB = 6, Mi = 4, IH = 1 et MB > MA
Ol I est le milieu de [AB] et H le projeté orthogonal de M sur (AB), | |
*Calculons MA.MB
Ona: MA MB= MI—1AB i ' |
R MB=4 162 '
4 s Hoo1 8

Doy MA.MB=7

Produit scalaire




~ _DEFINITION

« Calculons MAZ—MEB’.
Ona:  MA®— MB® = 2IM.AB
MA® — MB® = 21H . AB

Comme MA < MB, alors MA® — MB® < 0
Donc:  MA? — MB® = —2IHxAB
Dol : MA® — MB® = — 12

I - Calculons MA® + MB®

Ona:  MA®+MB® = 2MI°+  AB’

MA® + MB® = 2x4°+ 3 6’
Donc:  MA” + MB' =50
B  Soit ABC un triangle tel que : AB=3, AC=6etBC =4

Soit I le milieu du segment [BC]. Calculons Al
D'aprés le théoréme de la médiane, on a:

AB® +AC=2A"+ 3 BC®
Donc : 2AI = AB® + AC’ — 4 BC’

2AI =3 +6°— 5 x4°

o g BT = J3T
Donc : Al =55 s d'oul Ai—'.f 5

@ Soit EFG un triangle tel que :EF=4/5 LEG=46etFG=5.
] est le milieu du segment [FG].

K est le projeté orthogonal du point G sur (EF).

Calculer EJ,GE.GF et KI.

GiersagstitEetly

TRl - Soient ABC un triangle d'aire S, a = BC,b=CAetc=AB.

Ona:

s=%bcsinT=%casin’§ .-%absin’é“

Exemples et applications I

M Soit ABC un triangle rectangle équilatéral de cdté de longueur a.
L'aire du triangle ABC est :
S=1ABxACsin A’

= i
8= zaxaxsing

%/3 L
Done : S=94L (carSIn%=§) A

. _ P

Produit scalaire

5:%ABxAstinT=%BAxBstin?=%CAxCExsin€

R

@ Soit EFGH un parallélogramme tel que : EF = 3, EH=>5et #Elti:—d— "
L'aire du parallélogramme EFGH et 8 = 2 Ser,.

oll Sgrw €5t l'aire du tri

Ona: Sew= ; EFxEHxsmEFH

S___..,=%x:El><5><sing‘4£
SEL..=%XL2_ (carsin%r:lg—)
Donc : Sn_—¥
D'ow : S-—1—2*£§

Calculer I'aire du triangle ABC.
. Galculer I'aire d'un parallélogramme EFGH tel que : EF =5, FG =7 et E/I;Gz%‘-_

- DEFINITIO

ax

angle EFH.

B Soit ABC un triangle tel que : AB = AC,BC=5/3 et ABC=3L

SUCCRES - Soient ABC un triangle d'aire S, a = BC, b=CA etc = AB.

e sin A
abc a

B sin-’B‘H_sinfa
| - T

Valeurs approchées de b et c.

Ona: sin A _sin30° _ 1
1

a

Dong: sin73°_ 1
b= 12

Ainsi : b~11,47

Parailleurs: C =77"

Donc - sin77° _ 1
B2

~Ainsi : 0=11,69
® Soit EFG un triangle tel que?:ﬁn“ F =80"et FG = 4.

1) Calculer EF et EG.
2) Calculer I'aire du tr

Soit ABC un triangle tel que : A =30°, B =73" et BC = 6.

L'égalité % _LHL;B. - % permet de déterminer des

{(Donner une valeur approchée des résultats obtenus).

on en déduit : b = 12sin 73°.

A+ B + C =180°

; on en déduit ¢ = 12sin 77°.

iangle EFG.

Produit scalaire




_ © POINTS FSSENT

" Produit scalaire de deux vecteurs

ol v=AC,

Théoréme de la médiane A ‘

Solenty et v deux vecteurs du plan : u = A

+

mw

Soit ABC un triangle. Soient A et B deux points du plan, I le milieu de [AB].
A

l @ une mesure de I'ang!s(J; \;] ,
H le projeté orthogonal de C sur la droite [AB)_.

s T
E C
q A ™
| v Ry
5= | ¥ : ™ o
v - iuT £—+p _..Fi:l——:—‘——:—-B Pour tout point M du plan, on a :
| g u + BC = AB®+ AG*—2AB. AC .ﬁ,ﬁ_ﬁé:w’_“lgge
b g - 2 S :
~ A = ity L JOR BCi -{AB -:—AC —2AB » AC cosBAC « MA? — MB? = 2iNi. A
UV =AB.AH i ¢ SARE * AB.AC =3 (AB"+AC"-BC’) - MA?+MB% =2+ 1 AB?
0.V =ABxAH U.V =—ABxAH ' 2
> = AT m i
‘ = = e ] Formule des sinus
Soit ABC un triangle d'aire S ;a : BC, b= CAetc = AB.

Formule trigonométrique du produit scalaire

A
- - - e 2
e —.||u x vnxcos(u :V}
- - - [+
U etV étant des vecteurs non nuls. £ b
) i Tz 3 = 5 B o c
| Propriéiés du produit seataire.
| _ _ oy L T Yot
Soient U , v deux vecteurs et k un nombre réel. Ona: SN A _sinB _sinC _ 25

- - -12
ufl +2u.v +||\|r "

-

o [6 = =[5 27 + o[
-ULV sietseulement si u.v =0 R et gy = (#iiaue e triangle ABC soit rectangle en A il faut et il suffit que I'une des conditions
o ol sguame : d +v}.(u —v):lur—1v|. i S s0it réalisée :

(1) AB*+AC’=BC® H

sy I
(2) AA'=2BC

(3) BA? = BHxBC

(4) AH=HBxHC

Produit scalaire
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~ -

=5

Le produit scalaire étant négatif, les vectaurs K.Eret IH sont l

: 3) a) Preuve de AG.AD= 1—,3 Solution
Calcul de cos 1% =S : de sens contraifes.
12 Ona: AC.AD=(AB+BC).(AB +BD) _ 1
| LA S - \ ik / It. armifions l'ensamble (#) Ainsi M € (4) signifie que —IH < AB = -8
Soit ABC un triangle rectangle isocéle en B tel que : AB=y2 | — AB.AB +AB.BD +BC.AB +BC.BD & S Ty ou encore que IH =1 (car AB = 6)
I On sait que MA . MB =MI*— T AB Il s'ensuit que (A) est la droite perpendiculaire & (AB) au point

—AB'—BA.BD+BC.AB+BC.BD
Or BA.BD=1, BC.BD=—/3,

A l'extérieur de ABC, on construit le triangle
equilatéral ABD.
1) Calculer BA.BD ot BC.BD,

H tel que : H=— %Aé
3) Déterminons |'ensemble (I')
"M € () équivaut successivement & : D'aprés le théoréme de la moyenne, on a :
MA® +MB® =Mr° + 1 AB®

| ost-a-dire : MA.MB=MI*—9 (car AB = 6)

AB’=2 et BC.AB=0 (car(BC) L (AB))

| 2) Calculer la dlstano? -GD., Darcors bt = AR R MA.MB=7
) . AC.AD=1—/3 — 2 i 2 2
| 3) a) Montrer que b) - Vérification de DAC:% ME—9=7 "™ “Daore: MA® + MB® =2MI* + 18
i . DAC=I1% = 2 M £ (I') équivaut successivement & :
[ b) Vérifier que : DAC=35 AT T MIE=16
| s | Ona: DAC=DAB+BAC ek MA® + MB® =36
En deéduire que : cos % = @ | Or ABC est un triangle rectangle isocele en B, g QMZIE +18=136
' | donc BCA=BAC=% . On a, par ailleurs, DAB=% \Lensemble () est don le cercle de centre | et de rayon 4, | :: _=39
! : | A= — rminens I'ensemble (4] 9
I Solution Donc: DAC= %+ % clest-a-dire : DAC=% {2 Z e Donc (T) est le cercle de centre | et de rayon 3.
sait que : MA® — MB® = 2IM. AB
1) - Calcul de BA.BD = Valeur exacte de  cos %r T R A
hERAn tHaugle equi[atera’l___H Ona: AC.AD=1—,/3 "6l H est le projeté orthogonal de M sur la droite (AB). |
Donc :BD=BA=/2 et ABD= % Donc: ACxADxcosDAC=1—,3

£ (4) équivaut successivement & -

Il en découle : Par le théoreme de Pythagore dans le triangle rectangle e
| BA.BD=BA xBD X cos ABD | ona:AC=ABx/2
'l E_Sﬁ.ﬁf}—-féxﬁxcosg OrAB=,2 , donc AC = 2. 2IH.AB=— 12
H.AB=—6

On en déduit 2J§cos?—§—1—e’fi

I
‘ BA Bb—2x]

|
L 7r_1=J3 .
l D'oli ; BA.BD=1 Donc cos{F="57 |
- Calcul de BG.BD cpatE U= /) /2
| 12 3
On a :BC BO=BC*BDxcos CBD i o ms%;f_i’}ﬂi
5 BD=/2x,/3 (Z ., 2
| BC BD= /2 /2 xcos|§ 4 3) | __
! | |
. 86,85 =2(~sin%) el Ensembles de points
8C.BD= 2|:.— %) Solent A et B deux poinis du plan P tels que : AB = 6.

T b I est le milieu de [AB].
Dol : BC.BD=—/3 1) Déterminer 'ensemble () des points M de T tels '-'Iue” g
2) Calcul de la distance CD
En utilisant le théoréme d'Al-Kashi, on a :
cb’ =8¢’ +80°—2BC.B0 (dans le triangle BCD)
Donc : CD*=2+2—2(— /3)=4+2,3

MA.MB=7

2) Déterminer I'ansemble (A) des points M de P tels qUES

MAZ—MB*=—12

|
| 3) Déterminer l'ensemble (') des points M de 7 tels qUESS
! MA® +MB° =36

Or 4+2,/§:['1+./§)2; par suite ; CD=1+,3

Produit scalaire
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Soient ABC un triangle isocéle en A tel que BC = 2,
et I le milieu du segment [BC].

Construire la figure puis calculer les produits scal
suivants :

1) Bi.BE 2) ALIC
| En utilisant le quadrillage, calculer les points scalaires 3) E:\-BE 4) A_C'P
| suivants : ' 5) IA.BC 6) 1B.IC
i G I I Bt — -
1 T | > >
I‘ = T gl ' 1 |° a étant une mesure de I’angle(u:v),
— [SES e caleuler lo produit scalaire U.V dans chacun des
| I i M suivants :
LEEEEz . - - I
EEEEEEEEEE | oFle Bl e oo
| |
it > > 51
1] 3)||u ":,/5 : "v:TI:xl ot a=%.
| e sl-3 ¢ Pl w ek
1) DC.DA 2) DC.DE & o
| ) N s —5 4]|ju||:,/§ : |‘v||:2 et a=m.
3) DC.DB 4) DC.EB I
5) DC.AB 6) EB.DF e -
7) AD.DC 8) DF.BGC Déterminer, en radians, la mesure de l'angle géomé
e = AOB vants :
| 9) DE.DE 10) GB.GC dans chacun des cas suiv .
I = — 1)OA=8 : OB=4 et OA.OB=18
o Soit ABCE)_E" losange de centre O, de coté de ;ongueura i 2)0A= /3 . oB=3 e OhoboEN
| tel que : BAD=60" | = |
Calculer les produits scalaires suivants : 3)0A=2/2 ;. OB=,/3 &t OA‘OB=S¢§
1) AC.BD 4)OA=1 OB=1 e OA.OB=—1
2) AB.AD
| e B D P 5
3) BA.BC ) . Propriétés du produit scalaire i
4 DO.DA : vl
5) Gb.0B Soient U et v deux vecteurs.
kA En utilisant les propriétés du produit scalaire, simp
8 AD.cB g expression suivantes.

e NG B
Soit ABCD un carré de centre O, de coté de longueur a. 1 {“ +v J _(“ e )

Solent |, J, K et L les milieux r%pectil's des segments [AB], AL Ly

[BC], [CD] et [DA]. 2) (JHT) +Hu—v)

Caleuler les produits scalaires : g g f ; L e

WABKG  2) AG.AB 8 (G+v).(5 )V

3) AD.CB 4y 1.BC L i & (25—2;),[54—7)-»;\«’

5) U.DB g) OD.KO e T
7) K. KL B) K.iL A ; & 5) (U+V}—||u—2v|r+3[u+v).{_u—v]

Produit scalaire

—e .

5 -

Soient U etV deux vecteurs tels que :
-1 =1 _ ol
Hu"—a , ”\.r |r 3 et uv

Calculer les produits scalaire suivants :

2

| "9 Soit ABC un triangle.

1)AB=8 AC=3 et
” | 2)AC=2/2 BC=/3 et
| m 3)AC=6,3 BAC=TZ o

Montrer que le triangle ABC est isocéle.

WA) Soit ABC un triangle tel que :

AB=3,AC=,21 o BC=4,3.

2) Calculer cosBAG et cos ACB

¥4 Sait ABC un triangle tel que :

- [CA] et [AB].
Caleuler les distances Al BJ st CK.

. sachant que :

Calcul des distances et des angles

Déterminer les longueurs des cités et les mesures
angles du triangle ABC dans chacun des cas suivants : |

&t l'aire du triangle ABC est égal & 108cm?.

1) Calculer cos ABC . En déduire la mesure de ABG .

[ Théoréme de la médiane

AB=AC=7etBC=5.
Solent 1, 1 et K les milieux respectifs des segments [BC], |

alculer les longueurs des médianes d'un triangle ABC |

AB=3 , AC=4etBC=6

~ EXERCICES ET-PROB]

Orthogonalité ‘

!w Soit ABC un triangle tel que : ‘

1;(3J+F_}.[G—-4v’) 2) {LT+:1{.7).{::;‘-LT—:3\T] AB=3 ,AC=1et cosABC=!
3) (3 + 2;)’ 8 (F+ ) 1) Calculer le produit scalaire AB.AC .
I | 2) Soit E le point tel que : AE= g AB |

Soit 1 le milieu du segment [BC].
a) Exprimer 1E en fonction de AB et AC.

dis b) Montrer que les droit (AB) et (IE) sont perpendiculaires.

BAC= % @ Soit ABC un triangle tel que :

—— T
@:%g_ , AB=/Z , AC=1 et BAC=%
ACB = z 1) Calculer AB.AC

2) Montrer que le triangle ABC est rectangle en C.

I5
JRl1) Soit ABC un triangle tel que : AB = 18cm, BC = 15cm.

Ensembles des points

|® Soient A et B deux points distincts du plan,

I 1) Déterminer I'ensemble (E) des points M du plan tels que :
MA.MB=0
2) Déterminer I'ensemble (F) des points M du plan tels que :
MA® — MB® =0
3) Déterminer I'ensemble (G) des points M du plan tels que : |
MA® + MB® = AB®

o'l L0 1

m Soient A et B deux points tels que : AB = 4,

et

Deéterminer I'ensemble () des points M du plan tels que : |

MA® + MB® =10

Solent A et B deux points tels que : AB = 10,
et I le milieu de [AB].

Déterminer 'ensemble (4) des points M du plan tels gue : |

¥

M. AB=10

Produit scalaire




Exercices de renforcement des
apprentissages

@ On considére la figur

@ suivante :

R | . T
! lunije i | |

Calculer les produits scalaires suivants :

‘ 1) AB.DE 2) DB.AC
| a) DA.DB 4) AD.BF
| 5) EA.AC g) CF.DA

| Spit ABCD un trapéze rectangle tel que :
l ‘ AB=22  AD=4 et DC=3

1) Calculer les produits scalaires suivants :
AB.AC : AB.BGC ; AD.BC ; DC.AD

2) Calculer les longueurs AC et BC.

3) a) Montrer que le triangle ACB est rectangle en C.

Propriétés
Soient U et v deux vecteurs tels que :
Flevz . Fl-& o @i=-1
Calculer ce qui suit : :
1) {:26—5).[J+3\?)
9 (/B0+/2V)(AET-/2V)
3 (G—/a7) (/BT +7)
S e I i |

Produit scalaire

b) En déduire la valeur du produit scalaire AC.BC .

sont orthogonaux quels que soient a et b de IR.
2) Soit U=0A et v= 0B tel que :
jok|=2 : 5,||55'|| —3 ot AOB=30°
a) Construire le point D tel que OD=30A .
| b) Construire le point E tel que OE=208 .
¢) Soit F le point tel que OF =0D+OE .
Montrer que : (OF) L (ED).

Orthogonalité ;

|® Soientu et; deux vecteurs tels que :
| Ut+v et U—v soient orthogonaux.

Montrer que ||u!|=||v ]| .

Soientl et v deux vecteurs.
1) Calculer “J +_;|r—||u -y

2) Montrer que -U et v sont orthogonaux si et seule

gu’+\7h'=||u’—if'

|

Soit ABC un triangle rectangle en A.

Soit H le projeté orthogonal du point A sur (BC).

1) En utilisant la projection orthogonale, montrer que s
BA.BC=BA.BC=(BA)

En déduire la relation correspondante avec les dis

(les longueurs).

2) Déterminer une relation métrique analogue &

longueurs dans le triangle ABC.

3) En utilisant les relations métriques  pre
retrouver la formule :

‘ AH'=HBxHC

!® On considére un carré ABCD. )
Soient 1 et ] les milieux respectifs des segments [ABJ&4
1) Montrer que : ﬁ.ﬁ:p\ﬁ.ﬁ+§?.0ﬁ A
| 2)En déduire que les droites (AJ) et (B
| perpendiculaires. L
3) Sachant que AB = 4, calculer 608 { o).

- = T e
@ Soientﬁe! \Tdeux vecteurs tels gue : i|u|!=a et Hv ||-_-g._!

1) Montrer que les deux vecteurs bu +av et bu —ag "

2 > - - "
I et ||u+vu2+nu-

Calcul des distances et des angles

@ Soit ABC un triangle tel que :

= AB=3/2 ; AC=2/3 et BC=3+/3.

1) Calculer cos B et cos C | En déduire les mesures

des angles du triangle ABC.

‘ 2) Calculer I'aire du triangle ABC.
3) Soit I le milieu du segment [BC].
Calculer AL

| $T) Soit ABC un triangle tel que : AB=2,/3 et AB.AC=—3
[ 1) Calculer BAC .
2) Soit 1 le milieu de [BC].

Calculer BC et en déduire la valeur de Al

Détermination de rapports
trigonométriques

A lintérieur d'un triangle rectangle ABC en A, on construit
un triangle équilatéral DAB.

Salent 1 le milieu du segment [AB] et  le projeté du point D
sur la droite (AC).
On suppose : AB=6 et AC=2.
1) Calculer AJ.
2) a) Calculer BD.BA et BD.AC,
b) En déduire BD.BC .
¢) Calculer cos DBG

| Soit ABC un triangle.
Onpose:a=BC , b=CA et c=AB.
e i

1) Développer le carré scalaire (AB+B_C' +CA} :
2) En déduire que :
cos B, cos C

Haal e
13) Que devient 'égalité (*) dans le cas ou ABC est un
tnangle équilatéral.

a?+b®+c?_cos A
2abc a

)

+

Ensembles de points '

| |
@ Solent A et B deux points du plan tels que : AB = 3.
Construire le point M dans chacun des cas suivants :

| 1) AM=4 ot AB.AM=6
2) AM=% ot AB.AM=—29
5 AM=2 et AB.AM=8

Soient ABC un triangle et I le milieu de [BC].

1) Montrer que le vecteur 2MA —MB—MC est un vecteur
constant (ne depend pas de M)

@

2) Daterminer et c_oniizunre_!;ens_e_mble des points M du |
| plan tels que : (2MA—MB—MC).MA=0

@ Soit A et B deux points tels que AB = 8cm.

Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan
| tel qus :_‘_

1) MA.MBE=0

3) MA.MB=— 16

2) MA.MB=9
4) MAMB=—25
Soit A et B deux points tels que AB = 8cm.
Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan
tels que :
1) MA*—MB*=0 , 2
‘ 3) MA*—MB*=—32

MA® —MB* =64

Soit A et B deux points tels que AB = 8cm.

Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan
| tels que :
1) MA® +MB° =64
3) MA® +MB* =16

. 2) MA*+MB'=32

‘ Théoréme de la médiane

35

Soit ABC un triangle de cbtés de longueurs a, b et ¢.
On désigne par m,, m, et m; les longueurs des medianes
du triangle ABC. |

Montrer que : m; + m3 + ﬂ’l§=%(82 +b? + cz)

Produit scaliwire



\

Soit ABCD un paraliélogramme tel que :

AD= 4 , CD=6 et BAD=F

Soit O le milieu de [AB]. |

1) Calculer BD et AC.

2) Montrer que quel que soit le point M du plan,on a : ‘
MAZ +MB° =2MO° + Ag’

3) En déduire 'ensemibe des points M du plan tels que :

MA® +MB* =24,

Exercices de synthése

@ Soit ABCD un carré de coté de longueur N

On considére les deux points E et F tels que : |
pE-3DE o BF= 1AB -

1) Montrer que : DE.AF=1 |
2) Montrer que les droites (DF) et (AE) sont perpendiculaires. |
3) a) Calculer AE. AF

b) En déduire cos EAF |

On considére les points K et L tels que :

- s
BL=2AC

ER=%ETE: et

1) Calculer AR KL
2) Montrer que : AK=,/5 et KL=/2

3) En déduire cas{AKL}

4) Soient 1 le milieu du segment [BC] et H le projeté |

orthogonal de A sur (BC).

ol

Montrer que : HI.BC=—

Soit ABC un triangle tel que :
AB=,2 , AC=1 et
1) a) Calculer BC.
b) En déduire la nature du triangle ABC.

=
BAC=7%

=

2) On considére le point D défini par © BD= % C

Soit I le milieu du segment [AB].

Prodiit scalaire

RATLERE L (@

Soit ABC un triangle rectangle isocéle en Atel que: AB=3. |

Montrer que les droites (CD) et (Al) sont perpendiculaires. |

Solent ABC un triangle isocéle en A tel que BAC =% -

 le milieu du segment [BC].

On pose AB = a.

1) Calculer BC en fonction de a.
2) Calculer Al en fonction de a.
AC.Al=
En déduire la valeur de COSi5 12
4) Soit K le milieu du segment [AC].
Soit K’ le projete orthogonal du point K sur (BC}

3) Montrer que :

Monirer que Bk’

——-BC

Sment ABC un mangle Isu-céle tel que :

AB=AC

BAC=—

st AB.AC=2/3

1) Galculer le distances AB et BC.

2) a) Montrer que -

Calculer alors :

5r _
sin 37 19
5m
cos 12

f2+7'

b) En déduire les valeurs de cc:s 12 et sin —5

Calcul d'aires ]

Soit ABC un triangle.

Onpose:a=BC ,

ACFG et BCLK.

On désigne par S, la somme des aires des carrés ACH
BCLK, et par S, la somme des aires du triangle ABC it

carré ABDE.

b=CA ,

1) Exprimer S, et S, en fonction de a, b, c et a.

2) Monirer que : S; = S si et seulement 5i tana = 45

BC =6, AD=6.

AB =3, ABD=60" et DBC =45",
Caleuler I'aire du quadrilatére ABCD.

Soit ABCD un quadrilatére dont
les diagonales se coupent en 0.

@ ABCD est un quadnlatere tel que : [¥]

Soit S l'aire de ABCD.

Montrer gue :

=4 ACxBDsin (éfif:)

C=AB et ACB=a
A l'extérieur du triangle ABC, on construit les carres A

'¥§ Soit ABCD un parallélogramme.

MSUr les droites (AB) et (BC).

Ensembles des points

I-_‘ [} Soit ABC un triangle.

Déterminer et construire, dans chague cas suivant |
J'ensemble des points M du plan tels que :

— oY aas —- —=
1 AM.AB=1 AB 2) AM.AB<0 ‘
3 il\:'l.A?(—ABz 4) AM.AB= AM.AC
5) AM.AB + AM.AC=0
1

Problemes |

Onpose:AB=a , AD=b et DAB=a
‘Soient P, Q, R, S les points d'intersection des bissectrices

des angles du parallélogramme (comme cela est indiqué
sur la figure).

1) Montrer que le quadrilatére PQRS est rectangle.

RB:PD:aSin%

BQ=DS=bsin%

RA=PC=acos % E
SA=QC=bcos § ?
2) Calculer |'aire du parallélogramme ABCD.
4) En utilisant 'aire du parallélogramme ABCD et les aires
des deux triangles ASD et ARB, montrer que I'aire du
fectangle PQRS est égale & %[ a =h}2 sing |

5) Appli 1 : Caleuler I'aire du r
Que :a=7cm, b = 5cm et a = 60°

gle PQRS sachant

ABCD un carré et M un point appartenant a la
ale [AC).

P et Q les projetés orthogonaux respectifs du point

1) Prouver que QC = QM = PB 5
etque : BQ = PM = AP,

2) Montrer que : DM.PB=AP % P

DM.BO=—CQ4BQ

3) Ca:lculer le produit scalaire

DM.PQ
Que peut-on en déduire 7

etque :

Hauteur d'un arbre

@ On considére la figure suivante : &

On veut calculer la hauteur CH.

Soit M un point de [CH]
tel que HM =h A
(voir figure)
1) Montrer que : CM= ACsin A
2) Exprimer AC en fonction de sin B, sin C_ et AB.
3) Application :
AB=20m:h=1,5m; A =45"; B =75"; a=60'
a) Déterminer -E‘T et AC.

b) Déterminer la valeur exacte de la longueur CH. En
déduire une valeur approchée de CH & 107 prés.

Formule de Héron

2) Montrer les relations suivantes: ‘@ Soit ABC un triangle d'aire S et de périmétre 2p.

Onpose:a=BC,b=CAstc=AB. A

1) a) En utilisant le théoréme ¥
d'AI-Kasth_expnmer
1—cos®* A en fonction
dea,betc.

b) En déduire que :
4p’csin’ A =(a+b+c)(a+b—

s A =

¢){c+b—a)(c—b+a)
plp—a)(p—b)(p—c)

2) Prouver que : -
¢

3) Applications :

a) Calculer 'aire d'un triangle équilatéral de coté de
longueur 6m.

b) Calculer I'aire d'un friangle de cités de longueurs
5cm, 6emn et 4em.

Produit sealaire



Fonctions numériques

’ 4 1 LR
Generalites —
Fonction numérique d’une variable réelle et son ensemble de définition
Sur la figure ci-contre, M est un point qui décrit un demi-cercle () de diamétre de (=)
Activités préparatoires 263 longueur égale & 2. /
On pose AM=x et BM=f(x) L "
s Ecrire la relation liant x et f(x). B
Définitions et regles 268 1)
2) a) Calculer la distance BM dans le cas ol AM= % @ITERIEETELIITINLLY 10}
3 [
: = f( | est appelé image du nombre 3 par la fonction f. *La distance x varie salon a
Points essentiels 274 - ) : "2 . _ position du point M sur ().
| b) Quels sont les nombres réels x qui ont une image par la fonction f ? La relation qui lie x au
| ) - mbre
L'ensemble de ces nombres est appelé ensemble de définition de la :,:m,m ﬁ:,,::;u:p::f |
Exercices résolus 275 fonction f. (Il est généralement noté D). i ::':“”: réelle x | on la
e fix—1(x)
3) Déterminer I'ensemble de définition des fonctions suivantes : image de x par la fonction {
Excrcicesetpmblémes 276 f-u\u% ' fa:xn---g’i:\ : fa'.x—-/x.-i—é s faix—3x%+ x+1 |
| e — J2x+1 Jxi4x—2
Capacités attendues MRS PR L R gy >

T # Reconnaitre la variable et I'ensemble de définition d’une
fonction définie par un tableau de données, par une courbe ou
| ar une expression.

Représentation graphique d’'une fonction numérique

x re de I'image d'un nombre et détermination d'un Le plan est rapporté & un repére (O;1,] ). ATERRNNERRENI NN N ‘
| nombre dont I'image est donnée, 4 partir de la représentation ! ) . )
‘ graj hiquf d’une fonctio(ni'l. 2 : ] Soit la fonction numériqgue  f: x — |x— 1—2x| On sait que la représentation
# Déduire les variations d'une fonction ou les maxima et les 1 : ) - graphique d'une fonction affine
minima a partir de la représentation gra%hique. ) Ecrire f(x) sans utiliser le symbole de fa valeur absolue (selon les f:ix—-ax+b estune droite,
* Utiligatiu;: de la représentation graphique pour étudier valeurs de x). ¥ )
St aisone e IS iaons 2) Construire la représentation graphique (#,) de la fonction f. o
- 3) a) Parmi les points suivants, quels sont les points qui appartiennent a () ? M .{/
Axkbfreese ireiiiy” ¥a |
A2 3) ; B(1;-2) ; C(2-7) /’" W, () |
T . " R " b) Déterminer le point D de () dont I'abscisse est 5.
® Activités préparatoires @ Définitions et régles - . ; i
¢) Déterminer les deux points E et F de (#;) d'ordonnée —3. 9 i = £

® Fonction numérique d'une variable
reclle et son ensemble de définition

@ Représentation graphique dune
fonction numérique

® Fonction paire et fonction impaire

@ Sens de variation d'une fonction

® Maxima et minima d’une fonction

e Majoration et minoration d'une
fonction sur un intervalle

® Solutions d'une équation de la forme
f(x) = b

® Solutions d'une inéquation de la forme
f{x) > b ou de la forme f(x) < b

o Utilisation de la calculatrice pour
programmer les valeurs d'une fonction
et la repré graphi

réelle et son ensemble de définition

m Représentation  graphique  d’une
fonction numérique

m Egalité de deux fonctions

m Fonction paire et fonction impaire

m Variations d'une fonction

® Maxima et minima d'une fonction

|
m Fonction numérique d'une variable |
|

LS  Fonction paire et fonction impaire

@ On considére les fonctions f1:x .26t f2:x 0 o° |
1) Vérifier que, pour tout x de IR : f,(—x) = f,(x) et fo{—x) = —f(x)

2) Le plan est rapporté & un repére orthogonal (O: 7, F} :

Soient (¥,) et (¥ ;) les représentations graphiques respectives des deux fonctions 1, et fa.
Soient M, et M, deux points appartenant respectivement a (# ,) et (« 2), d'abscisse x.
M', est le symétrique de M, par rapport & I'axe des ordonnées. |
M’, est le symétrique de M, par rapport a I'origine O du repére.
Montrer que : M'; appartient a () et M', appartient & (#g)

@ Points essentiels

@ Exercices résolus

@ Exercices et problémes

Fonctions numeriques - Géndralitds




D ACTIVITES PREPARATOL

Solentfesfonctons £:x-=ls| ot gexeela—1|-fxy L ESLGE 6 Majoration et minoration d’une fonction sur un intervalle ‘
1) Montrer que : f(—x) = f(x) et g(—x) = -g(x) pour tout x de IR.

2) Ecrire f(x) en fonction de x dans le cas ol x = 0, puis consfruire (). _
3) Ecrire g(x) en fonction de x dans chacun des deux cas suivants 0 < x < 1 et x = 1, puis construire

1
4 | f est une fonction définie sur un intervalle 1.
) | Soient a et b deux éléments de [ tels que a <b | fib)

(). ) - i | | a) Montrer que si f est croissante surleta <y sb,
4) Vérifier que (+;) est symétrique par rapport & 'axe des ordonnées et que (¢) est symelrique par | alors f(a) < f(x) s f(b)

| rapport & l'origine O du repére. | ‘ b) Montrer que si f est décroissante sur leta<x<b, | ‘ SN |

(i - p J alors 1(b) < 1(x) < f(a) B b'
W Sens de variation d’une fonction | e i 5 | | ~ B ‘

- Applications : En A i il
Sur la fi i-contre, ABCD est un rectangle de longueur AB = 4 et de fargeur BC = 8. D 2- Application cadrement d'une expression en utilisant '
ur la figure ci-contre, la monotonie d'une fonction sur un intervalle

a) On considére la fonction numérique f: f: x x%4+4x+5 ‘

-

I est un point de [DC] tel que IC = 1.
M est un point mobile sur [AB] de A vers B. + Eficer fog varidiams do t aur Thtarvale Lo E.2: 50k
On pose AM = x et soit f(x) I'aire du domaine coloré en vert du rectangle et g(x) 'aire & *Montrerque si —1< x = ; . alors 2<x?44x4+5< %9 xh ‘
du domaine coloré en orange. 5 T .

e . » s 261 e
b) On considére la fonction numérique grar S0 m]_.
* Montre que g est strictement décroissante sur l'intervalle J = i+ =

1) Calculer f(x) et g(x) en fonction de x.

2) M1 et Mz sont deux positions différentes du point M sur [AB]. IR

On pose AM, = x; ; AM, = x; Ol Xy < Xp. | N e phin = Montrer que si %-:_ =<5 , alors 14—1&-_22%53
Montrer que f(x;) < f(x;) et glx;) > g(xa). ::::uf;f) croit et . .
I 3) Représenter graphiquement les fonctions f et g. - L'aire /(x) est cons ACTIVITE ,. » Solutions d’une équation de la forme f(x)=b
] 4) Soit /(x) I'aire du triangle MIC. Montrer que Hxg) = M) II e -—— .
f est une fonction numérique définie sur Dy, b est un nombre } ¥
| ' ‘= » Maxima et minima d’une fonction réel, (4) est la droite d'équation y = b et (#1) estla courbe de la
‘ fonction f dans un repére orthonormal (Q; i',j). | :
| Une personne posséde un terrain sous la forme d'un triangle ABC rectgngle en A a) Montrer que si 'équation f(x) = b admet une solution a de D, (8) _,.:\_
[ (voir figure). Cette personne veut construire une maison rectangulaire AMNP (c'est-a-dire f(a) = b) , alors (A) coupe (') au point A(a, b) | : A
inscrite dans le triangle ABC et ayant la plus grande aire possible. ‘ {au moins). |
On pose : AP = x. Soit S(x) I'aire du rectangle AMNP. | b) Montrer que si (A) coupe () au point d'abscisse a, alors a | _,|_’—__,\

| 1) Montrer que S(x) =i x(20—x) pour tout x de ]0; 20[. I est une solution de I'equation f(x) = b.

2) &) Viérifier que S(x)=125—%(x ~10)° YA 2- Applications : gg?:lfutiolsf?rfprgque ou algébrique d'une équation
orm XxX)=
a) * Représenter graphiquement la fonction f 1 f:x |2x—3|
- Resoudre graphiquement I'équation f(x) = 1 (résoudre graphiguement
revient & déterminer les solutions en utilisant le graphique).
* Résoudre algébriquement I'équation f(x) = 1 (résoudre algébriquement
signifie déterminer les solutions par le calcul).
* L'équation f(x) = —4 admet-elle des solutions ?
b) Déterminer, a partir de la représentation ci-contre, les salutions de

! En déduire que S(x) = 125 pour tout x de ]0; 20[.

b) Calculer S(10) puis en déduire les dimensions de la maison qui a la plus
grande aire.

3) Soit S'(x) I'aire de la partie restante du terrain (partie colorée en vert).

a) Montrer que :  S'(x)=125 +%(x —10)°

s ) : ‘aire S’ t125m’.
b) En déduire que 125 < S'(x) et que la plus petite valeur de I'aire S'(x) es B Wontror qus 16 co0be il Rt b o 32 5 1 st o wie e

= S — —
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ACTIVITES PREPARATOIRES

1- !—f est une fonction numérique d'ensemble de définition Dr, b est
un nombre réel, (A) est la droite d'équation y = b et (¢') est la
courbe de la fonction f dans un repére orthonormal {O; i,
a) Montrer gue : Linéquation f(x) > b admet une solution a de
D: (ie. fla) > b) signifie qu'il existe un point A de ().
‘ d'abscisse a, situé au-dessus de (A).
b) Montrer que : Linéquation f(x) < b admet une solution a de |
Dy (le. fa) < b) signifie qu'il existe un point A de (%),
d'abscisse a, situé au-dessous de (A).

2- Applications : Résolutions graphiques ou algébriques
d’une inéquation : f(x) > b ou f(x)<b
a) - Représenter graphiquement la fonction f : x—[2x—5|.
- Résoudre graphiquement chacune des deux inéquations :  f(x) >3
. Résoudre algébriquement chacune des deux inéquations : f(x) =3 f(x) < 3.

b) Déterminer, & partir de la représentation graphique ci-dessous, les solutions de chacune des deux
inéquations suivantes : f(x) > 2 et f(x) <=1 ou f est definie sur l'intervalle [-3; 6]

fx) < 3.

. Déterminer le signe de f(x) selon les valeurs de x de [-3; 6].

Utilisation de la calculatrice pour programmer les valeurs
d’une fonction et la représenter graphiquement

Cette activité expose comment utiliser les calculatrices scientifiques programmables pour trouver, declaref
ot afficher les images de certains nombres par une fonction numérique et pour construire sa courbe
I'écran. Les fonctions qui vont étre utilisées sont propres 4 deux types A et B de calculatrices
programmables les plus largement usitées (Consulter le guide de la calculatrice).
On te présente ici les étapes qu'il faut suivre pour programmer la fonction frx—— % x4+ x+3
sur Fintervalle |[—Z: 18],

rva e‘ 55
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Solutions d’une inéquation de la forme flx)>bouf(x)<b J

|

> ACTIVITES PREPARATOIR

TypeA HERT Type B

Stockage de I'expression de f dans la mémoire de la calculatrice —

M ie sur la tou i it &tre : - isi 4 i i
l| . On appuie sur la touche | mode, le choix doit étre : Fune, | - On choisit le menu TABLE, puis on appuie sur la touche | |

| puis on valide par EE \.E_fEJ

- On appuie sur la touche ‘hv:! | - A droite de I'écriture Y, =, on écrit : ‘
_ A droite de l'écriture Y, = on écrit l'expression f(x) |

l comme suit de la gauche vers la droite ‘-E-/ »-l-—"j --:-/ -4--/" <L .X'T- > ol J

I n ) @5 &ty 3 EXE

e o L WD A i i

Fiotd Piotd Flotd

B (57 - 3
‘ ‘:J - .y o \m!-umxz«-ms
by

'g_x touche [ %1 , ou (xTen, permet d'écrire la lettre x) \Wis
—-—— 4

s’

= Obtention d'un tableau de valeurs de la fonction f - —

- On appuie sur latouche . F; |, puis a droite de : Start, | |

-'on appuie sur la touche ;:_"“/, [TBLSET]

Sur lécran TABLE SETUP et 4 droite de Thistart =, on
ot 3.

on écrit —3 et on appuie sur = EXE
- A droite de : End, on écrit 3 puis EXE
| _ A draite de ATb! =, on écrit 0,5 puis on se place sur : Auto | - A droite de : pitch, on écrit 0,5 puis | EXE |

appuie sur la touche ‘__2_"1/ [TABLE] - On appuie sur la touche = Fy

a ainsi partage l'intervalle [-3, 5 ; 7,5] en segments de -
ongueurs 0.,5)
= —_— Tracé de la courbe (%) de la fonction f

On appuie sur la toute Yindow) , puis on écrit : - On choisit le menu GRAPH

Xpin=—2385 et Xpu=75 - On appuie sur | Fs SHIFT
Y ==13 = . s i
) min et Yma =6 -Onécrit Xpn=—35 et Xnx=75
F0n appuie sur la touche GRAPH et la courbe apparait sur Ymn=—3 & Ypx=6
l'écran. puis  EXE

- On appuie sur la touche = Fy

T SETUP -
?Eﬁbwb-o 5
& =,1 -

o donsi M At o

ML S, S
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Fonction numérique d'une variable réelle et son
ensemble de définition

l'l'l-l'l-l-'l'l-l-l'l-l'l'l'l-!-lll-ltzlu
+Une fonction nu
d'une variable réelle x g
toute relation qui & chaqug

‘ EEUUHELN  Soit - x — f(x) une fonction numérique que d'une variable réelle x.

‘ - Si f(x) existe (c'est-a-dire appartient a IR), on dit que f(x) est Iimage de x par la
fonction f.

|

|

« L'ensemble constitué de tous les nombres x qui ont une image par la fonction f,
est appelé ensemble de définition de f et se note D;.

Exemples et applications

——— — . 2
M soit 1a fonction numeérique f:x—755

L'expression .2_!_1_ est définie si x — 1 = 0 c’est-a-dire si x = 1.
]
Donc I'ensemble de définition de fest D, = Je, 1[ U 1, + o[
(ou encore D, = IRN{1}).
B On considére la fonction gix-y2x+3 .
L'expression /2x +3 est définie si 2x + 3 = 0 c'est-a-dire si x=—

e

Done 'ensemble de définition de g est D,= —%;+ xl

® péterminer I'ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :

gix/xF—2x—8 ; hixe—2X—1

=0
2 ) Représentation graphique d’une fonction numérique

I Soit f une fonction numérique définie sur Dy.

Soit (0 1, i) un repére du plan.

- La représentation graphique de Ia fonction f est constituée de tous les points M{x; y)
du plan tels que x & Dy et y = f(x).

+ La représentation graphique de la fonction f s'appelle aussi 18 courbe de f et se

note () ; y = f(x) est appelée équation de ().

Exemple et application

| M Soit la fonction f:x~[2x—1].Ona: D= IR.
| *Ona f(. 1 ]: 0 ; donc le point A|:' %;U'ﬁ appartient a la courbe ().

J3—x
X

frx—

2

- Le point B(2; 5) n'appartient pas & () puisque f(2) = 3 et que 1(2) = 5.
{f{x}:?x— 1si (»%
w1

* Construisons la courbe (¢). Ona:

—oord
2

() est la réunion des représentations graphiques de f sur [ et I' qui sont deux demi-

Seient 1= = 125y

%;-r m‘ et I'=

droites d'origine A{' %U) {wvair figure ci-contre).

g(x)=4x+3 si x<-2
1™ Représenter graphiguement la fonction g définie par : { g(x) = -5 si -2sxs<1
— — glx)==2x=3 si x>1

Fonctions numériques - Gendrialités

su plus une i
#(x) (c'estadire si
existe, alors elle est unig
<Larelation f:x—x? §
chaque réel x, elle assocle|
son carré. N
-Larelation g : x./fx
assocle 4 x sa racine caj
Jx  existe dans le cas,
x=0.

Les nombres réels
(strictement) n'ont
d'image par la fonctiong.
Ainsi :Dg =[0, + .
-a et b étant des
réels, le nombre a
définie sib = 0 et

Y

M(x, y) € (¥ signifie que |
x EDyjety =1f{x)

Un cercle (C) n'est
courbe  d'une e
pulsgqu’au réel x (

sont associés deux
distincts y; et y;.

+Tableau de
valeurs de f

x 0%1
fx)1]0

@ Fonction paire et fonction impaire
|

@& Egalité de deux fonctions

Definition
définitions respectifs.
On dit que f et g sont égales et on écritf = g si ;

Exemple et application

B On considére les deux fonctions f:x— /x3+x2 et
+Notons que f(x) = /iZ(x+1)
x+ 120 c'est-a-dire si x =—1.
Ainsi D=D;=Dy=[-1; + [
= Soit x de D.
Ona f(x) =/x(x+1)
() =|x|/x +1
Donc : f(x) = g(x) pour tout x de D.
D'ou: f=g.

S S

/P

et gix— -

—1
-2

B Soient les fonctions f:x . /x—
¥

Montrer que f = g. *

f et g sont deux fonctions numériques, Dy et Dy leurs ensembles de

Dy = D, et f(x) = g(x) pour tout x de D (ot D = Dy = Dy)

g:x—|x|/x+1
et x2=0 . Donc f(x) et g(x) sont définies si

* Dire que f est une fonction paire signifie que :

' Pour tout x de D; : - ED; et
* Dire que f est une fonction impaire signifie que :

i Pour tout x de D; : -=xED; et

emples et applications

M Soient Ia fonction f:x. x?— 42
alors —x & IR. Calculons f(—x).
Ona: =) = (- — ()P =" - &
Dong :

Pour tout x de IR, on a —x € IR.

Ona: () = (—x° + (%) =—" — x
g(=x) =— (= + x)

Done :

Etudier la parité de chacune des fonctions suivantes -

Fix—x /52— gix—|x—2|—|x+2]|

f(=x) = f{x).

fl—x) = —f(x).

- Ona: Dy = IR. Ainsi, il est clair que si x € IR,

ft=x) = f(x) quel que soit x de IR. D'os f est une fonction pai
: : aire.
' B Soit Ia fonction g:x—x"+x .0na:D, =R, P

g(=x) = —g(x) pour tout x de IR. D'oti g est une fonction impaire.

hix—(x+3),/x?—4

Fonctions mumériques - Génédralités

*f=g signifie quatet g ont le |
méme ensembie de
définition D el qua tout |
diément de D a la méme |
Image par les deux
fonctions f et g. |
Hmoﬂmmdl‘-g,
alors (¥} et (#g) sont
confondues, |
* Les deux fonctions :

=5 e w

Fax o et gix /3 |
ne sont pas égales car
Df:]D;-l»wIaID'-{D;-n-m[ |
; done Dy = D,

Remarquer que f(x) = gix)
pour tout x > 0, f n'est pas
définie en 0 alors que g est |
définie en 0.

*x € Dy et —x € D, signifie que
D1 est symétrique par rapport
A zéro.

I 8] I’

== Y ™ e ==
X "0 X
-f est paire signifie que Dr
est symétrique par rapport
4 0 et que deux nombres
opposés de D; ont la méme
image par f.

-t est impaire signifie que D,

est symétrique par rapport
4 0 et que deux nombres
opposés de D, ont des |
Iimages opposées,

*n étant un nombre entier

naturel non nul e a un
nombre réel, on a :

(-a)" = a" si n est pair ;
(-a)" = -a" si n est impair.

*Lafonction f:x— x*+x

n'est ni paire, ni impaire.
(D1 = IR) Voici un contre- |
exemple ;

1€ Dy, -1 €D,
f=1)=0;f{1)=2 |
(1) = f(=1) et f{~1) m —1(1).

Beeain @ |




Al Courbe d’une fonction paire - Courbe d'une fonction impaire

o g ; : al (0:7, ) ol

Soient f une fonction numérique et () sa courbe dans un repere orthogon. '(O ] 7y A3

- f est paire signifie que (&) est symétrique par rapport 4 l'axe des o_rdlonnees_

- f est impaire signifie que (#) est symétrique par rapport au point O origine du repére.
- 0 X .

Preuve : ‘ . . »

. Soit f une fonction paire. Soient M un point de (%), d'abscisse x et M' le symetrique .

' A ; |
de M par rapport & 'axe des ordonnees. . :

Mantrer que (-x; f(x)) est le couple de coordonnees du poinl(M'}et que M' € (#).
dui ! 2 e de symétrie de ().
déduire que l'axe des ordonnées est un ax . ' ) . .
. Soit f une fonction impaire. Soient M un point de (%), d'abscisse x et M' le

Atri i igine du repére.
symétrique de M par rapport au point O origin . , ' .
I'\.f!lfr(mtrerq qjue (—x; —f(x)) est le couple de coordonnées du point M’ et que M’ appartient

& (). En déduire que O est un centre de symétrie de ().

[ Applications

B Soit f une fonction pai
J=oo; =11 U [11 4. o
- Compléter le tracé de chacune des courbes () &

ci contre). .
« Calculer les images des nombres 3 et -

() (sur les figures (1) et (2)

% par f et par g.

5%, Variations d'une fonction

5.1- Sens de variation d'une fonction

| Définition Soient f une fonction et 1 un intervalle inclus dans Di.

- f est croissante sur I signifie que pour tous x; et x; de 1:
Si x4 < x,, alors f(x,) = f(x2)-
- { est strictement croissante sur I signifie que pour tous x; et x,de1:
Si x4 < X,, alors f{x,) < 1(x,).
. f est décroissante sur 1 signifie que pour tous x; et x; de | :
Si x4 s x5, alors f(x;) = Hx3)- :
+ f est strictement décroissante sur 1 signifie que pour tous x; et x; del:

Si x; < x,, alors f(x,) > f(x,).
Exemples et applications

@ La fonction f:x—3x—4 .- . .
x, et x» de IR, on a : Si x, < xp, alors 3x; — 4 < 3x, — 4 c'est-a-dire flx) < f*(f).i}. )

a L1a fonzﬂon Qi — Jx est strictement décroissante sur l.= [FJ; +=[. En effe :.pou
tous x, et x, de I, on a : Si x; < x, alors Ja<y/x: clesta-dire — Jxi>— 2

ou encore g(x) = glxz).

Montrer que la fonction

est strictement croissante sur [ = IR. En effet, pour tous

. < TN
f:x|4x—3| est strictement croissante sur [‘—‘.4-.+-1[

e .3
et strictement decroissante sur 1,= l—fxl. hl»

Fonctions numérigues - Généralitds

re définie sur IR et soit g une fonction impaire definie sur :
|

x,.._--.

{ croissante signifi
plus la valeur de X
plus la valeur de f(x)

1] X —

1 décroissante. Sif
plus x croft, plus Hx:

* Etudier la monotonie ou les

= f est monotone sur 1 signifie que (f est croissante sur I ou f est décroissante sur I).
+ f est strictement monotone sur I signifie que :
f est strictement croissante sur I ou f est strictement décroissante sur 1.

s sy
Exemples el applications
M Soit la fonction numérique f:x w[x—1|+|x| .
Etudions la monotonie de f sur D;. fix) =2x-1 six=1
Ona: f{x) =1 siDex<1
f(x)=—2x+1 si xs0

« Vérifier qg? f est strictement monotone sur chacun des intervalles I, =[1; +==[ et
I = J=e; 0]
+ f est-elle croissante sur [0; +=[ 7 f est-elle décroissante sur J-=; 0] ?
B Soient a et b deux réels tels que a = 0. On considére les deux fonctions :
fix—~ax+b et gix—ax®
Mantrer que f est strictement monotone sur IR et que g est strictement monotone
sur chacun des intervalles [0; +«[ et ]—o; 0].

5.3- Taux de variation d'une fonction

. Soient f une fonction numérique, D; son ensemble de définition, x, et x,
deux éléments distincts de D,.

Le nombre réel Ttelque T= f(ﬂc;}:—i(‘x—‘) est appelé taux de variation de f entre
Xy et x,. &

... taux de variation de la fonction f:x.. 3x — 2 enire deux éléments distincts xy et
X de IR, est: T=102)—10) _3x,—2-3x42_,

Xz2— X, Xz =X
* Le taux de variation de la fonction g:x—5x*? entre deux éléments distincts de IR,

est - T:_!_(“_f:!)_f(fl'_}:51':—5x|2_ﬂx2—x‘}{x,rxz)

Xo— X1 X2— X9 X2— X —t=5{xa+x)

W Calculer le taux de variation de chacune des fonctions f:x.—-ax+b et
entre deux éléments distincts x, et x, de IR.

gix~—ax®

5.4- Variations et taux de variation

Soient f une fonction numeérique et T = &{;—w son taux de variation

2— Xy
- entre deux éléments distincts x4 et xp d'un intervalle 1 inclus dans D,
a S! T =0 pour tous Xy 8t x, de I, alors f est croissante sur 1.
- *SiT > 0 pour tous x, et x de [, alors f est strictement croissante sur 1.
b+ Sl T =0 pour tous x, et x, de I, alors f est décroissante sur 1.
*8iT <1 pour tous x, et x, de 1, alors f est strictement décroissante sur 1.

riatiy de f sur D; ifie
déterminer les Imnr\:gn:- 1

Inclus dans Dr tels que f soit
ou  stricte
monoione sur I,

* 5i 1 est strictement monotone
sur un intervalle 1, alors f est |
monotone sur cet intervalle ;
mais la réciproque est
fausse comme le montre
I'exemple :

f est croissante sur [0; +ef
mais f n'est pas strictement
croissante sur [0; +=[ parca
qu'elle est constante sur

| 10,1}
+La fonction x;-% est
| sur ]0; +[ et sur }-=; 0[.
| © | cette foncti
| n'est pas  strictement
décrolssante sur IR
puisque -3 < 2, par
| exemple, mals [I'inégalité
1(~3) > 1(2) est fausse.
* Noter que :
| 1= 1) =f(x)

X=X

0

|F|amnrqunr que T est le
coefficient directeur de la
drolta (M; My).

Foncrions Rumeriques Généralitds



<~ DEFINITION

Exemple et application [

B On considére la fonction f:x— x2—6x—1
Soient x; et x, deux éléments distincts de IR.
r=tla) ),

« Vérifier que e

+ Si x; et x, apparfiennent & I = [3, +[, alors x; = 3 et x, 2 3 et par suite x, + , 26 ;

or x; = x, done x; + x, > 6 c'est-a-dire T> 0.

Donc f est strictement croissante sur I = [3; +=[.

- Vérifier que f est strictement décroissante sur I' = J-=; 3].

» Pour résumer les variations de f sur IR, on consigne les résultats de I'étude sur un
tableau en exprimant le fait qu'une fonction est croissante par une fléche montante
et le fait qu'une fonction est décroissante par une fléche descendante. Ce tableau
est appelé tableau de variation de f (voir tableau ci-contre).

M 0n considére la fonction g:x_-—% . Etudier les variations de g sur l'intervalle
10; +=[ par deux méthodes différentes : En utilisant le taux de variation et en utilisant
la définition.

5.5- Monotonie et parité d'une fonction

. Soit f une fonction numérique dont I'ensemble de définition D, est
symeétrigue par rapport a 0.
Soient I un intervalle de IR, inclus dans Di et I le symétrique de I par rapport 4 0.
* Dans le cas ou f est paire, on a :

- Si f est croissante sur 1, alors f est décroissante sur I'.

- 5i f est décroissante sur 1, alors f est croissante sur ['.
+ Dans le cas ou f est impaire, alors :
f a le méme sens de variation sur I et sur 1'.

Exemples et applications

M | a fonction f:x— x| est paire ; elle est croissante sur 1 = [0; +[ et décroissante sur

I' = }=; Q).
La fonction g: x—-% est impaire ; elle est décroissante sur chacun des intervalles
1=]0; +=[ et I' = |—=; O[.

M on considere la fonction f:x—-x+%

* Déterminer I'ensemble de définition de f et montrer que f est une fonction impaire.
* Etudier les variations de f sur chacun des intervalles 1,=[0;/2| et I, =[v2i+ o0
Determiner alors les variations de f sur les intervalles :
['|={—/§;0[ et Ta= ]"m:— Jé]
gt une fonction paire définie sur [-4; 4] et son
tableau de variation sur [0; 4] est le suivant.
Donner le tableau de variations de f sur [-4; 0.

x lo 1 3 4

2_ a2
fl x)
’—1/ \n

fix) =2x + 1 si <
0, : f:) 4 sxs-1
signifie que ia xX)=-x-2 si -1=xs<1 [
constante sur § | 5 Ia > 2
| n:9. fx)= x—4 =i 1sx<3 | f(x) 3 /

EIEIRRRRERNE
+ Etudier les vari

utiliser le taux de L
:( i 3}:“1 m . Soient f une fonction numerique, I un intervalle inclus dans Dr etael
Bl _ .Dire que f(a) est le maximum (la valeur maximale) de la fonction f sur I signifie Que :
g i 1{x) = f(a) pour tout x de I. |
il |+ Dire que f(a) est le minimum (la valeur minimale) de la fonction f sur 1 signifie que - 1
f{x) = f(a) pour tout x de I. i
1(x) =

*Noter que [ DNl

B -DEFINITIONS

Maxima et minima d’une fonction

=10

n paln|

emples et applications ) |

|fun:tio

— ] ll La figure ci-contre représente la courbe d'une fonction f. |
= Le maximum de cette fonction f sur l'intervalle | = [-1; 3] est 1(0) = 3 et son minimum |
sur le méme intervalle est f(3) = 1. |

*Sur lintervalle J = [1; 2], le maximum de f est f(2)

=3 |

= 2 et le minimum de f est |

* Noter que f(x) = 3 pour tout x de | = [-1;3).
Donc f(x) =< 4 pour tout x de . Cependant 4 n'est pas un maximum de ia fonction f
car il n'existe aucun réel a de I tel que f(a) = 4.
On considére la fonction f; xx2—4x 47 . |
= Vérifier que : f(x) = 3 pour tout x de IR. |
* Calculer f(2), puis en déduire que 3 est le minimum de f sur IR.
On considére la fonction f: x— x +% | |
*Montrer que, pour tout x de 1 = Jee; O] 2 (%) = -2, | |
= Montrer que -2 est le maximum de f sur L. | x

fonction Img

Remarque : Variations et valeurs maximales et minimales

et I'cDinIR | - Soit f : ; e
-Dans |e cas GUna oIt f une fonction numérique définie sur un intervalle [a; b] et sait ¢ un réel tel que
paire, on & : a<c<h. | |

= Montrer que si f est strictement croissante sur [a; c] et f strictement décroissante |
sur [c; b], alors f(c) est le maximum de f sur [a; b). r

= Montrer que si f est strictement décroissante sur [a; c] et f strictement croissante

sur [o; bl, alors f(c) est le minimum de f sur [a; b]. | i

: Donfaer le tableau des variations de Ia fonction f suivante et déterminer ses valeurs | 0
Mmaximales et minimales sur chacun des intervalles [ = [4; 1] et I = [-1;3] |

R
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| Exemple et application &8

<

@ On considére la fonction frx -~ x?—6x—1
Soient x, et x, deux éléments distincts de IR.

- Vérifier que  T= Hxe)— ;(f“ =xo+%,—6

- Si x, et x, appartiennent & | = [3, +o[, alors x, =3 etx; 23 et par suite x; + x, 26 ;
or x; ® xp dONC x; + X, > 6 cest-a-dire T > 0.

Donc f est strictement croissante sur 1= [3; +=[.
- Vérifier que f est strictement décroissante sur I' = J==; 3].

== _DEFINITIONS

« Etudier les variations
sur chacun des
intervalles 1 et 1'
utiliser le taux de
(Remarquer que :
#x) = (x - 3)* - 10)

«Tableau de

@ Maxima et minima d'une fonction

! WL - Soient f une fonction numérique, 1 un intervalle inclus dans Dieta € L.
E Dire que f(a) est le maximum (la valeur maximale) de la fonction f sur I signifie que :
. f(x) <f(a) pour tout xde L :
. .*_Di__re que f(a) est le minimum (la valeur minimale) de la fonction f sur I signifie que :
f(x) = f(a) pour tout x de 1.

nples et applications

» Pour résumer les variations de f sur IR, on consigne les résultats de |'étude sur un

tableau en exprimant le fait qu'une
et le fait qu'une fonction est décroissante par une
est appelé tableau de variation de f (voir tableau ci-contre).

. Etudier les variations de g sur I'intervalle
le taux de variation et en utilisant

flache descendante. Ce tableau

B on considere la fonction  g: xH—%
]0; +s2[ par deux méthodes différentes : En utilisant

la definition.

5.5- Monotonie et parité d'une fonction

—_—

) Soit f une fonction numérique dont I'ensemble de définition Dy est
symétrique par rapport a 0.
Soient I un intervalle de IR, inclus dans Dr et 1§

«Dans le cas ol f est paire, on a :
- Si f est croissante sur 1, alors f est décroissante sur I'.

- Si f est décroissante sur 1, alors f est croissante sur I'.
« Dans le cas ou f est impaire, alors :

le symétrique de [ par rapport 2 0.

fonction est croissante par une fleche montante |

fonction palﬂ

#i

La figure ci-contre représente la courbe d'une fonction f.

+ Le maximum de cette fonction f sur l'intervalle I = [-1; 3] est f(0) = 3 et son minimum
sur le méme intervalle est f(3) = —1.

+ Sur lntervalle J = [1; 2], le maximum de f est f(2) = 2 et le minimum de f est

\[m 3 1
; B o . f(1}=§

- 0] %

o

iy
- Noter que f(x) = 3 pour tout x de 1 = [-1; 3].

Donc f(x) < 4 pour tout x de I. Cependant 4 n’est pas un maximum de la fonction f
car il n'existe aucun réel a de I tel que f(a) = 4.

® On considére la fonction f: x—x*—4x+7 .

= Vérifier que : f(x) = 3 pour tout x de IR.

* Calculer f(2), puis en déduire que 3 est le minimum de f sur IR.

® On considére la fonction 1: x-—x+%

* Montrer que, pour tout x de I = |-==; 0] : f(x) s -2.

f a le méme sens de variation sur I et sur I'.

‘ Exemples et applications

‘ B La fonction f: x| x| est paire ; elle est croissante sur I =
I' = }-=; 0].
‘ La fonction gix- % est impaire ; elle est décroissante sur chacun des intervalles
1=10; +=[ et I' = }-==; O
® On considére la fonction fix—x +%
. Déterminer 'ensemble de définition de
« Etudier les variations de f sur chacun des intervalles 1=
Déterminer alors les variations de f sur les intervalles :

l'.:[—/ﬁ;ol et I.= l—-x:;— ‘/5]
M { st une fonction paire définie sur [4; 4] et son

tableau de variation sur [0; 4] est le suivant.
Donner le tableau de variations de f sur [4; 0.

[0; +=[ et décroissante sur

f et montrer que f est une fonction impaire.

|0;J§| et 1==|J’Z’1+m[

x [0 1 3 4

1l x]. 2—»2
B =

e

. Fonctions numériques - Généralités

* Montrer que —2 est le maximum de f sur I.

- Lu m.x. hﬂm‘ dum' ! 7 n

f sur I est la plus grande
valeur prise par fsurl,
+ Le minimum d’une fonction
f sur T est la plus petite
valeur prise par f sur L.

¥
e

‘ + Noter que 1C Remarque : Variations et valeurs maximales et minimales

et 'cDNIR
«Dans le cas O

‘ paire,ona:
f{—x3)—f{=
‘ e

+ Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle [a; b] et soit ¢ un réel tel que
‘a<c<bh.

— Montrer que si f est strictement croissante sur [a; ] et f strictement décroissante
sur [c; b], alors f(c) est le maximum de f sur [a; b].

~ Montrer que si f est strictement décroissante sur [a; c] et f strictement croissante l
sur [c; b}, alors f(c) est le minimum de f sur [a; b].

Donner le tableau des variations de la fonction f suivante et déterminer ses valeurs
‘Mmaximales et minimales sur chacun des intervalles I = [-4; 1] et I' = [-1; 3].

flx)=2x+1  si 4 <gx<-1
‘ f)=-—x—2 si A=x<1
flx)= x-4 =i 1=x<3

() frrmmmmmmmsy
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fetgontl
définition D, .
et f(x) = g{x) pour tout x de D,

e meme ensem

f:x-1(x) estune forction numérique d'une variable réelle x et
Dy est son ensemble de definition.
- x & D, signifie que (x £ IR et f(x) £ IR).
+ Pour fout x de D; ; f(x) est limage de x par la fonction f. f(x) et g(x) peuvent étre des expressions d'écrituren s
x € D, signifie que f est définie en x c'est-a-direque x aune | . égales sur D,
image par f.
+ P et Q sont deux polynomes. JSEH1_ A
Sif=P, alors D;= IR x—1 J/x—1

5 f= % . alors : x € D signifie que (x € IR et Q(x) = 0).

si f=JP | alors : x = D, signifie que (x € IR et P(x) = 0).

f = g signifie que

+ Exempl

pour tout x de D = [0, 1[ U J1, +2[

PR £ i AT
Le plan est rapporté & un repére orthogonal (D;r. T), Soit f une | - f est paire signifie que D, est syrnétrique par rapport a
fonction numérique définie sur D deux nombres opposés ont la méme image par 1.
S
- L'ensemble des points M(x; f(x)) _mels que x € Dy est la | | f est impaire signifie que Dy est symétrique par rapport
représentation graphique de la fonction f ou la courbe de f ; on que deux nombres opposés ont des images opp x
la note (). ; ) : ; :
M(x; y) € (¥)) équivaut a : « { est paire signifie que :
(x €D ety =1(x)).
+y = (x) est I'bquation de ().
» (%) passe par A(a; b) signifie
que : a € D, et a est une solution
de I'équation f{x) = b.

Pour tout x de D, : —x € D, et f(—x) = f(x).
| - f est impaire signifie que :
Pour tout x de D, : —x & Df et f{—x) = -Hx).

f ast une fonction, 1 est un intervalle inclus dans Dy, x, et x, deux Soient f une fonction numérigue, 1 un intervalle inclu
éléments guelconques de I acl .
- crolssante sur I signifie que - - f{a) est le maximum de la fonction f sur I signifie que s
si x; = ¥, alors flx,) = f(x).
- { est strictement croissante sur | signifie que : i
si x; < xp, alors f(x;) < fxa). "+ f{a) est le minimum de la fonction f sur L signifie quUess
« t st décroissante sur 1 signifie que : f:.;] < A s Mt deL 4
sl i = xp, alors fx) = Hx).
+ { est strictement décroissante sur | signifie que :
51 xy < %y, alors f(x) = flag)
+ 1 est constante sur | signifie que : f{x} = f{xz).
- f est monotane sur 1 signifie que f est croissante sur | ou | est
décroissante sur 1. F

fix) = f(a) pour tout x de L.

Remarque : Si f(x) = M pour tout x de 1 et s'il existe un
1 tel que M = f(a), alors M est le
fonction f sur 1.

f R
- f est une fonction impaire signifie que () est symetrique par rapport & l'origine O du repére. )
+ f est une fonction paire signifie que () est symétrique par rapport & l'axe des ordonnées (dans un repéra orthogo
+ Soit f une fonction dont 'ensemble D; est symétrigue par rapport & 0.
Solent 1 un intervalle inclus dans D, et I' son symétrique par rapport a 0.
Sifest paire et croissante sur 1, alors f est décroissante sur I',

- Si f est impaire, alors f a le méme sens de variation sur I et sur I'.

Fonctions numérigues - Généralités

une fonction numeérique impaire, définie sur llintervalie (4, 4]
le que ;

2¢'—5x  pour tout x de [ = [0; 4].

4 2
Montrer gue : f(x}=2(x - i —% pour tout x € L.
Etudier les variations de t sur chacun des deux intervalles
:lf=[0:§l et 12=‘%:4'
Donner le tableau de variations de f sur [—4; 4],
trer que f admet un minimurm sur 1 que I'on déterminera.

er l'expression de f(x) en fonction de x pour tout x de
= [-4; 0].

Montrer que f admet un maximum sur I'.

2
1l suffit de développer ( x— g) pour obtenir la forme
canonique de f(x) sur L.

Soient x, et x, deux réels distincts de 1.
2
Ona: frxa)—f(xn=2[(xz—%) ~(x~3%)

2

: Hxa)~f ) =2 (xo—xi) 3+ x— 3

Donc le taux de variation de f entre x; et x, est :

7= f0e) =1 ()
X=X

*Dans le cas ol x, et x, appartiennent a I,,

=2(x1+12—%

3 5 5
s : O€x1€4 et 0€x2€4

one : 0< 3+ xzé%c‘esi-a-dire =Sy Xz—gﬂi
Orx, = X5, par suite x;+ x; —%:0

est-2-dire T <0.

D'oli f est strictement décroissante sur I,

démontre aisément que f est strictement croissante
- 8Ur I; {le soin est laissé au lecteur)

une fonction impaire ; donc f a le méme sens de
ation surl|=I0: %}at 1’|=l—%; OJ . De méme, fale

2 sens de variation sur lz=l%:4] et I'a=|—4:— %]
'0li le tableau de variation de f sur [4: 4] :

2) Montrons qu'il existe un réel a de I tel que fa) = f(x)
xdel i ¥
Pourtout xde I, ona: 05;2(1_%) ;

pour tout
5.2

25
done ——E-QE'(a—z) -%5 c'est-a-dire —%&I(x)_

Notons que : f(%.}=— Eaé . Done : f(%)éf{x)pouriout-xdsl;

Ainisi _%ﬁ est le minimum de f sur 1.

3)Soit xE1 ;donc—x =1 (car I' est le symetrigue de | par
rapport & 0).
Comme { est impaire, on : f(x) = —f{-x).

Dong : f{x)=—|2(—xu%)2_ga§,l

2
D'ou : 1'{xJ=—2(x+%) +gB§=—2X2—5xpourtoutxdg[‘_

“Ona: f(rliza—s pour tout x de I'et %:f(—-é)

4
Done % est le maximum de fsur I'.

Remarque : On peul se référer au tableau de variations de f.

On considére la fonction 11— —"i\: 11 :

1) Déterminer I'ensemble Dy de définition de f.

2) Ecrire f(x) sous la forme f(x)=a+ % pour tout x de D, ol
a et i sont deux réels que I'on déterminera.
3) Etudier les variations de f sur 1=11; +=[ et sur J = J-=; 1[.

4) Soit x un réel tel que %c x<2 , Montrer que 5 <f(x) <8,

1) 1 est définie en x signifie que x — 1 = 0 c'est-a-dire
Donc Dy = Joo; 1] L1 48],

2) En effectuant la division du bindme 2x + Lgar
f(xJ=2+xE1 (On peut écrire 1 f(x)=——

— 1, 0n trouve :

o) =t =g oS
donc: T= ﬁcﬁ (taux de variation entre x, atfg)
Ona:(x>1ety>1)ouy<1etx<l);dans les deux

cas (x; - 1){x, — 1) > 0 c'est-
D'ou f est strictement décro
4yona:Z<x<2 elfeststictement

Don : f(2;<f(x;<r(g) Dol :5<f(x) <8.

= |
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Fonction numérique - Ensemble de
définition - Image d’un nombre par
une fonction - courbe ‘

Déterminer 'ensemble de définition de la fonction 1 de la
variable réelle x dans chacun des cas suivants : |

- AN ; e
M bx—5—35 : 2) t:x -2
(@) frxrm x4+ x%—2x+1 ) hx—yx—2
(5) I‘.x'—-,r'ﬁ—_? i {S)f:x—.-(x—4 |
. Jx+3 . v e
Mt + (8) I‘}Hx2+x—2
e T A R L
© t:x —J22—8x—2 ; (10) Fixe—— |
|
Su la figure ci-contre, ABC
est un triangle tel que : ‘
of
BC=7 st AH =4
M est un point de [AB] tel que
AM = x.
1) Définir les fonctions T et g
telles que f(x) est l'aire du 8 M (o}

triangle ABM et glx) est
l'aire du ftriangle ACM, en precisant I'ensemble de ‘
définition de chacune des fonctions f et g.

2) Calculer limage de 1 par chacune des fonctions f et g.

3) Existe-t-il une valeur du nombre x telle que : |

fix=67g(x)=67

4) Représenter graphiquement les fonctions f et g dans le

méme repere. !

A et B sont les deux points d'abscisses respectives —3 et 4
de I'axe gradué (O:1) .
M est un point, de cet axe, d'abscisse x.

A 0 =

et i >

]

f est la fonction qui, a chague x, associe la somme des

distances MA + MB.

1) Montrer que, pour tout réel x, on a :

fx)=|x+8|+|x—4| ‘

2) Calculer les images par f des nombres 2, 5et—4.

3) Ecrire i{x) sans valeur absolue (selon les valeurs de x).

4) Représenter graphiquement la fonction f.

5) Déterminer fa position du point M sur |'axe pour que la
somme des distances MA + MB soit égale a 11.

B
¥ —t
4

iz
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D

1) Calculer f(x) et g(x) en fonction de x en utilisan| jes
courbes de f et g suivantes : k-

Egalité de deux fonctions

| " Dans chague cas, les fonctions f et g sont-elles égales :

______ | ) (0=FF—28xF1 et g=|Bx—1
i
x2—1
2 =17 ot gpy=2H
i m B fl = S — o =
2) a) Calculer les images de 1 et =5 par f. e el g(x) £
b) Quels sont les nombres dont l'image par { est 5
az2? 4) 1= /5— et g[x]=‘/_x
3) Quels sont les nombres dont 'image par g est é £l
3 2
5) e i e et ot S
_fm (4 1) (=" —1) g ==

5

Représenter graphiquement la fonction f dans chacun g
cas suivants :

Eoncunns paires et fonctions impaires

2) fix~|x|=1 Dans chaque cas, la fonction f est-elle paire ? impaire 7 ni

1) Foxe|2x—1| ;
paire, ni impaires 7 (Justifier la réponse).

A

fix)=—2x+3sixs-1 { :
4) frx|x+8]
() fix—x*+x%+1 (8) fixe x*+x [

f(x) =5xsix>0

(2) fixx /xT—1 (6) Fixe—|x+3|+|x—3|

On considére la fonction numérique f de la variable
définle par : f{x) = 2" —=3x—1. ] |
Soit (%) sa courbe dans un repére ©:7, 1) {3) frx—|x|(x*+x) (7) fix— x:'t|
1) Parmi les points suivants, quels sont coUX i |
appartiennent a () ?
A(0; 1), B(1; =6), C{1; 4), D(/2, 3— 3/2),

) f:x X

8) f:
B i

1 3

3 [2x —1]—|2x +1]
= =pie = =

E [% = 3] ) '_SDIH une fonction paire définie sur IR telle que :
2) Déterminer les points diintersection de () avee: { f(n) =848 8l O=x<3
: des abscisses. fx)=x—1 si x=3
3) Quel est le point dintersection de (%) et de I 1) Calculer f(-3) et f(2).
ordonnees 7 2} Représenter graphiquement la fonction f sur IR.

4) Existe-t-il des points de () d'ordonnée 1 7

'_.Sol’ll' une fonction paire définie sur [-5; 5] :
1) Compléter la construction de la courbe (%) de la

donne la température

Le tableau suivant

pendant une journée d'été dans l'une des villes. . fonction 1.
g - 2) Calculer f(5).
|,IW'e 0|2|4|6|8|10|12 1T| 16{18 E;g.;l"ner I'expression de f{x) pour tout x de [-5; -2].
Fomparature | 15|17 | 18| 20| 22| 25| 28|33 33|27 Qe f(-5) et £3).

A chaque heure t, on associe la température Tt
1) Représenter graphiquement la fonction T & L= T
papier millimétré.

2) Déterminer approximativement la température @ 1

3) Déterminer la période ol la température dep:

®

‘@ Soit f la fonction numerique : fxi- |2x + 5|~

®

14

[2x 5]
1) Montrer que f est une fonction impaire.
2) Calculer f( T.} .

3) o -3
3) Ecrire f(x) en fonction de x, sans utilisation du symbole
de la valeur absolue, dans chacun des deux cas suivants :
0<x<32 x=3

2 2
4) Représenter graphiquement |a fonction f,

et

Soit f une fonction impaire définie sur D = [-4, =1] U [1; 4] |

1) Compléter le tracé de la courbe () de f.

2) Déterminer f(4) et f(1).

3) Donner |'expression
de f(x) en fonction de
x pour tout x de T &-

[=4; 2] puls pour tout ‘..' e 7o ) R T 5

xde [2; 4]. =

Variations d'une fonction numérique

Dans chacun des cas suivants, étudier les variations de f
sur l'intervalle 1 :

(1) fx) =3x-4 et 1 = Joo; 4o
(2) flx)=-5x+7 et 1=IR.

(3) flx) = 2% + 2x et 1=[-1; +of,
(4) tx)= if—g‘ et I =] 1]
(5) t=yx+x et 1=[0; +2].

|

|
== =
f est une fonction numérique paire, définie sur [-3; 3] et son |
tableau de variations sur [0; 3] est :

0 1

W 4

1) Donner le tableau de variations de f sur [-3; 0].
2) Représenter graphiquement f sur [-3; 3] sachant que f
est une fonction affine par intervalles.

X 2 3 |

1(x)

—=

f est une fonction impaire définie sur l'ensemble
E = |-; 2] U [2; +=[ et son tableau de variations sur }-=; -2]

est le suivant :
—a —4 -2
/ ¢ \
4

1) Donner le tableau de variations de f sur [2; +=[,

2) Représenter graphiquement f sur E sachant que f est
une affine par intervalles et {(-5) = 0.

X

fix)

Fonctions numérignes - Généralités 2’ ?
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| flx)=(x— 20 +5 gt flx)=5

Maxima et minima d'une fonction

Soitf la iunct;on numeérique de 1a variable réelle x définie |
par : fix) = x°  _4x+9.
1) Montrer que, pour tout x de IR, ona: |

2) Calculer f(2) puis en deduire que f admet un minimum

| sur IR. i

| Soit f Ia fonction numérique. frx——dx®+4x+5 |

1) Montrer que‘ pour tout x de IR,ona:
f(x) = 6— (2x -1 et f(x)s6

| 2) Calculerf [;] puis en deduire gue f admet un maximum |

sur IR.

| Soit la fonction numerique FroomeXth o "'

1) Mnntrer que 4 est le minimum ﬁe f sur lmtawalle |
| = ]0; +e[. Montrer que _4 st le maximum de f s |
I intervalle I = -=; O[.

| 2) 0 estil un maximum de la fonction f sur 7 |

3) Montrer que f est une fonction impaire et que f est I
monotone sur chacun des intervalles 10; 2] et [2; +=[.
Donner aturs le lableau de vanauon de f sur Dt

@ Soit () la courbe de f sur I'ensemble Dy. .
| Donner le tableau de variation de f dans chacun des cas.

Soit f une fonction numerigue défin
Compléter le tracé de la courbe (¥
chaque cas :

I--|_ ' | | |—funl:t|0ﬂ_ill'.l|_p;im-| ,_

| Etudier la parité de la a fonction f
| suivants :

| 1}f[_1')——'x2—2|_\'|-3

| 3) 1(x)=sin2x (1—cosx)
| 5) 1{x)=42x

M.

Fonctions numériques — Géndralités

iy —

ie sur lntervalle [-4; 4]. I
1) selon les données de

' |f:n:u0n pair:—l

dans chacun des cas

2y te)= 1|n|1-1||

4) f(x) =sin3x tanx |

suwﬂnts

Compléter le tableau de variations de f dans chacun |
cas suivants -

x| 0 0 BT

@ tfonc‘wndefmesur| —
A 1{,\] 1
{—4 4] et paire | a g
| o0 4

@ Hanchnn deﬂmesur I'{—l

[—4 4] et |mpa|re B/

[ Etudler la monotonie de la fonction f sur 1 et] dans
des cas suivants :
1) 1= 2 et 1=IR
2) tx) -% ot 1=]0;+x[ et V=i
3) flx)=]x—2| et [=[2;+= et 1=F

4y {(=2x"+x—1 6t 1_—1~—%;+ml
5) fi)=¢2x—4 et I =IR.

Etudier la monotonie de f et construire 12 courbe (%)
un repére orthonormal o ._}') dans chacun des
sulvants :

ix € |—oei1
o el
) f(x)=3—x s1xe[1;+m[
. ax—1 six E]—s;;Q]
(&) fx)={_, e
—x+7 sixe |25+

Sgit f la fonction numérique définie par :
) Ecrire f(x) f(x) = px— 2 - 2/ + 3x
1) Ecrire f(x) sans le symbole de la vale
B ur absolue selon
2) Représenter graphiquement la fonction f dans un repére
grthonormal (O , ] .

Sgit f 1a fonction numérique de la variable réelle x définie par :

10 = Jx— 2| +|x + 2]
|x | =1
Spit () la courbe de f dans un repére orthonormal.
1) Déterminer 'ensemble D de définition de .
2) Montrer que f est une fonction paire.
3) a) Etudier les variations de f sur chacun des i
s intervall
[0; 1[, 11; 2] et [2; +==[. -l
b) En déduire les variations de f sur D.

= £ e re ) = -
UE ADDre aae
Wdedéﬁrﬂﬁun-t:nurbeﬂ‘unefmcuan

| Parmi les courbes suivantes, déterminer celles qui
‘représentent une fonction numérique.

1|
- el [ Bz
| EEpaTEREREm=EEZaEEN

= ,:__I'-f % i) .EULI

|

! X
I [

|

iner 'ensemble de définition de | (
a fonction f
n das cas suivants : iy

1 {x) =

iEe] D 2= ix 3
o= (71(1_)2_14 4 1(x)= /-3
'?‘“’=ﬂﬂ_+f L e iw= 28
=/~ ==

Soit (# ) la courbe d'
ouro une foncti ~
orthonormal (O; i ,j). ion T dans un repére

Déterminer, dans cha
, ; cun des deux cas -
l'ensemble de définition de la fonction 1 B

Déterminer 'ensemble de définition de la fonction | dans
chacun des cas suivants :

1) )=/ —30x+25 ; z)r(,»}-_t{=1m_.
W —4x+4
9 10=52 A= [E=e0 SE T
.‘C \

On considére les fonctions numer:quest g, hetk dt;h;es .
par :

2 —
fg=22_8 " . _J/2¥-38
/% +5x 2 A= AL
hi)= [2x2=3 : _ /2 —3
W={Fm ¢ KR=Tre

Parrr?i Iies ensembles suivants, déterminer les ensembles
de définiion de f, g, het k :

NS ¥ o

B=]-oo;—5[U]0;+

1
C:]—m;—-slUI— :_Tal" 26:?‘_.‘:[
D=]‘“°='i‘—5[u—-2§-:0u 28;+m

Ty
Fonctions numériques = Géndralites



Parité d’une fonction numérique

(# 1), (% 2) (¥ 9), (¥ ,) sont des courbes de fonctions
numériques.

X REEEEE N2
= A

1) Déterminer pour chague fonction ia courbe qui la
représente parmi les courbes (%), (%), (52, (%)

_f=x; x=1 R (i ix<-1
ﬂx)_[r ;x> 1 a {—x:—1SX<'|
‘ 2 xx-2 S A
glx) ={ : 2<x<1 = x jx=0 @
{1 cxz1 K {-x;xco

2) Parmi les fonctions précédentes, déterminer celles qui
sont paires en justifiant la réponse.
3) Donner une autre expression de la fonction k.

Exercices de synthese

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1 symeétrique par
| rapport a zéro. ‘
On considére les fonctions g et h définies sur I par |

go=1RHIED o = 10ED L

1) Calculer g(x) et h(x) lorsque f est une fonction paire puis
lorsque f est une fonction impaire.

2) Etudier |a parité de chacune des fonctions g et h pour
toute fonction f.

@ Soit f une fonction  [7]

définie sur i
l'intervalle [-5, 6] et |
sa représantation I
graphique est celle |
sur fa figure ci- |
contre.

Fonctions numériques - Généralités

1) Calculer les valeurs des nombres suivants .
f(=5), f(=3) et f(6).

2) a) Déterminer un réel a tel que f{a) = 3.
b) Déterminer f tel que f(B) = 4.

3) Résoudre graphiquement chacune des équations
suivantes :
a)fix) =1 : b)f(x) =3
cflxy=—2 difjx)=6 |

4) Déterminer les valeurs de x pour lesquelles f admet ug
maximum et un minimum.

Une voiture parcourt la distance de 180 km en une durée |

& la vitesse v ou 30 km/h = v = 80 km/h.

1) Trouver la fonction qui donne t en fonction de v.

2) Compléter le tableau suivant :

v ] 30| 4 | 50 | 60|

2L

3) Donner les variations de t et construire sa
représentative dans un repére orthonormal Lo i i

Soit f une fonction numérique définie sur IR telle que
Pour tout réel x : 5f(—x) + {1 —x) =2x
Déterminer f{x) en fonction de x.

Soit ABC un triangle équilatéral de coté de longueur
Soit M un point du segment [AB] tel que BM = x cm.
Soit f la fonction qui  chaque x associe 'aire du
ABM.

1) Déterminer I'ensemble de définition de la forction 1

2) Caleuler f(0), f(2) et f(4).

3) Calculer f{x) en fonction de x.

4) Construire la courbe (#%) de la fonction f dans ufl
orthonormal(O; i,]) -

Résolution graphique d'équation ad'ineqmj |

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x

par : flx) =[x+ 3| -2

1) Exprimer f(x) sans valeur absolue, selon les vale

2) a) Congtruire la courbe () dans un repére ot

(=1 i

b) Donner le tableau de variations de a fonction f

3) Construire, dans le repere (0: 1, 1), la droite (&)
d'équation y = —3x. )

4) Déterminer les points dlintersection de (') et (A}

5) Résoudre dans IR I'équation : f(x) = —3x.

6) Résoudre graphiquement linéquation : f{x} =

1|

Problémes

@ Soit ABCD un rectangle (voir figure).
1) Déterminer les valeurs A
possibles de x.
2) Calculer I'aire A(x) du
rectangle ABCD en fonction o .
de x.

lintervalle [0; 4].
4) Déterminer la valeur du nombre x pour laguelle l'aire du
rectangle ABCD est maximale,

L) Soit ABCD un rectangle de dimensions 3 et 6.

Soit x la distance parcourue par M et y l'aire de la partie
colorée. |
| D c

| M |

A 8

1) a) Soit f la fonction numérique qui & x associe y. |
I Déterminer son ensemble de définition.

b) Déterminer f{x) en fonction de x. |

a2

3) Représenter graphiquement la fonctionA:x — A (x)sur
|

M est un point en mouvement sur la trajectoire ABCDA. |

[AD] et [BC}, a:‘

AB=4 ‘

Soit ABCD un trapéze rectangle de bases
hauteur [AB] tel que :
AD=86

@
3 BC=2 gt
Soit H e projeté orthogonal de C sur (AD).

Soit M un point variable sur [AB] ; on pose AM = x

La droite passant par M est paralléle & (AD coupe [CD ‘
" p

La droite paralléla a {AB) el passant par N, col ‘
1} U
pe tAD)

1) a) Montrer que CHD est un triangle rectangle isocéle ‘

b) Montrer que AMNP est un rectangle et que NDP est
un triangle rectangle isocéle,

2) Soit f(x) I'aire du rectangle AMNP ol 0 < x = 4.
a) Montrer que : f{x) = 9 - (x - 3)%, |
b} Montrer que : f{x) = 9.

¢) Montrer que l'aire de AMNP admet une maximum et
déterminer la nature de AMNP dans ce cas.

3) Mentrer que l'aire de AMNP est égale a4 8,5 si et
seulement si : '

o  x=8%d2

2) a) Canstruire la courbe représentative de la fonction f
dans un repéra orthonormal (O; 1 ,]).

b) Quelle est la valeur maximale de la fonction f ?
¢) Résoudre graphiquement les deux équations :
fixi=2 et Hx)=20. ‘
d) Reésoudre graphiguement I'inéquation f(x) = 4.
|

&) ©n considere la fonction numérique f définie sur IR* par
f=dx24 1 ‘
1) Montrer que pour tous aet b de IR* tels que a = b, on a :
f(a) —f(b)
a—b
2) Etudier les variations de la fonction f sur les intervalles
Suivants :

Feio | ]o;%[ et E;m[ |

=4(a+b)—-L |

8) En déduire que pour tout nombre x de [% 1]: 3=fix)=5 |

|® Soit la fonction numérique f : x-?(x +%)

1) a) Déterminer l'ensemble D, de définition de f.
b} Montrer que f est une fonction impaire.
2) a) Montrer que pour tous aet b de D, on a :
f(b)~1(a)=2(b—a)(1— )
b) Etudier les variations de f sur chacun des intervalles I
[2; +=[ et ]O; 2.

3) On considere un rectangle d'aire 4 et dont l'une des
dimensions est x.

a) Montrer que e périmetre du rectangle est :
P(x)=2(x+§)

b) En deduire la valeur minimale de périmétre de ce
rectangle. |

Fonctions numeériques




Capacité de tracer la courbe
second degré ou d'une fonc
recours au changement de repére.

Parabole - Hyperbole

Activités préparatoires
Définitions et régles
Points essentiels
Exercices résolus

Exercices et problémes

@ Activités préparatoires
@ Approche de la fonction carré
@ La parabole d'équation y = ax?

@ La parabole d'équation y =ax*+a ou
y=a(x+af

@ L'hyperbole d’équation y =%

o Utilisation des graphiques pour la
résolution des équations et des inéquations

o Utilisation du graphique pour déterminer
des valeurs approchées

1) Soit x la longueur

g

rectangle isocéle et
f(x) la longueur de

son hypoténuse. A * Bl Calculer g(x) en
Calculer f(x) en fonction de x.

g

g‘j

=

Capacités attendues

J’une fonction polynéme du
tion homographique sans le

@ Définitions et régles
= Fonctions se ramenant aux fonctions
u Fonction du type x=f(x)+a (aElﬂ )

= Fonction du type x—flx+ a)

® Points essentiels
@ Exercices résolus

@ Exercices et problémes

! m Approche de la fonction carré

2) Soit x la longueur

du coté d'un triangle flx) du coté d'un triangle
rectangle équilatéral et
glx) son aire.

fonction de x.

3) Soit x le rayon
du cercle () ;
h(x) est l'aire de
la partie colorée
(voir figure).
Déterminer hix) en
fonction de x.

La parabole d’équation y = ax*

Soit a un nombre réel non nul. On considére la fonction f:x — ax.

1) Vérifier que f est une fonction paire.

2) Etudier le sens de variation de la fonction f sur lntervalle T = [0 ; +=[ dans chacun des deux cas

suivants :a>0eta<0.

3) Donner le tableau de variations de la fonction f sur IR dans chacun des cas a > 0 et a < 0 en mattant
en évidence le cas ol f admet un minimum ou un maximum sur IR.

On considére la fonction g @ x—x>.

1) Donner le tableau de variations de la fonction g sur IR.
2) Compléter le tableau de valeurs suivant :
3) Soit (%) la courbe de la fonction g dans un repére

orthonormal (O; 1, J).

En utilisant le tableau de valeurs précédent, représenter
les points M(x ; g(x)) puis donner l'allure de la courbe

(éy) sur IR.

@ Construction d'une parabole en utilisant un ordinateur

1 3
£ [ols 11 J2 51283
gx)
(T FTIIFTII FIITI I T I,

- L'ensemble de tous paints M(x ; x*) est la

courbe (¥).

+ Remarguer que plus on prend de valeurs

x, plus on obtient un tracé précis de (%).

+ Les coordonnées de O sont x =D ety =0.

Dans cette activité, on présente la construction de la courbe de la fonction g - x = x? sur lintervalle

[=2 ; 2] en utilisant Exeel. Voici les étapes & suivre :

» Ouvrir I'application Excel.

- Dans la colonne A de la feuille de calcul, on saisit les valeurs de x de l'intervalle [-2 ; 2] comme suit :

— On écrit la lettre x dans la case A,, on écrit -2 dans la case A, puis on ecrit —1,75 dan la case A;.
— On choisit les deux cases A, et A,, on obtient un rectangle de la forme :

~ On appuie sur le bouton gauche de la souris, on saisit ce rectangle a partir du petit carré qui apparait
en bas du rectangle et on le fait glisser vers le bas jusqu'a ce qu'on atteint la case A,y pour obtenir
les valeurs de x (cette opération permet de partager l'intervalle (-2 ; 2] en 16 segments de longueur

0,25 chacun).

Parabole - Hyperbole




* Dans la colonne B, on écrit »° dans la case B,
et an écrit dans la case B, I'expression du calcul
des images des nombres x par la fonction g
comme suit :[= A, A2 |(clest-a-dire Ba=A3).

* Au moyen de la souris, on fait glisser la case B,
vers le bas et on s'arréte & la case B, pour obtenir

les images des nombres par la fonction g.

+ On choisit toutes les cases du rectangle a partir
de (A, ; B.) jusqu'a (Ag: Byg) (zone bleue sur la ]
figure ci-contre). |

- On clique deux fois de suite en utilisant le bouton  [§ a N
gauche de la souris surhrelaﬁve aux graphigues. : L2
Dans type de graphique, on sélectionne Nuage de points. Ainsi, on obtient la parabole (7).

La parabole d’équation y =ax*+a ou y =a (x + a)’

On considére les fonctions numériques fix—x® , gix—x?+1 et hixe—(x +1)°,
(), (%) et (%) sont les courbes respectives des fonctions f, g et h dans un repére orthogonal

Montrer que MM'= | .
En déduire que () est l'image de () par une translation dont on déterminera le vecteur.

b) Construire () en utilisant (). .
2) Soient M un point de () d'abscisse x et M" le point de () d'abscisse x — 1. Vérifier que : MM '=—i.
Monter que () est limage de () par une transiation dont on déterminera le vecteur.

Construire (%) a partir de ().

m L'hyperbole d'équation y= ,2.
a

@ Soit a un nombre réel non nul. On considére la fonction numérique f:x— %
1) Déterminer I'ensemble de définition de f et vérifier que f est une fonction impaire.
2) Soient x, et x, deux éléments distincts de l'intervalle 1 =10 ; +=[.
Montrer que le taux de variation de f entre x, et x; est T=— 3;%;-;
Déterminer alors le sens de variation de f dans chacun des deux
cas:a>0eta<0.
3) Donner le tableau de variations de f sur IR".
@ On considére la fonction numérique g: x — % .
1) Donner |e tableau de variations de g sur IR".

ol x 0, est la courbe (‘

2) Compléter le tableau suivant : 1(3 4 3 2lala
3) Soit (¥) la courbe de la fonction g *12|3)|"|2
dans un repére orthogonal (Q, i, ) . a(x) sonty=0etx=0

En utilisant le tableau précédent, représenter les points M(x ; g(x))

puis donner I'allure de la courbe () sur IR*.
La courbe (%) est appelée hyperbole de centre O, d’asymptotes les axes de coordonnées.

p

Parabole - Hyperbole

: ©:T. 0.
] 3
1) &) Soient x un nombre réel, M (x ; 1(x)) le point de () et M’ le point de (#) ayant méme abscisse que M

@ construction d'une hyperbole sur ordinateur
En utilisant Excel et en suivant les mémes
6tapes de la partie C de I'activité (2),
construire la courbe de la fonction g:x .- %

T T

sur lintervalle [4 ; 4]. s
On peut partage cet intervalle en segments i
de longueur 0,25 pour obtenir des valeurs de x |2
comme suit : !? -

—4;-875;-35;...;3,25,35:3,75: 4.

I 3F 1F 3 B L

Utilisation des graphiques pour la résolution des équations et des inéquations

@ Résolution graphique d'une équation du type f(x) =m avec m € IR ‘

1 ||Soient f une fonetion numérique, D, son ensemble de définiti ' : ] ‘
; nition et () sa courbe i
un repére orthogonal. Soit m un nombre réel. i et e |

On_ considére dans IR I'équation (E) : f(x) = m. Soit (A,) la droite d'équation y = m. ‘
Soita E Dy M_ontrer que le nombre a est solution de 'équation (E) si et seulement si le point M(a ; m)
appartient a l'intersection de () et de la droite (A,,). I ‘
L

@ Application :

On considére la fonction numérique f:xrs— x?+2x+3 |

Soit () la courbe de f dans un repére orthogonal (O; i, 0.

1) Montrer que : f(x) = —(x =1 )? + 4. |

2) Tracer (5).

3) ?m? m un nombre réel. Discuter graphiquement, en utilisant la courbe ('), selon les valeurs de m |
I'existence et le nombre de solutions de I'dquation f(x) = m. [

@ néquation du type f(x) s ax + b ou f(x) =ax + b

On consigére I'hyperbole ci-contre qui représente la fonction |
fix~3Z5 etladroite (D) d'équation y =7 x . ,‘ | |

1) Résoudre dans IR I'équationf(x) =% X , puis en déduire les deux
points d'intersection de () et (D).
2) a) Recopier la figure ci-contre sur le cahier puis colorier la partie
de () qui se trouve au-dessus de (D). N
b) En déduire les solutions de l'inéquation f(x)= 1 g @ ATy 7
c) Résoudre cette inéquation algébriquement. 2 _““><"’ R
3) a) Colorier en une autre couleur la partie de (') qui se trouve au- : |
dessous de (D). !
b) En déduire les solutions de I'inéquation f(x) < % i W |

c) Résoudre cette inéquation algébriquement.

— MECNE S S

Parabole - Hyperbole .




@ Equation du type f(x) = g(x) et inéquation du type f(x) = g(x)

Sur la figure ci-dessous :

- (#) est la parabole de sommet O'(2 ; —1), d'axe la droite d'équation x =2 ;

(%) représente la fonction f définie par : f(x) = (x - 1P -1.

« () est I'hyperbole de centre 0/, d’asymptotes les droites d'équations x =2ety =—1;

(#) représente la fonction g telle que g H=E=t= =

" Soit a un nombre réel non nul,

SQit (0:7,7) un repere orthogonal du plan.
La représentation graphigue de la fonctionx — ax?®

1) Montrer que l'équation f(x) = g(x)
admet une seule solution qui est le
nombre 0. En déduire que (%)
coupe (&) en un point unique gue
I'on déterminera.

2) Résoudre graphiquement chacune
des deux inéquations :

O, d'axe I'axe des ordonnées.

Exemples et applications

M Soit la fonction f: x - ax? oy a> 0.
* Le tableau de variations de f est -

x]—w 0 +00

] >, 7

fix) =a(x) et flx)>gx)

3) Donner le tableau de signe de
fx) = glx)-

4) Résoudre algébriquement
Finéquation f(x) = gix).

Sur la figure ci-contre, (1) et (2) sont deux parallélépipédes.
Soient V,(x) le volume du parallélépipéde (1) et Vo(x) le volume
du parallélépipéde de (2). '

1) Vérifier que V,(x) = V;(x) signifie que I'équation :
(E) : x* + x* — x — 2 = 0 admet des solutions.

2) Montrer que I'équation (E) équivauta : x* —x —1= %

3) On considére les fonctions f:x~§ et gix—x+x—1.

a) Construire, dans le méme repére, les deux courbes (%) et
() représentatives des fonctions f et g.

b) Donner graphiquement une valeur approchée a 0,1 prés
du nombre x tel que les deux parallélépipédes aient le
méme volume.

£=2

Utilisation du graphique pour déterminer des valeurs approct

(1)

On remarque que pour tout x de IR -
f(x) = 0 et f(D) =0.

Ce qui signifie que 0 est un minimum
de la fonction f.

* La représentation graphique de f est :

est appelée parabole de sommet

Parabole - Hyperbole

Soit la fonction f: x ~ ax?oi a < 0.
* Le tableau de variations de f est -

X |'-°° 0 +
CIEEAN

On remarque que pour tout x de IR :
fix) = 0 et 1(0) =0.

“B qui veut dire que 0 est un
Maximum de la fonction f.

*La courbe de f est la suivante :

* Construire la courbe représentative
de chacune des deux fonctions

7 1
"'x""g'xq et faixe——x? f

~“YysOdanslecasolla<o
'est-a-dire que M se trouya
au-dessous de I'axe des
abscissas,

Pirabole - Hypwbo!l




@2», Fonctions se ramenant aux fonctions usuelles

Fonction du type x——1(x)

dans un repére orthonormal (O; 1, i).

¥y
__(#)
o |- M
i : !
: - |
| 1 !
: T |_| :
ol 7 I ' =
D
Al - :‘:-:;L_‘——-_E %
Wi, f{x)) ()

On a : M(x ; f(x)) € (¥) signifie que M'(x ; —f(x) € (¢7).
Les courbes () et (') sont symetriques par rapport & l'axe des abscisses.

M soit g la fonction numérique définie sur IR par glx) ==
{(#"') est la représentation graphique d
©;1, 7).

On a construit auparavant la courbe (¢) de la fonction f:x—x% .

coordannées (x ; —x°).

et M’ sont symétriques par rapport a l'axe des abscisses.

g Fonction du type x——1(x)+a (a€lR’)

Soit (0;7, 1) un repére orthonormal du plan.
Soient (¥) la courbe de la fonction x - fx) .

et (') la courbe de la fonction x —f(x)+a.

.Pcrabnk - Hyperbole

Soient (#) et (¥") les courbes représentatives respectivement des fonctions f et —f

e la fonction g dans un repére orthonormal

A tout point M, de (#), de coordonnées (x ; %), on associe le point M, de (¥'), de

Les deux points M et M’ ont la méme abscisse el des ordonnées opposées, donc M

M et M’ ont la méme at

et des ordonnées oppo

ot
1]
(%
- /] o "
9
Loy
s / 7
il M #% -/' | /
¥ (#)
“_-i- _,l M{x, ”x',l) ] B
| %

Tout point M (x ; f(x)) de () est associé au point M'(x ; f(x) + a) de (¢') tel que :

M= =a]

(#') est I'image de (%) par la translation de vecteuaj .

Soit () la courbe de la fonction usuelle f:x— x?

|\|‘}‘ lr|||

On considére la fonction numérique g définie sur IR par g(x) = +® + 2.
Soit (#") la courbe de la fonction g dans un repére orthonormal (O, 1, ).

~ Tout point M(x ; »*) de (#) est associé au poi i
: ‘ int M'(x; ¥ +2) de la
- au moyen de la translation de vecteur M'i'aE:; =2]. J e

Donc (") est image de () par la translation de vectaur; =27 .

M(x|; x7)

haut si a>0, et A
a<0. ki

Parabole - Hyperbole




e
@@ L’hyperbole

L’hyperbole d'équation v=%

(a20)

Dehnttion £

Soit (O; i, j) un repére orthogonal du plan.

Exemples et applications I

B soit la fonctionf: x~ & olia>0.

. Le tableau de variations de f est :

x |—m= 0 400

wl TSl T

- La représentation graphique de f
est la suivante :

B Soit la fonction f: x _._% olta<0.
« Le tableau de variations de f est :

x |=o0 0 +>
o]~ N—~"

« La courbe de f est la suivante :

des fonctions f, et f, définies par :
—2

fiix — ':2? et faix =

-

Soit a un nombre réel non nul.

Hyperbole

Parabole -

La représentation graphique de la fonction x
0, d’asymptotes les droites d' équations X =

= % st appelée hyperbole de centre

0 ety =0 (axe du repére).

-La fonction f:x—2

] —
—— of i 1 ®
-
\\ — - |
\\
\
!
fl
f
_.—o—ﬂ""/-/ il 1 g
10| 1 —

B Construire les courbes représentatives

Impaire c'est-a-dire que
est un centre de syme

(Cf).
«Si M(x ; y) est un
xy = a ; donc Iem
uthm&mequaulul
Alnsi :

—Sia>0alorsxety
méme signe ;

—Sia<0,alorsxetys
signes

Soit(O; i, ) un repére orthonormal
du plan,

Soit (') la courbe de la fonction
x—f{x+a) et soit (¢) la courbe de
la fonction x+ f(x) .

Tout point M(x ; f(x)) de (¢ ) est
associé au point M' {r —a; f(x)) de
(") tel que : MM —\.r——al

Done (¥') est I'image de (') par la
translation de vecteur ai .

B Soit g la fonction définie sur -2 ; +e[ par g (x)=

et (') la courbe de la fonction usuelle f définie sur 0 ; +oo[ par f(x)=

Ona:glx) = f{x +2).

Donc («') est I'mage de () par

la translation de vecteur —27 .

Les asymptotes de () sont les droites
d'équations x=0ety=0;

Les asymptotes de (') sont les droites
d'équations x=-2 ety = 0.

W= 1

Fonction du type x—1(x+a) (aclR’)

=
=

| =
2

1
, x+2
Soient (¢') la courbe de |a fonction g dans un repére orthonormal(O; |

JIETES] RS S e,

*{#') est l'image de () par Ia
| transiation de vecteur—al
signifie que pour obtenir
(#"), on translate (#) dans le
sens de I'axe des abscisses
au moyen du vecteur—al .
+ La translation se fait vers la

gauche si a > 0, et vers |a
droite sia <0.




NTIELS

’ " : La Parabole ' L'Hyperbole

On oonsndére la fanction numérique de la variable réelle x déﬁnla On mns;dére la fonetion numérique de la variable réelle x dehnta gn consideére la fonction numénqgje fix—2x°2—4dx + 5’ ‘ .
e ey R ey 5 On considére la fonction f:x -~ —2Xt7
. -T o d X e _~1_] Veérifier que f(x) = 2(x—1)" + 3 pour tout x de IR. ; x—
| Soit (P) sa courbe dans un repére orthonormal (O; i, |) . Soit (H) sa courbe dans un repére orthonormal (O; i, |) . 2)On pose g:x-2:% et 5 2(x—1) 1) Déterminer l'ensemble D de;iéfhiﬁnn de .
; ; [! <0 _| ~ Ecrire h(x) en fonction de Q(x) puis crire f(x) en fonction de | 2 Mentrer que f(x)=—2+ == pourtout x de D.
i h(x)-
I 1 a 1
X |- 0 +® ‘ '3) Soient (), (+3) et (‘%) les courbes raspectrves des fonctions SIPR pamic atg = P REAS =3
2 /VCI»HW.L I " 1, g et h dans un repére orthonormal (O; 1, ) . Ecrire h(x) en foriction de g(x) puis écnra f(x) en fonction de
1| | Construire () en utilisant () et (). h{x) pour tout x de D.
ey . s [ | . . 4) Soient (), () et (%) les courbes respectives des fonctions
.- : f ‘ i s I ! 1, g et h dans un repére orthonormal (O; 1, {).
I = ! L I A 1) Pour tout x de IR, on a : Construire (#) en utilisant ().
| . : ] - |I | 20x—1PF+3=20"-2x+1)+3 =
= EEE | | =2 -4x+5 [ s
‘ M (D / i o : = 20— 17243 pour touf x da 1R 1) La fonction f est définie lorsque x — 3 = 0 c'est-d-dire x = 3.
EEEREP EE BN . 15) Pour out x de 1R, on a : Done D = == 3 U 3 ; 4.
. | ’\\ ”1__: 3 | |||I hix) = glx—1) et f(x) = h(x) + 3 SETyE xdeqn' mfégx —8)+1_ —px 47
| = B Tl .|| 3) Comme h(x) = g(x — 1) pour tout x de IR, , alors () est limage Bl e e x—; =1y
N i . | de (&) par la translation de vecteur i (voir définitions et Done : f(x) =—2+— 1 3 pour tout x de D,
Ik | -+ I T I = i régles). Comme f{x) = h(x) + 3 alors (#) est I''mage de (%)
2
B I B tanciation do v ral 3) Pour tout x de D, h(x) g(x—3) et f{x) = h(x) —
La courbe (P) est appelée parabole de sommet O et d'axe I'axe | La courbe (H) est appelée hyperbole de centre O, d'asymptotes: | SClRUR I 4) Puisque h(x) = g(x - 3), alors () est Image de (%) par la
des ordonnées. I'axe des abscisses et l'axe des ordonnées. || | | (%) estune parabole de sommet O d'axe 'axe des ordonnées. i :
| translation de vecteur 3i .
| | F | : : Par ailleurs f(x) = h(x) — 2 pour tout x de D ; : done () est
Fonctions se ramenant aux fonctions usuelles | ‘ | J ; ! I l I i I ‘ R L | [ lmage de (i) par la translation de vecteur —2] .
. L% | s 7t | i ’ () est une hyperbole de centre O, d’asymptotes les axes du
Fonction du type x——f{x) Fonction du type x—f(x)+a Fonction du type x+~f(x+a) | | } T 1 HW‘LI’. — = repére.
Soient () et (+"') les courbes des fongtigns | Soient (¥) et (") les courbes des fonctions | Soient (¢) et (=) les courbes des fonctions || | i _‘l_l I I | | |
F et —f dans un repére orthonormal (O; 1, |) . Iel:}ﬂ{x]-fadans un repére orthonormal | fetx - f(x +a) dans un repére orthonormal T | | [ .'\ [ l ! \ | il - |
©:1.1) . ©:1.7) . T ___'_'_ !
| | | L i.____ls_._ i ‘ | | !_ i | | l- ‘
’ = | = Fe
! ' e = 3]
— M= 1 | J | e 1 i \ l'f I ‘ [ —I I -L—
B {e: gl L i~ | n t!— ]wm_ ' ] J|W| | m H ‘
= | | e s | | | I5 i | |
i =i miKaa i M= ‘ | I =] | I
] | S e | _;H,l ] 2 T I l| 4: ‘
e r £ B A | = ‘ T I N T 1
| | E | T __j' [ Mix ey | | x == i _":T-l | ! | i { T | |
SR S W) g = A 132 A B :': BT T Tl
I B -ftﬁr'" - =t r Tl | B _ I ‘___ ___ 1_ i ] = ‘
. | 5 IS =)
Mx: flx) € (¢) équivaut & Mix ; I(x)) € (¢) équivaut M(x ; i(x)) € (¥) équivaut & - | ! T | i
Mz =) € () MG =19 +8) € (") M(x-a; () € () 1 SmmEREE i P
::: l:t:t.u'he::a {{%’_} etd{%s' ')} sont symétriques MM =a j MM =—aj Al :I b L =
par rapport & |'axe des abscisses, o i &" ki @ :
. { )t est %ln_'ba:_g de () par la translation de fr:e}t::: |_ll'la'l%g.ﬂ de (¥) par la transl i fmarque : Noter que (%) est I''mage de (%) par la translation | Remarque : (4 est limage de (%) par Ia translation de
vecteurV=aj . ) = de vecteur |+3j vecteur3i—2j .
Parabole - .3 . .

Hyperbole
Parabole - Hyperbole




: Exercices d'application

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie
par : f(x) = ax* et dont la courbe représentative () passe
par e point A(xy ; Yo).

Déterminer le nombre réel a et construire la courbe (%) |

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définia
parf(x)= %et dont la courbe représentative (%) passe par
le point Axg ; Vo).

Déterminer le nombre réel a et construire la courbe (g
dans chacun des deux cas suivants : h

NAQ1Y + 2A=2:1).

dans chacun des deux cas suivants :
1) A1 ;1) 2) Al-1 :4).

Etudier les variations de |a fonction f et construire la courbe
(Cy, dans chacun des cas suivants :

Etudier les variations de la fonction f et construire la courbe
(%) dans chacun des cas suivants : |

=2 2 1y==2
=5 8 t=—7 I |

=2t 2 t=7F %
3) f)=3x% 4) f{x)=—0,4x2

Soit (¥) un cercle de rayon R et d’aire A (I'unité de mesure |
des longueurs est le cm).
1) Déterminer la fonction g qui au rayon R associe |'alre A.

2) Remplir le tableau suivant :

1123

3) Construire la courbe {#) de la fonction g sur lntervalle
[1 ; 5] dans un repére orthonormal (O;r. T; .

1) Construire, dans un repére orthonormal (O; i‘. T), la courbe
() de la fonction f définie sur [=3 ; 3] par f(x) = 2%,
2) Résoudre graphiquement puis algébriquement I'equation
f(x) = 4 ot l'néquation f(x) < 4.
3) a) Construire, dans le méme repére (O;ih, T}, la droite
d'équation y = —x.
b) Déterminer graphiquement puis algébriquement les
coordonnées des points d'intersection de la courbe
(%) et de la droite (D).

1) Construire, dans un repére orthonorm%I (o;r ’ T), la courbe:
{#) de la fonction f définie par :f(x) =+
2) Résoudre graphiquement puis algébriqguement I'équati
f(x} = 2 et l'inéquation f(x) > 2.
> > M
3) a) Construire, dans le méme repere (O;i, j) . la droiled |
(D) d'équation y = x. |
b) Déterminer graphiguement puis algébriquement K
coordonnées des points d'intersection de la co
(%) et de la droite (D).

Exercices de renforcement des apprentissages

La parabole |
Déterminer les nombres réels «, f ety pour que
y = alx— p)? + v dans chacun des cas suivants :
Ny=(x -17+4 : 2)y=x"-4
3)y=2-2x g y=- L+

B)y=of-2x43 i B) y=—4¢ +x+1 |

On considére la fonction numérique f définie par :
fl)=2x—-1 ;
f(x) = o2
1) Caleuler (0) : f(=1) ; f(1) ; f{2).
2) Construire la courbe de la fonction  dans un repére
orthonormal (0;17, ) .

o

x<1
xz1

Parabole - Hyperbole

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O; i.. T}

Soient f et g les tonctions numériques définies par &
)= ot gx)=x"+1

1) Construire la courbe ().

2) Déterminer la transformation géométrique qui pe
déduire la courbe () & partir de la courbe (%)-

3) En utilisant la courbe (%), construire la courbe (#): '

(et de

11 Construire les courbes des fonctions suivantes dans un [

repére orthonormal, |
| filx)=+"+3 :
b 0= P-4 ;

folx) == + 2 |
fal) ==+ 1

I |
}’1 2 Soient f et g les deux fonctions numériques de la variable
réeile x définies par :
f(x) =22 et gx)=2F-4x+3
1) Déterminer les deux nombres réels o et p tels que :
alx) = 2(x - a)® + P pour tout x de IR,
. 2) a) Construire la courbe (%) dans une repére orthonormal
(©:F, 1) -
b) Determiner la transformation géométrique qui permet |
de déduire |a courbe () & partir de la courbe (). '
3) En utilisant la Eoyrba (), Construire la courbe (%) dans |
le repére (O;i, j)- |

j"i k) Solentf et g les deux fonctions numériques définies par :
f(x) =-2+% et g(x) =—2:% —x +1 |
1) Determiner les deux réels « et f tels que :
g(x) =—2(x - a)® + p pour tout x de IR,
2) a) Construire la courbe (%) dans un repére orthonormal
©:f, ) \
b) Déterminer Ia transformation géométrique qui permet
de déduire la courbe () & partir de la courbe (%). ‘

3) En utilisant la Lourbe (%), construire la courbe (%) dans
le repere (O;i, j).

i) Construire les courbes des fonctions suivantes :
- hl) =242+ 1 - fao(x) = 2(x = 1)2 ‘

bo(x}=-3(x-2°+4 ; f(x) = 2% - 2x
fof) = " — 4x + 1 : folx) = 2% + 4x + 3

fx) = 2¢* — x - 1 : folx) = € —2x+3

4 ‘

_ 15 | Déterminer les nombres réels a, f et y pour que |

F=at i 7 dans chacun des cas suivants :

By=2+2ly 0 2y=—nz2, |
: —Xx—1
== P g y=2i8

2k~ —
Pro2 . o

|® Construire les courbes des fonctions suivantes -

|® Soit f la fonetion numérique de la variable réelle + définie |
pa

@ Le plan es! rapporté & un repére orthor fO"r" T}
normal (O;i, |).

Solent f et g les deux fanctions définies par: s
f=1 e a(y=51,

1) Construire la courbe ().

2) Déterminer la transformation geometrique qui permet de
déduire la courbe () & partir de la courba ().

3) En utilisant la courbe (), construire la courbe (%),

@ Soient f et g les deux fonctions numeriques définies par :

=3 o grg=2=]

1) Determiner les deux réels « et f pour que :
glx)=a+ ';"B,_—1 pour tout x de D,. ‘
2) a) Construire la courbe () dans un repére orthonormal
©i 7.
b) Déterminer la transformation géometrique qui permet
de déduire la courbe () & partir de la courbe ().

3) En utilisant la ,coyrt»e (), construire la courbe () dans
le repére (O:i, j). |

el

) =335 ; 2) fay==2

2
3 =%y ; 9 =5t |
5) sy =1+ ; 6) fo(9)=—1+ 2 |

8) fa(x)=

_x+1
N = =s ; =3

rf(x) = -2|x|
Soit (%) la wiﬂle de la fonction f dans un repére
orthonormal (O;i , j). |
1) Montrer que f est une fonction paire.

2) a) Montrer que f est décroissante sur [0 ;1] et f est |
croissante sur [1 ; 4],

b) Donner le tableau de variations de la fonction f sur IR |
&t en déduire les maxima et minima de la fonction f. |

3) Soit g la fonction numérique définie par : g(x) = 2% — 2x.
a) Construire la courbe («,) dans le repére (O;i, ]) . |

b) Construire, en une autre couleur, la courbe (), |

Parabole - Hyperbole




Solent fet g les deux fcnctions numériques définies par : |
—5x
fx)= et g(x= x—4&
Solent (%) et (%) les courtnes respectwas des fonctions { et |
g dans un repére orthonormal (O;i i, ;)
1) Déterminer 'ensemble D, de définition de la fonction g
et montrer que pour tout xde D, ona:
g=—3— 7>
2) Etudier les variations de la fonction g sur chacun des
intervalles |2 ; +=[ et }= ; 2.

3) a) Déterminer la transformation géometrique qui permet
de déduire la courbe (%) en utilisant la courbe ().

b) En utilisant la courbe (), construire la courbe ()
4) Soit h la fonction numérique de la variable réelle x
. —iehe
définie par : h(x) 24

a) Déterminer I'ensemble Dy, de définition de la fonction h. @

b) Etudier la parité de la fonction h et veérifier que pour |
tout x de IR* \ {2} : h(x) = g{x).

¢) Construire la courbe (%) dans le repére (O; .”T)

Le plan est rapporté & un repére orthonormal (D:f, T),

1) Construire dans ce repére les courbes (), (%) et (%)
représentatives respectivement des fonctions f,geth
définies par :
f=x ; g=1 e h(¥=x

2) Résoudre graphiquement puis algébriquement les
équations suivantes :

) =glx) ; Hx)=h{x) : g(x)=hix).
En déduire le point d'intersection des trois courbes.

3) Résoudre graphiquement linéquation : —1.9

Le plan est rapporté & un repére (O; r, T}.
Solent f et g les fonctions définies par :
(=1 et g(=5-—6x
Soient (H) la courbe de f et (D) la courbe de g.
1) Soit x un nombre réel. Développer (2x — 1){3x—1).
2) Résoudre dans IR I'équation : 6x"—5x+ 1=0
3) Déterminer les coordonnées des points dintersection
des courbes (H) et (D).
4) Construire les courbes (H) et (D).

Soit ABCD un trapéze D c
isocele tel que :

CD=6,BC=15

et AB =12

Soit M un point du segment [AD].

La droite passant par M et paralléle a la droite (AB) coupg’

la droite (BC) en un point N.

Soit H le projeté orthogonal du peint C sur la droite (AB),
Soit E le point d'intersection des droites (CH) et (MN).
On pose AM = x. 4

1) Montrer que : EN'~(5—x) et EHzgx

En déduire que : MN=5(10—X)

2) Soit y I'aire du trapéze MNBA.
a) Déterminer y en fonction de x.

b) Etudier les variations de la fonction f définie sur [0 ; 5]

et qui & x associe y.
¢) Construire la courbe () dans un repére orthona

©i 7.

On considére la fonction numérique de la variable réelle &

définie par : 1(x)=3—3"5

Soit (¥) la courbe de la fonction f dans un repére ortho or
©:i. ).

1) Déterminer 'ensemble D de définition de f.

2) a) Soient x; et x, deux éléments distincts de D.

(XZ)—‘ {n)
Montrer que:: —o—pr = 2) (x1—2)

b) En déduire que f est croissante sur chacun g
intervalles }-w ; 2] et ]2 ; +[.
3) Soit () la droite d'équation y = 3x — 7.
Montrer que () et (&) se coupent aux points d'abs
7
E—st 3
4) Construire la courbe (#) et la droite (4) dans le reperg
(e HIRN I
5) Résoudre graphiquement ['inéquation : f(x) =3 -7
6) On considére la fonction numérique g de la va
" réelle x définie par : g(x):ka— xlz
a) Déterminer I'ensemble de définition de g. |

b) Construire la courbe (¥') représentative de la fonetion

g dans le repére ©:1, 7).
¢) Déterminer, selon les valeurs du nombre réel m,
nombre de solutions dans IR de I'équation : g(x) =

Problemes

Soit ABCD un carré de coté
de longueur 2.

On construit le carré MNPQ o _
(voir figure ci-contre) tel que :
AM=BN=CP=DQ=x
oul0=x=2

Parabole ~ Hyperbole

1) Calculer QM.
2) Calculer I'aire A(x) du carré MNPQ.
3) Vérifier que A(x) = 2[(x—1)* + 1].

4) Construire la courbe de |a fonction f définie par : |

fix) = (x=1)* +1
5) En déduire la valeur du réel x pour laguelle 'aire A(x) est
minimale.

Soit ABC un triangle. On pose :
BC=a , AC=b , AB=¢
B x—
eton suppose :bh+c=12 et A =
1) Se.c.hant t que l'aire @A du triangle ABC est égale &
7 1besin A , exprimer A en fonction de b seulement.
2) Soit f la fonction numenque définie sur [0 ; 12] par :

3) Soit g la fonction numérique définie sur IR par - G |
1

@ Ali lance une fleche dans Ialr & une vitesse iniliale de

flo=—% 1243y
a) Déterminer les deux réels p et q tels que :
f(x)=—;];{x—p)2+q pour tout x de [0 ; 12].
b) Construire la courbe (%) dans un repére orthonormal
©i. 1
3) En utilisant I'étude de la fonction f, déterminer et |

construire un triangle ABC qui vérifie les conditions
imposées et dont I'aire est maximale.

On considére les deux fonctions numériques f et g définies
par :

(=2 et gl)=1-%
1) Représenter, dans un repére orthonormal (O; i 4}'} , les
courbes (%) et (¥).

2)En déduire la construction de la courbe (%)
représentative de la fonction numérique h définie par :

hw=2

h(X)=1—315 i x>0

x<0

dans le méme repére {O:r. ‘j').

On considére la fonction numérique f définie par :
Hx)=x*—x+ %
Solt (%) la courbe de la fonction 1 dans un repére orthonormal
©i -
1) Vérifier que, pour tout xde IR, ona :
f(x)=(x—%)a+1

2) Construire |a courbe ().

@ A partir d'une position au sal, on lance un solide M dans I'air

9l)=—1
a) Veérifier que : g(—%)= f(—%) I
b) Consfruire [a courbe (Cg) dans le méme repére
(©:i. 1) -
4) Déterminer graphiguement I'ensemble des solutions de
Vinéquation : ¥ —x+ 3+ 2<0

20m/s.
On sait que la hauteur de la fléeche aprés une durée { est
donnée par : h(t) = —5t° + 20t.
1) Calculer la hauteur de la fleche aprés :
a) une seconde ;
b) trois secondes ;
¢) quatre secondes.
2) Pourquoi on peut se limiter & étudier h sur l'intervalle
[0;4]7
3) a) Montrer gue h est croissante sur [0 ; 2] et que h est
décroissante sur [2 ; 4].
Donner le tableau de variations de h sur l'intervalle
[0;4].
b) Quelle est la hauteur maximale atteinte par la fleche ?
4) Tracer la courbe (P) repréfsﬂtzliva de la fonction h dans
un repére orthogonal (O;i , ]) .

sous un angle de 45° et & une vitesse initiale v, = 30km/h
comme c'est indiqué par la figure.

On sait que I'équation de la trajectoire de M est donnée par

la relation y = <0,1445° + x (x et y en métres).

1) Déterminer les deux nombres a et b pour que :

y=-0144(x—a)’+b

2) Dans un repére orthogonal, que l'on choisira, tracer la
trajectoire de M.

3) En quel point le solide M va-t-il tomber ?

4) Quelle est la hauteur maximale gue peul atteindre le

solide M avant sa “chute” ?
Parabole - Hyperbole .




Soit la fonction numérique f : x—— 4x®+4x+3
1) Vérifier que, pour tout xde IR, on a :
2
— el
() =—4(x—3) +4
Factoriser alors f(x).

2) Résoudre dans IR I'inéquation f(x) < 0.
3) Montrer que 4 est le maximum de la fonction f.
4) Etudier les variations de f sur chacun des intervalles

1. i
[3: 0] ot |-oi]
5) Encadrer f(x) sachant que 1 s x s 3.
6) Construire la courbe () dans un repére orthogonal

©: -

On ocnsidére Ia fnnct!on numérique f définie par :
f(x) = & — 4x.
Soit (%) la courbe de f dans un repére orthonormal
;i 7).
1) a) Montrer que f(x) = (x— 2)* — 4 pour tout x de IR.
b) Etudier les variations de f sur chacun des intervalles
[2; +=[ ot J-= ; 2];
2) Soit (P) la parabole d'équation y = —*,
Déterminer les points d'intersection de (P) et de ().
3) Déterminer les points d'intersection de (%) et des axes
de coordonnées.
4) Construire (P) et ().
5) On considére la fonction g définie par :
glx=f{x) ; x=2

gly)=—x% ; x=2

a) En utilisant une couleur différente, tracer la courbe (%) |

de la fonction g.
b) En déduire le tableau de variations de g.

@ On considére la fonction numérique f: x

Soit (%) sa courbe dans un repére orthorormal (0;i, J), |
1} a) Déterminer 'ensemble D, de définition de f.
b) Vérifier que, pour tout x de Dy, ona :
2

f(x}——2+m

¢) Etudier les variation de f sur chacun des mlervanns
o =1 et -1 ; 4o,

d) Déterminer le point d'intersection de (%) et des axes
du repére puis tracer (7).

2) Soit la fonction numérique g : x — |_2x I

x|+ 1

a) Déterminer I'ensemble D, de définition de g et varmsy“
que g est une fonction impaire.

b) Vérifier que pour tout réel positif x de Dy, on a:

glx) = f{x).

c) Tracer, en une autre couleur, la c?bu@e (%) de la
fonction g dans le méme repére (O;i, j). |

Soit f la fonction numérique définie sur IR par :
flx)=2*~4x+3
Soit (%) sa courbe dans un repére orthonormal [O:r. T).

1) Déterminer les points d'intersection de (%) et des axes
de coordonnées.

2) a) Vérifier que, pour tout x de IR, on a : f(x) = (x - 2)° - 1.
b) Etudier les variations de f sur les deux intervalles
[2; +m[ 8t ] ; 2].
3) Soft la fonction numérique g ; X2
a) Vérifier que () et (%) se coupent au point E(4 ; 3).
b) Construire () et () dans (O;1, ]).
€) Résoudre graphiquement inéquation g(x) < f(x).

@ On considére la fonction numérique f définie par :

=
x—1

fioe—

Soit (%) sa courbe dans un repére orthonormal (O; T T}. |
1) a) Déterminer I'ensemble D, de définition de f.
b) Vérifier que, pour tout x de D, on & :

Ho=—1—1s
c) Etudier les variations de f sur chacun des intervalies
Foo il et] ol

d) Calculer f(0) et 1(2) puis construire ().
o) Construire, dans le méme repére, la droite (D)
d'équationy =x—1.
Résoudre graphiquement lnéquation f(x) > x — 1.
2) On considére la fonction numérique g définie par :

o [x] =1

a) Déterminer I'ensemble D, de définition de g.

b) Vérifier que pour toutréel x=0etx+1,ona:
a(x) = —f(x)

c) Vérifier que g est une fonction paire.

d) Construire la courbe () de la fonction g.

Parabole - Hyperbole

I -.5 Soit la fonction numérique 1 x = ==5

x+3

Soit (%) sa courbe dans un repére orthonormal (O;i, ) -
1) a) Déterminer les points diintersection de (%) et des
axes du repére,
4

b) Vérifier que, pour tout x de Dy, on a : )=ty

¢} Etudier les variations de f sur chacun des intervalles |
Jeo 1t ; 4+l
2) Résoudre dans D, 'équation f(x) = x
3) &) Construire, dans le méme repére (O;[, ), la courbe
(), et Ia droite (D) d'équation y = x.
b) Résoudre graphiquement linéquation : f{x) = x.
On considére la fonction numérique f définie par :
flx) == + x
Solt (%) sa courbe dans un repére anhonnrrna! (O i 1 j]
1) a) Vérifier que f(x)= -—(x 5] pour tout x de IR,

b) Donner le tableau de variations de f et construire ().
2) Un parallélépipede de dimensions 1, x et 1 — x et de

volume V(x).

Déterminer la valeur de x pour laquelle V(x) est maximal.

@ On considére les fonction numériques -
x| + 4

fixrit 3 T -
= Sl e

1) a) Déterminer les ensembles D;, D, et D, de m
des fonction f, geth respectwsment, |
b) Verifier que :

+ Pour tout nombre négatif x de Dg, on a g(x) = f(x).

2
e

= Pour tout xde Dy, ona:

2) a) Donner le tableau de variations de 1.

b) Déterminer l'intersection de (%) et des axes du
repére. Tracer (%).

c) Déterminer le signe de f(x) pour tout x de D,
3) Montrer que g est une fonction paire.
Construire la courbe ().

4) a) Ecrire h{x) en fonction de {x), sans valeur absolue, |
selon les valeurs de x.

b) Construire la courbe (%) de la fonction h.

Parabole - Hyperbole




Géométrie dans ’espace
Intersection et parallélisme

. . - —
£
>
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| ACTIVITE Dessiner des figures de I'espace dans le plan

Voici quelques régles et conventions de représentations de figures de I'espace dans le plan :

* Les traits visibles sont dessinés en traits pleins.
* Les traits cachés ou invisibles sont représentés en pointillés.
Les droites paralleles sont représentées par des droites
paralléles.
*Si trois points de l'espace (réel) sont alignés, ils sont
repreésentés sur le dessin par trois points alignés.
* Le milieu d'un segment est représenté par le milieu du segment
dessiné.
* En général, le rapport des longueurs est conservé.
* Les plans frontaux (ou plans vus de face) sont & I'échelle c'est-
a-dire que les longueurs dans les plans frontaux sont & ‘
I'échelle. |

Pour les figures suivantes, les regles précédentes sont-elles respectées ? ‘
| . ’ Y -
Capacités attendues

# Reconnaitre et représenter les parties de I'espace dans
le plan.

* Percevoir les cas d’analogie et les cas de dissemblance
entre les notions et les propriétés de la géométrie plane
et leurs correspondantes dans I'espace.

* Emploi des propriétés de la géométrie dans I’espace pour
la résolution de problémes issus du réel.

@ Définitions et reégles

@ Activités préparatoires

® Dessiner des figures de espace dans le plan
® Positions relatives de droites

# Parallélisme d’une droite et d'un plan

® Positions relatives de droites et de plans
espace
® Racine d'un polynéme et ses coefficients

® Parallélisme de deux plans

# Alignement de trois points dans |

# Représenter un cube de 'espace

® Axiomes de la géométrie dans espace

® Positions relatives de deux droites dans
I'espace

® Positions relatives d'une droite et d'un
plan dans 'espace

® Positions relatives de deux plans dans
Pespace

® Parallélisme de droites et de plans

@ Points essentiels
@ Exercices résolus

@ Exercices et problemes

CTIVITE

Positions relatives de droites

Soit ABCDEFGH un cube de I'espace.

On dit que deux droites sont coplanaires si elles se trouvent dans le méme plan.

Dans chacun des cas suivants, les droites sont-elles coplanaires ? Si oui,
déterminer leur intersection.

1) (EF) et (BF) 2) (FH) et (EG) ;
3) (GH) et (BF) 4) (BF) et (CG);

5) (DH) et (BF) 6) (BF) et (EG).

Géometrie dans Vespace - Intersection et parallélisme ‘




@ Soit ABCDEFGH un parallélépipéde rectangle (ou pavé droit).
Soient 1, J et K des points appartenant respectivement aux segments
[BF], [EF] et [FG] tels gue la droite (1J) coupe (AB) en M, et la droite
(IK) coupe (BC) en N.

1) Les droites (1) et (MN) ont-elles un point commun ?
2) Montrer que les droites (JK) et (MN) sont paralleles.
3) Les droites (KJ) et (HG) se coupent en S.

Les droites (BK) et (CG) se coupent en R.

Montrer que (RS) // (BJ).

m Parallélisme d'une droite et d’un plan

On considére, dans |'espace, un parallélogramme de
centre | inclus dans un plan (P).

Soit S un point n'appartenant pas & (P).
Montrer que la droite (CD) est paralléle au plan (SAB).

@ Soit ABCDEFGH un cube de I'espace.

Soient O et O les milieux respectifs des segments [BE]
et [AC].

Montrer que la droite (OQ') est paraliéle au plan (ACF).

E

w Positions relatives de droites et de plans

Soit ABCDEFGH un cube de I'espace (voir figure).
Les points 1, O et O' sont les milieux respectifs des segments [AE], [BE],
et [AC].
1) Montrer que les droites (OQ’) et (CF) sont paralléles.
2) Déterminer l'intersection des deux plans (EBD) et (FAC).
3) Montrer que les plans (ECD) et (I00') sont paralléles.
4) Déterminer l'intersection de la droite (AD) et du plan (100°).
5) Soit M le point du segment [AB] tel que 3AM = AB.
Montrer que les deux droites (MO') et (BC) se coupent en un point N

puis déterminer l'intersection des deux plans (BCF) et (MO'F).

\Gévmeétrie duns Uespace - Intersection et parallélisme

m Alignement de trois points dans I'espace

@ Soient B, C deux points d'un plan (P) et E un point n'appartenant pas a (P).
1) Montrer que les points B, C et E déterminent un plan,
2) Soit H un point du plan (BCE).
On suppose que la droite (EH) coupe le plan (P) en un point F.

Montrer que les points B, C et F sont alignés.

@ Soit ABCD un tétraédre.
Soient M, N, R des points appartenant respectivernent aux segments [AB], [AC] et [AD].
On suppose que les droites (MN), (NR) et (MR) percent le plan (BCD) respectivement en R', M’ et N'
1) Montrer que les points M', N’ et R' appartiennent au plan (MNR) et au plan (BCD).
2) En deduire que les points M', N' et R’ sont alignés.

m Parallélisme de deux plans

Soient ABC un triangle et O un point extérieur au plan (ABC).
1) Construire le point E tel que le quadrilatére OEAC soit un parallélogramme.
2) Soit I le milieu du segment [OB].
a) Montrer que le point B appartient a l'intersection des deux plans (OEI) et (ABC).
b) Soit (A) la droite d'intersection des deux plans (OEI) et (ABC).
Montrer que (A) est paralléle & (AC).
3) a) Montrer que la droite (El) coupe le plan (ABC) en un point F.
b) Veérifier que le point F appartient & la droite (A).
4) Montrer que les deux plans (EBC) et (OAF) sont paralléles.

=

Géométrie dans Uespace — Intersection et paraliélisme




Conservation
du parallélisme

En réalité AE = AD.
| Sur le dessin AD
1l est plus petit que
|| AE

| ‘
\ Conservation de |'angle

| (vu de face) (ABFE)

droit dans le plan frontal

@4, Représenter un cube de I'espace

P Conservation
“ du milieu

Dans ce plan,
I'angle droit n'est
_.~%  pas conservé

Les cotés du camé
du plan frontal sont
isométriques

f @ Axiomes de la géométrie dans I'espace

De deux points distincts A et B passe une | De trois points non alignés A, B et C passe

droite unique que I'on note (AB). un plan unique que I'on note (ABC).

L

Si un plan P contient deux points distincts | commun A, alors P et Q sont sécants et

A et B, alors P contient la droite (AB).

Si deux plans distincts P et Q ont un point

leur intersection est une droite passant
par A.

B soit (D) une droite et soit A un point, de I'espace, n'appartenant pas a (D).

A
X

! (D)

B c

Soient B et C deux points distincts de la droite (D).
Les points A, B et C ne sont pas alignés et déterminent un plan unique (ABC).
Donc le point A et la droite (D) déterminent un plan unique.

GLES

GITERERRIRNEREEET

On appelle plan frontal tou

Sur la représentation du c
ci-contre, les faces
CDHG sont dans des
frontaux.

Hemarques
Toutes las propriétés

| géométrie  plane C
| valables dans tout phl‘l:

Notes

|
Un plan peut dtre défini :
+ par trois points non al :

-par une droite et un
n'appartenant pas & cel
droite ;

- par deux droites séc:
« par deux droites pa:
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-g Positions relatives d'une droite et d'un plan dans I'espace

Il n'existe aucun plan |(D) et (D) sont{(D) et (D) sont|(D}) et (D) sont

contenant (D) et (DY) | gécantes en A. confondues strictement paralléles
(D) et (D) sont non
coplanalres. ©n(@)={A} (D)=(D) D)D)=

On dit que deux droites (D) et (D) sont paralléles dans |'espace si les
deux conditions suivantes sont réalisées : Par un point de Iespace

2 i : passe une droite et une seule
{D) et (D') sont coplanaires ; paralidle & une droite
« (D) et (D') sont disjointes ou confondues. | donnée.

B Soit ABCDEFGH un cube.

+ CDHG est un carré.
Donc les droites (CD) et (GH) sont coplanaires et
disjointes. D'oll : (CD) et (GH) sont strictement
paralléles.

* Des droites (BF) et (HC) sont non coplanaires. A

+Les droites (DE) et (AH) sont sécantes au point | A B
centre du carré ADHE.

Soient (D) une droite et (P) un plan dans l'espace.

g A B (D)

/ / / A_——O

(D) et (P) sont sécants. (D) est strictement paralléle | (D) est incluse dans (P)
[i.e. (D) et (P) ont un seul a (P). [i.e. (D) et (P) n'ont
paint commun] aucun point commun] On écrit (D)C(P)

Géumétrie dans Vespace - Intersection et parallélisme




@) Paraliélisme de droites et de plans

« (D) est incluse dans (P) ;

La droite (1J) est paraliéle au plan (BEG).

. Droites
+ (D) et (P) n'ont aucun point commun. (D) est strictement paralléle |
4 (P) si leur intersection () i (D)
| A
| On écrit alors (D) // (P). vide : (D) N (P) = . i " Par un point A passe | ¥ {{A.) o)’ alors (A) /f (&)
| | 1 ) une droite (A) unique
m H G | paralléle & une droite
| A (D) donnée 810 et lum
| 8 Soit ABCDEFGH un paralléiépipéde rectangle. I ) paralléle & un plan, .I::‘_‘.-‘:
. La droite (AB) et le plan (EFG) sont paraliéles car £ fetT Lo B c _ ' (Bt e
ils n'ont aucun point commun. //D l; Droites et plans incluse dans (P), ) e
- Soient I et J les milieux respectifs des segments y R T Théoréme du toit
| [EF] et [FGI. A B

@ Positions relatives de deux plans dans |'espace

()
| Soient (P) et (Q) deux plans
Une droite (D) est paraliéle & | Si deux droites (D) et (Dz) | sécants selon une droite (A).

Soit (P) et (Q) deux plans dans I'espace.

i i P Plans parzlidles un pian (P) si et seulement s'il | sont paralléles, alors tout plan | Si (P) contient une droite (D) et
i Plans sécants existe une droite (4) incluse | (P) qui coupe (Dr) coupe | (@) contientune droite (D') tels
dans (P) et (A) // (D). aussi (Dz) que (D) et (D) sont strictement
| ®) (@) signifie : paralleles, alors  {A) est
el e I ).
existe au moins un po paraliéle & (D) et & (D)

de I'espace tel que :

AE(P)etAE(Q)
+(P) et (Q) sont d
signifie que (P) et (Q)
aucun point commun

- H

Deux plans (P) et (Q) sont
paralléles si et seulement si
deux droites sécantes de l'un

sont paralléles & deux droites
sécantes de l'autre,

on écrit alors :
(P) et (Q) sont disjoints. On (P N{Q)=2
(P) st (Q) sont sbcants dit que (P) et (Q) sont| (P) et’(Q) sont confondus.
sefion taeolta () strictement paraliéles et | On écrit : (P) = (Q)

Par un point A passe un plan
(Q) unigue paralléle & un plan
(P) donné.

On écrit: (P) N (Q) = (O) | 5 serit () 1/ (Q)

Si deux plans (P) et (Q) sont
paraliéles, alors toute droite (D}
qui coupe (P) coupe aussi (Q).

LTIl On dit que deux plans (P) et (Q) sont paralléles si ces deux plans sont
confondus ou disjoints et on écrit (P) / (Q).

B Soit ABCDEFGH un cube dans 'espace.
+Le plan (ABC) est strictement paralléle au plan
(EFG).
- Les plans (ABC) et (AED) sont sécants suivant la
droite (AD).
# us.
Les plans (EFG) et (EHG) sont confond|

Géométrie dans l'espace - Intersection et parallélisme

| Si deux plans (P) et (Q)
paraliéles, alors toute
incluse dans l'un d'euX !
paralléle a I'autre.

(P}, (Q) et (H) sont
trois plans. Si un plan (H) coupe
deux plans paralléles
(P) et (Q), alors les
droites  d'intersection | | ) )
sont paraliéles. - S

si { P aiors (P) 11 (Q)

(Q) / {H)

Géométrie dans Vespace — Intersection et parallélisme
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Exemples et application

@ Certaines figures parmi les figures suivantes ne respectent pas les régles
fondamentales de représentation dans I'espace.

1 oui
2 non [AC] est visible (trait plein)
3 oui

[EF] est visible (trait plein)
3 o [AC] est caché (trait pointillé)
5 oui
6 oui
: et i

@ Soit SABCD une pyramide de base un paraliélogramme
ABCD.
Soient I, J et K les milieux respectifs des segments [SBI,

[SC] et [SA].

+ Montrons que (IJ) // (AD).

- Dans le triangle SBC, 1 et J sont les milieux respectifs
des cotés [SB] et [SC]. Donc : (L)) // (BC) (1).

A
- ABCD est un paralliélogramme. Donc : (BC) // (AD)  (2)-
- De (1) et (2), on tire : : =i

Géumétrie dans 'espace — Intersection er paralléfisme

Si (A) est une

paraliéle & un plan (P), a
{foute droite paraliéle &
est paraliéle au plan (P),

i

P

« Montrons que les plans (IJK) et (ABC) sont paraliéles.

-Ona: (1J) // (BC) (1)

- Dans le triangle SAB, 1 et K sont les milieux respectifs des cotes [SB] et [SA] ;
donc : (IK) / (BA) (3)

- De (1) et (3), et puisque les droites (1J) et (IK) sont sécantes en 1 et que les droites (BC)
et (BA) sont sécantes en B, alors les deux plans .

B Soit ABCDEFGH un cube dans l'espace.
Soient M et N les milieux respectifs de [AE] et [DH].
- Montrons que les points B, C, M, N sont coplanaires.
- Dans le carré ADHE, M et N sont les milieux respectifs des cotés [AE] et [DH] ;
donc (MN) // (AD)  (4)
- Dans le carré ABCD,ona: (AD)/ (BC) (5)
- De (4) et (5), il découle que : (MN) / (BC).

Donc les droite (BC) et (MN) sont coplanaires.

Dot : ;

+ Soit K le point d'intersection des droites (BM) et (EF).
Soit L le point d'intersection des droites (CN) et (GH).
Montrons que (KL) // (BC)

Les deux plans (ABC) et (EFG) sont paralléles ; donc le plan (MBC) les coupe selon
deux droites paralléles.

Or (ABC) N (MBC) = (BC) et (EFG) N (MBC) = (KL), par suite

M Soient ABCDEFGH un cube et M un point, distinct de E et F, appartenant a l'aréte
[EF].
Montrer que les plans (EFG) et (BDM) sont sécants selon une droite (4) et que (4) // (BD).

Géométrie dans Pespace ~ Intersection et parallélisme




Axiomes de la géométrie dans |'espace

Deux points distincts A et B de I'espace Trois points non alignés A, B, C | Si un plan (P) contient
déterminent une droite unique (AB). déterminent un plan unique | points distincts A et B, alors 'Soient (P) et (Q) deux plans .‘
(ABC). droite (AB) est incluse dans (P e i
2 strictement paralléles (FAQ=e I
P)INn(Q)=2
i - paraligles
& (P) 4 (Q)
1. ) et @) confondus (P) = (Q) x
Toutes les propriétés de ) (P)=(Q)
geomeétrie plane sont valabl_ sécants selon une droite (D)
Si deux plans distincts ont un point commun, dans tout plan de I'espace P11 @ =(D)
alors ils se coupent selon une droite passant ] ‘
ar ce point E |“(P) // (Q) si et seulement si deux droites sécantes de I'un sont B 1(Q) =
3 i paralléles & deux droites sécantes de l'autre. (P)n(Q)=(D)
— ) /1 (Q) signifie que (P) = (Q) ou (P) N (Q) = @
Positions relatives de deux droites dans I'espace

Soient (D) et (D') deux droites dans l'espace

sécantes (D) N (D) = {A}

(D) et (D') sécantes =

o)

Droites paraliéles

{GH]

n point A, de l'espace, passe une |Si (D), (D') et (A) sont trois droites de

D) et (D') confondues
strictement paralléles e B0 conmhds

coplanaires <

unique paraliéle & une droite

iespaca telles que (D) // (A) et (D) /f (A),
ée (D).

alors (D) /#/ (D).

fizies < (D)N(D)=2
Eles
¢ © o () sont

confondues (D) = (D] girictement paraliéles

(D) et {D‘1<

gv =
(oY) (D) /

non coplanaires
=l D) et (D) sont coplanaires (D) et (D) non
- (D) /f (D) signifie que { :D; i{{[)'}):f?ncj:?? o= 0 coplanaires

/i/m

o

Si deux droites (D,) et (D,) sont
parallgles, alors tout plan (P) qui coupe
(D) coupe aussi (D)

Positions relatives d’une droite et d'un plan dans 'espace

Droites et plans dans I'espace

] (P) et (Q) sont deux plans tels que
N (Q), alors toute droite (D) qui

Solent (D) une droite et (P) un plan dans I'espace

strictement paraliéles (D) est strictement paraliéle & ()

0):——— érce (P), perce aussi (Q) (Q) selon une droite (A) telle que : (A) // (D).

paralléles < e
(D)4 (P) (D) est incluse dans (P)
Byt P} < (D) est incluse dans (P)
sécants Dy (P
(B) M AP) = {A}

(D) perce (P) en point A
(D) / (P) si et seulement s'il existe une droite
incluse dans (P) et (A) // (D).

D]
&

Giéamiétrie dans ['espace — Intersection et parallélisme

Si (P), (Q) et (H) des plans. Si (P) // (Q), et (H)
coupe (P) selon une droite (D), alors (H) coupe

Théoréme du toit

Si une droite (D) est strictement
paralléle & deux plans sécants (P)
et (Q), alors (D) est paralidle 4 leur
intersection (D} (voir l'autre
formulation au (6)

©) ‘

Géumétrie dans Vespace -

Intersection et parallélisme
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Parailellama d'une droite et B‘u_n ptun
Paraliélisme de deux plans

Soit ABCD un tétraédre. Soient [, J et K les milieux respectifs

des segments [AB], [AC] et [AD].
1) Construire la figure.

2) Montrer que la droite (1J) est paraliéle au plan (BCD).
‘ 3) Montrer que les deux plans (LJK) et (BCD) sont paralléles.

1) Construction de la figure.

Or (BC)c (BCD)

*Ona:

Dong ;

c

2) Montrons que (L) est paraliéle a (BCD).
Dans le triangle ABC, 1 et J sont les milieux respectifs des
deux cotés [AB] et [AC].
Donc : (1) /f (BC).

3) Mantrons gue (1JK) et (BCD) sont paralléles.
{1J) I/ (BC)
- Dans le triangle ACD, J et K sont les milieux respectifs des |
cotés [AC] et [AD].

(JK) #/ (CD)
« De (1) &t (2), on déduil que (BC) et (CD) sont deux droites
sécantes incluses dans le plan (BCD) et respectivement
paralléles aux deux droites (1J) et (JK) qui sont sécantes et

incluses dans le plan (1JK).
'Donc les plans (1JK) et (BCD) sont paralléles.

(1)

(2)

. Géométrie dans ['espace ~ Intersection et parallélisme

, par conseéquent (1J) // (BCD).

=

Soient ABCDEFGH un cube, 1 et J les
milieux respectifs de [AC] et [FG] (voir
figure).

1) Montrer que la droite (1J) est
paraliéle au plan (BFH).

2) Les droites (EJ) et (HF) se coupent
en un point P. !
Les droites (Al) et (BD) se coupent A"
en un point Q.

a) Montrer que les deux plans (BFH) et (E1J) se coupe
la droite (PQ)-
b) En déduire que la droite (PQ) est paralléle a la droite

‘ 1) Montrons que (1) #/ (BFH).
- BCGF est un carré, 1 et J sont
‘ les milieux respectifs des cotes
[BC] et [FG}.
‘ Donc : (1) / (BF)
+ Or (BF)c(BFH) , par
‘ conséquent ! (1) // (BFH).
2) a) Montrons que (BFH) N (ElJ) = (PQ).
+On a : (BFH) = (BFHD) (car (BF) /f (DH)).
-On a - (ELJ) = (EALY) (Car (AE) // (1J)
10na:E € (EW) et E & (BFH)

€

Exercices d'application

Positions relatives d'une droite
et d’un plan

Soit ABCD un tétraédre. Le
point | appartient au segment
[BC], et I est distinct de B et
C. Le point J appartient au

segment

[AC], et J est

distinct de A et C. Le point K

appartient au segment [AD],

et K est distinct de A et D,

1) Les droites (Al) et (JK)
sont-elles sécantes ?

2) Déterminer lintersection de la droite (JK) et du plan

(BCD).

Soient
segment

du plan (BCD).
Construire le
d'intersection de la droite
(MN) et du plan (ACD).

Soit ABCD un tétraédre.

M un point du
[AB] et N un point

point

On considére, dans I'espace, un parallélogramme ABK
de centre 1. Soit M un point n‘appartenant pas al-lﬁtil.

(ABC).

1) Déterminer l'intersection des plans (MAC) et (MBD),

2) Déterminer l'intersection des plans (MAB) et (MDC).

3) Soit M’ le symétrique du point M par rapport au centre |
du parallélogramme ABCD.
Quelle est la nature du quadrilatére MBM'D ?

Solent ABCD un

point n'appartenant pas au plan (BCD).

Les droites (AC)
Les droites (AD)

1) Déterminer I'intersection (A1) des plans (OAC) et (OBD).
2) Déterminer I'intersection (Az) des plans (OAD) et (OBC).
3) Soit (Q) le plan déterminé par les droites (A1) et (Az). |

a) Determiner
b) Déterminer

trapéze de bases [AB] et [CD], et O un

et (BD) se coupent en un poirt 1.
el (BC) se coupent en un point J.

I'intersection des deux plans (Q) et (OAB).
l'intersection des deux plans (Q) et (OCD).

Soient ABCD un tétraédre,

" E un point du segment [CD]

at M un point du plan (ABE).

Construire le

dlintersection de la droite
(DM) et du plan (ABC).

‘ Donc : (BFH) = (ELJ)

.Ona - (FH) 1 (EJ) = {P) et (BD) N (AT) = {Q}
‘ Done les points P et Q appartiennent (tous les deux)

plans (BFH) et (ELJ).

+D'oi : (BFH) N (ELJ) =
| b) Déduisons gue (PQ) If (FB).
+On a : (FB) // (BFH) (car (FBYC(BFH) )
-Ona: (FB) /f (EW) (car (FB} // (1J) et () c(EY) )

(PQ).

‘ - Daprés le théoréme du toit, (FB) est paraliéle @

| droite dintersection des deux plans (BFH) et E
‘ (BFH) N (E) = (PQ), par suite : (PQ) // (FB).

point B L35

Soit (D) une droite.

Soit A un point n'appartenant pas & (D).
Soit B un point n'appartenant pas au plan (P) déterminé

par la droite (D) et le point A.

Les droites (AB) et (D) sont-elles sécanles ?

Solent A, B deux points distincts d'un plan (F) et C un point
extérieur au plan (P).
Soient M un point de la droite (BC) et N un point de la

droite (AC).

Montrer que si la droite (MN) perce la plan (P), alors elle

coupe la droite (AB).

Parallélisme dans I'espace

On considére, dans l'espace, un
cube ABCDEFGH.

Soient M, N, S, T des points ,
appartenant respectivement aux

segments [AB],
tels que :

M=AM=BetMB=NC=ES=
1) Montrer que lintersection des o o}

[CD], [EF]. [HG]

HT |4

deux plans (MFG) et (ABC) est la droite (MN).

2) a) Montrer que les droites (AT) et (DS) sont paralléles au
plan (MFG).
b) Prouver que les deux plans (MFG) et (AST) sont

paralléles.

des

Exercices de renforcement

apprentissages

Points alignés |

Soit ABCD un tétraédre, |
On considére des points M, N, P, @ qui appartiennent |
respectivement aux arétes [AC], [AD], [BC], [BD] tels gue :

« (MN) et (PQ) sont paralléles é_(Cﬂ] i

+ (PM) et (QN) sont sécantes en O.
Montrer que les points A, B et O sont alignes.

Géométrie duns Uespace - Futersection et paralldlisme ﬁ




Soit ABCDA'B'C'D' un cube o c

dans I'espace,

Soit | le milieu de [DD'].

1) Montrer que les droites (D'C)
et (A'B) sont paralléles.

2) Montrer que la droite (A'D)
coupe le plan (AIC) en un
point J.

A B

3) Déterminer l'intersection des deux plans (AIC) et (A'IB).

| Solent ABCD un tétraédre. I le milieu du segment [BC] et
| B’ le symétrique du point B par rapport au point D.

1) Montrer que la droite (CB') est paralléle au plan (AID).
2) Déterminer I'intersection des deux plans (AID) et (ACE').

i Soient ABC un trangle et O un point extérieur au plan |

[ {ABC). Soient A, B, C' des points de I'espace tels que leg

point A, B, C soient les milieux respectifs des segments

[OA], [OB], [OCT].

1) Montrer que les deux plans (ABC) et (A'B'C') sonf
paraliéles.

2) Déterminer l'intersection des plans (OAC) et (A'B'C').

Exercices de synthése l

Solent ABC un triangle et D un point, de |'espace,
n'appartenant pas au plan (ABC).

Soient M et N deux points appartenant respectivement m
segments [AB] et [AC] tels que la droite (MN) soit pa:alle_'g:;
& la droite (BC) (M = A et M = B). 1
1) Déterminer I'intersection des plans (BND) et (MND),

2) Déterminer l'intersection des plans (BCD) et (MND).

@ Soit ABCDEFGH un cube dans l'espace.

Les deux points O et O’ sont les centres de gravité

respectifs des deux triangles EGD et ACF.

1) Montrer que la droite (HB) coupe le plan (EGD) en O, et
que la droite (HB) coupe le plan (ACF) en O,

2) Solent I et J les milieux respectifs de [AC] et [EG].
Montrer que : (DJ) // (FI)

Solent ABCDEFGH un cube, 1, J

et K les milieux respectils des

segments [AB], [EF] et [GH]. /

1) Montrer que les points B, C, J, A/
K sont coplanaires.

2) Montrer que les droites (IH) et (it L A
(KB} sont paralléles. o o

3) En déduire que la droite (IH) est g ==
paralléle au plan (JKC).

3) Déterminer l'intersection des plans (BMD) et (CND).

0 Soit ABCDEFGH un cube dans l'espace.
1) Montrer que la droite (AD) perce le plan (CFH).
2) Soit 1 le paint d'intersection de la droite (AD) et du plan
(CFH).
Montrer que les droites (FC) et (HI) sont paralléles.

@ Soit EFGH un tétragdre. |
Soit M un point du segment [EF], distinct de E et F.
(P) est le plan p nt par M et paralléle au plan (EGH).
(Q) est le plan passant par M et paralléle au plan (FGH).
(P).coupe (FG) en A et (FH) en B. |
(Q) coupe (EH) en C et (EG) en D.
1) Quelle est la nature du quadrilatére ABCD 7

2) Comment faut-il choisir M pour gque le quadrila
ABCD soit un parallélogramme ?

@ On considére une pyramide de sommet S et de base )

Soient ABCD un tétraédre, [ et J les milbeﬁx respectifs des
segments [AD)] et [BC).

5

Soit E le point du segment [AJ] tel que : JE=§IA

1) Montrer que la droite (IE) coupe le pian (BCD) en un
point F. Construire ce point F.

2) Dl_!wlerminer l'intersection des deux plans (ABC) et
(ADF).

parallélogramme ABCD.
Soient M un point de [SA], N un point de [SB] et E un
de [SC] tels que :

2) En déduire que la droite (SD) coupe le plan (MNE) &n
poirt F.
3) Quelle est la nature du quadrilatére MNEF ?

Géomdétrie dans Vespace - Intersection et parallélisme

®

r Solt ABCDEFGH un cube
I dans l'espace.
Les points I, J et K sont les
milieux respectifs de [AB], [EF]
at [HG].

1) Montrer que la droite (AJ)

perce le plan (BCG) en un
point L.
2) Déterminer l'intersection des deux plans (AJK) et (BCG).

3) Montrer que les plans (ICG) et (AEK) sont paralléles.

@ Soient (D) et (D') deux droites non coplanaires coupant un
plan (P) respectivement en A et B, -

Soit (L) la droite passant par B et paralléle 4 la droita (D).

Soit (L) la droite passant par A et paraliéle 2 |a droite (D).

1) Déterminer lintersection du plan (P) avec le plan
déterminé par (L) et (D), puis avec le plan déterming par
(L) et (D). |

2) Prouver que le plan (Q) déterminé par les droites (L) et
(D), est paraliéle au plan (Q') déterminé par les droites
(L") et (D),

artes [AE], [BF], [CG] et [DH] sont paralléles).
Le point I est le milieu du segment [GH].
1) Soit M le point d'intersection des droites (EI) et (FH).

Montrer que les plans (AEI) et (AFH) se coupent selon
la droite (AM).

2) a) Montrer que les points C, D, E et F sont coplanaires,
b) Montrer que les droites (DE) et (CF) sont paralléles.

3) Montrer que les deux plans (BDE) et (CFH) sont
paralléles.

4) Montrer que la droite (CI) coupe le plan (ADH).

Soit ABCDEFGH un parallélépipéde (les supports des |

3) Montrer que les deux intersections de (P) avec (Q) et de

(P) avec (Q') sont paralléles.

On considére, dans I'espace, un parallélogramme ABCD

de centre 1 inclus dans un plan (P).

Soit S un point n'appartenant pas au plan (P).

Soit S' le point tel que 1 soit le milieu de [SS].

1) Mentrer que (CD) est paraliéle au plan (SAB).

2) Quelle est la nature du quadrilatere DSBS’ ?

| 3) Montrer que les deux plans (SAB) et (S'CD) sont
paraliéles.

4) Déterminer l'intersection des deux plans (SBD) et
(S8'D).

@ Soit ABCDEFGH un parallélépipéde rectangle.
1 et J sont les milleux respectifs de [AB] et [BC].
1) Montrer que les deux H
droites (1)) et (GE) sont
paralléles. En déduire
que la droite (LJ) est
paraliéle au plan (BGE).

2) Montrer que les points B, J, H et E sont coplanaires.

3) Soit M le point dintersection des droites (HJ) et (BE).
Soit (A) l'intersection des plans (EBG) et (IJH).

Montrer que la droite (A) est paraliéle a la droite (1J).
Construire alors M et ().

@ Soit ABCD un tétraédre,
Les points I, J, K et L sont les milieux respectifs des
segments [BC], [BD], [AD] et [AC].
Soit G le centre de gravité du triangle ADC.
1) a) Construire la figure.
b) Montrer qua les droites (IL) et (JK) sont paralléles.
2) a) Déterminer l'intersection des plans (BCG) et (ABD).
b) Construire le point E d'intersaction de |a droite (GI) et
du plan (ABD) (Justifier la réponse).

e ]
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Géometrie dans I’espace

Orthogonalite

m Droites orthogonales

i Soit ABCDEFGH un cube dans I'espace.
1) &) Les droites (AE) et (HE) sont-elles caplanaires ?

préparatoires 317
| Définitions et régles 320

b) Déterminer la mesure de I'angle A/EH_

wl 2) a) Les droites (AE) et (FG) sont-elles caplanaires ?
b) Déterminer la droite (A,) passant par B et paralléle a la droite (AE).
! c) Déterminer la droite (4,) passant par B et paraliéle 4 la droite (FG). ‘
I‘ | Points essentiels 327 ‘ d) (A,) et (4;) sont-elles perpendiculaires ? [
3 ) Que peut-on dire des droites (AE) et (FG) ?
‘Exercices résolus m 3) Soient I, J, N et P les milieux respectif des segments | ‘
| - : [AB], [BC], [BF] et [CG].

! xercices et problémes 329 Les deux droites suivantes sont-elles orthogonales ? |

Justifier la réponse dans chaque cas :

a) (NP) et (AE). |
b) (PJ) et (EF). |
c) (FC) et (AH).

d) (BH) et (AG).

|| Capacités attendues

Emploi des propriétés de la géométrie dans P'espace pour la
résolution de problémes issus du réel.

@ Soit ABCD un tétraédre tel que (AB) 1 (CD) et (AD) L (BC).
Soient I, J, K, L, M et N les milieux respectifs des segments [AB], (AC], [AD], [CD], [DB] et [BC].

1) &) Montrer que les points J, K, M et N sont caplanaires.

' ' ® Activités préparatoires ® Définitions et régles
el P & b) Montrer que JKMN est un rectangle.
@ Droites orthogonales ® Droites orthogonales c) Montrer, de méme, que [JLM est un rectangle.
L P ité d° droite et d'un pl
® Droite perpendiculaire  un plan " 0"""3‘"’"‘“‘ e Sk 2) Montrer que les points I, K, L et N sont caplanaires et que IKLN
® Théoréme des trois droites perpendiculaires ® Perpendicularité de deux plans est un rectangle.
® Plans perpendiculaires ® Parallélisme et orthogonalité 3) Montrer que les deux droites (AC) et (BD) sont orthogonales.
® Calcul dans I'espace 8 Formules d'aires et de volumes

m Droite perpendiculaire (orthogonale) a un plan

(&) Soient (P) un plan dans lespace et (D) une droite pergant (P) ©)]
| ~ en O telle que (D) soit perpendiculaire & toute droite passant |
@ Points essentiel par O et incluse dans le plan (P). (&
oints ess s i
' Soit (A) une droite ne passant pas par O, et incluse dans (P). o =
- Montrer que (D) et (4) sont orthogonales, "y | |

@ Exercices et problémes

et
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@ Spient (Q) un plan dans I'espace et (D) une droite pergant (Q)

en un point O telle que (D) soit perpendiculaire & deux droites
(4) et (&) sécantes en O et incluses dans (Q).

Soient A, B et C des points appartenant respectivement a (D),

() et (A) ; soit | le milieu du segment [BC] (voir figure).

1) Montrer que :AB”+ AC*=2AT" + 3 BC” et 08" +0C" =201+ 1 BC’
En déduire que : AI°=0A"+0r°

2) Montrer que : (D) L (BC).

m Théoréme des trois droites perpendiculaires

@ Soient (D) une droite incluse dans un plan (P) et A un point n‘appartenant par a (P).
La droite passant par A et perpendiculaire au plan (P) coupe ce plan en un point H.
Le point K est le projeté orthogonal du point H sur la droite (D).
1) Montrer que la droite (D) est orthogonale au plan (AHK).

2) Montrer que les droites (AK) et (D) sont perpendiculaires.

. Soit ABCDEFGH un cube dans l'espace.
Soient 1, J, K, L et M les milieux respectifs des segments

[AD], [AB], [CD], [EH] et [EF].
1) Montrer que les points I, J, L et M sont coplanaires.

2) Montrer que IIML est un rectangle.

3) Montrer que la droite (1K) est perpendiculaire au plan (1IL).

Géométrie dans 'espace - Orthogonalité

m Calcul dans l'espace

T ——
B Pians perpendicuiares R |
(@) soit ABCD un tétragdre tel que AC = BC et DA = DB. 5
I
[

8

Soient T et ] les milieux respectifs des segments [AB] et [AC] (voir figure).
1) Montrer que : (CI) L (AB) et (DI) L (AB).
2) En deduire que la droite (AB) est orthogonale au plan (CDI).
(AB) est incluse dans (ABC) et (AB) L (CDI).
On dit que les deux plans (ABC) et (CDI) sont perpendiculaires. °
@ Soient ABCD un carré et E un point appartenant a la droite orthogonale . B
(perpendiculaire) au plan (ABC) en A tel que E # A.
On considére le point F tel que EFCD soit un parallélogramme. E
1) Montrer que la droite (BC) est perpendiculaire au plan (ABE) c
2) Montrer que les deux plans (EBD) et (AEC) sont perpendiculaires. =

Soit SABCD une pyramide de base un carré ABCD de centre O de cété de longueur 6 tel que (AS)
soit orthogonale au plan (ABCD).

On pose AS = x.
1) Peut-on trouver une valeur de x pour laquelle le triangle SBD est rectangle en S ?
2) Existe-t-il une valeur de x pour laquelle le triangle SBD est équilatéral ?

3) Existe-t-il une valeur de x pour laquelle le triangle SBC est rectangle ?

Géométrie dins Vespace - Ortbogonalité




‘ @) Droites orthogonales

| ' :
| ‘ m On dit que deux droites (D) et (8) sont orthogonales dans I'espace S

leurs paralleles menees par un point quelcongue de l'espace sont perpendiculaires
(dans le plan qu'elles déterminent). On note (D) L (&).

(m
| |
| |
| |
‘ ' M 5ot ABCDEFGH un cube (figure)
il ‘ « Montrons que (AE) est orthogonale a (DC). .
_. ABCD est un carré ; donc : (AB) #/ (DC) (1) |
[ | _. ABEF est un carré ; donc : (AB) L (AE) (2)

« Montrons que (BF) L (GH).
Puisque (AE) L (DC), (BF) /f (AE) et (GH) / (DC) ,
| alors (BF) L (GH).

‘ — De (1) et (2), on tire (AE) L (DC)

PSWTEPRN - . S deux droites sont orthogonales dans I'espace, alors toute droite

paralléle a I'une d'elles est orthogonale a l'autre. ' : ; ‘
« i deux droites sont paralléles, alors toute droite orthogonale a l'une d'elles est |

e s

On dit qu'une droite (D) est orthogonale & un plan (P) si elle est
‘ orthogonale a toutes les droites incluses dans (P). On note (D) L(P).

" Pour gu'une droite soit orthogonale a un plan il faut et il suffit qu'elle soit |
orthogonale 4 deux droites sécantes de ce plan. l

Géomérrie dans espace = Orthogonalité

orthogonal & l'autre. | ‘

Exemples et applications B

@ Soit ABCDEFGH un cube (voir figure).
,] » Montrons que la droite (BF) est orthogonale au plan (ABC).
ABFE et BFGC son des carrés | donc :

A

(BF) L (AB) et (BF) L (BC)

Comme (AB) et(BC) sont deux droites incluses dans
le plan (ABC) et sécantes en B. alors la droite (BF)
est orthogonale au plan (ABC).

| » Montrons que (BF) L (AC)
(BF) L (ABC) et (AC)c(ABC) ; donc (BF) L (AC).
L Soit ABCDEFGH un parallélépipéde rectangle.
1) Montrer que la droite (EF) est orthogonale au plan (BCG).
2) En déduire que (EF) L (BG).

g Perpendicularité de deux plans

Définition

‘contient une droite orthogonale a l'autre et on note alors (P) L (Q).

| Exemple et application [

M Dans un cube ABCDEFGH, on a : (ABC) L (BDH) puisque
(DH) L (ABC) et que (DH)  (BDH).
® Dans un cube ABCDEFGH, montrer que : (ABG) L (DCF).

g Parallélisme et orthogonalité

" On dit que deux plans (P) et (Q) sont perpendiculaires si I'un d'eux

Soient (D), (8), (D) et (&)

Propriété 3 |

droltes de 'espace. + Si deux droites sont paralleles, alors tout plan
[® T R—_ orthogonal & 'une d'elles est orthogonal a l'autre.
{“’1” ® ' K = Si deux droites sont orthogonales & un méme plan, alors elles
© L) sont paralléles.
.si{ (D)D) | alors » Si deux plans sont paralléles, alors toute droite orthogonale a
‘ () 1 (&) I'un d'eux est orthogonale a l'autre.

= Si deux plans sont orthogonaux & une méme droite, alors ils sont
paralléles.

= D'un point A passe une droite unique (D) orthogonale & un plan
donneé (P).

* D'un point A passe un plan unique (P) orthogonal & une droite
donnée (D).

Remarque importante

Pour démontrer que deux
droites sont orthogonales
dans Fespace, on cherche |
généralement un plan |
contenant I'une de ces droites |
| et orthogonal & I'autre,

V4

Soient (D) et (4) deux droites.
Salent (P) et (@) deux plans.

E (P) /(@)
Si ©) 1) , alors (D) L (Q).

-51{ OB aiors (4) L ().
D)L(P)

g (P)L(D) , alors (P) // (Q). |
(@) L(D)
.| @ LP)

yalors (D) //
@ 1P alors (D) /f (&)
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— (NI
H
B soit ABCDEFGH un cube. ; G
i ]
I, 1 et K sont les milieux respectifs des segments [BF], el
[FG] et [AE]. 0 ?
«» Montrons que (DE) L (JK). 0 “;\:a" 4
— ADHE est un caré ; ses diagonales sont .I ‘}_D ........ L N¢
perpendiculaires ; donc : (ED) L (AH).
— Dans le triangle BFG, 1 et ] sont les milieux respectifs A B

des cotés [FB] et [FG]. Donc : (1I) // (BG)
Or (BG) // (AH), par conséquent : (DE) L (1J) (1)
— On a: (EF) L (AED).
Comme (DE)C (AED) , on a : (EF) L (DE).
Or (EF) // (K1), par conséquent : (DE) L (KI)  (2)
— De (1) et (2), on déduit que : (DE) 1. (LK.
- Maontrons que (CF) L (LJK).
Ona: (DE) L (UK) et (DE) // (CF).
Done : (CF) L (IIK).

| soit (+) un cercle inclus dans un plan (P).
Soient [AB] un diamétre du cercle (') et (4) la droite passant par A et orthogonal
au plan (P).
Soit S un point de la droite (A), distinct de A.
Soit M un point du cercle (), distinct de B.
Montrer que le triangle SMB est rectangle en M.

(8)

M

‘ (#)

5 '

>
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g Formules d’aires et de volumes

Prisme droit

Parallélépipéde rectangle

Soient h la hauteur du prisme,

f l'aire de la base,
{ le périmétre de la base.

L'aire latérale est S, = f x h
L'aire fotale est Sy = £ x h + 2p
LevolumeestV=pxh

Soient a, b et ¢ la longueur, la largeur
et la hauteur respectives du
parallélépipéde.

L'aire latérale est S =2(a +b) x ¢
L'aire totale est S; =2(a + b) x c + 2ab
Le volume est V = abc

Soit a la longueur de I'aréte du cube,
L'aire latérale est 5, = 4a°

L'aire totale est S; = 6a®

Le volume est V = a°

Pyramide

Tétraédre régulier

Cylindre de révolution

h : hauteur de la pyramide SABCD.
f : aire de la base ABCD.

Le volume est :V=%ﬁxh ;

Soient a la longueur du coté du tétraédre
régulier, / le périmétre de la base.
Toutes les faces ont la méme longueur
de la hauteur h = SH.

La surface latérale est : S, =~;— { xh

Le volume est :\u"=§a3

R : rayon de la base.

h : hauteur du cylindre droit.

La surface latérale est : S =2aR x h
Le volume est: V=nR?x h

Cone de révolution

Boule (sphére)

Portion de sphére tronquée

h : hauteur du céne de révolution.
8= SH.

L'aire latérale est : S.=nRxe

Le volume est : V=@

R : rayon de la boule.
L'aire latérale est : S.=47R’

4

Le volume est : V=~§ R

2
Le volume est : V=21"(3R—h)
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Exemples et applications [

tels que AC = CE = 1,5cm.

la hauteur du prisme.
Ona:/ =AC+CE+AE.

! =(2+/2)CE
Done : / =(2+J§}x%cm

<Ona:Sy=/xh+2polpest

-Ona:V=pxhcestadire V

Dol : S_ = 18cm?.
-OnaS; =S, +2AB x AD
Dol : S; = 58cm”.
*Ona:V=ABxADxDH
D'ot : V = 20cm®.

8 Soit ABCDEF un prisme droit tel que AB = 7cm et dont les bases
sont des triangles rectangles isocéles

Déterminons l'aire latérale S, I'aire totale
S et le volume V du prisme ABCDEF.
.OnaS=I{xh ou/estlepérimétre de la base et h

Or AE=/2CE (car AE® = AC? + CE? = 2CE?), par conséquent :

Comme h = AB =7cm, on a: &=(2+/§}x%cmz

Ona:f =%AC><CE c'est-a-dire : = %u::m2
Donc Sq=|(2+/ﬁ)%1+%lcmz c'est-a-dire : S1=

s(gx?)cm" ou encore V=6—33~ cme =7, 875cm°

@ Soit ABCDEFGH un parallélépipade rectangle tel que :
AB =5cm , AD =4cm et DH=1cm

Déterminons l'aire latérale S, l'aire totale S, et le volume V
du parallélépipede ABCDEFGH.

-Ona:S, =2(AB+AD) x DH c'est-a-dire : S, =2(5+4) x 1.

Le cube

B Soit ABCDEFGH un cube d'aréte de longueur a = 3cm

Le prisme droit Déterminons I'aire latérale S,, I'aire totale S; et le volume V du cube ABCDEFGH.

*Ona:S, =4a° : donc : S, = 36cm”
*Ona:S;=6a" ; donc : Sy = 54cm®

‘Ona:V=a° ; donc: V =27cm’

La pyramide

@ Soit SABCD une pyramide de base un carré de coté de longueur 10cm,
de hauteur 8cm.

Calculons le volume de la pyramide SABCD.
Ona:V =%ﬂ xh ol fi est l'aire de la base ABCD.
On a: ff = 10°cm? c'est-a-dire f = 100cm?.

Donc:V = %x 100x8cm’ c'est-a-dire V = % cm®

I'aire de la base ACE.

177484 /2
__%i - Le cylindre de révolution (droit)

B Calculons I'aire latérale et le volume d'un cylindre droit de rayon
R = 3cm et de hauteur h = 14cm,

(On prend % =" )

8

Soient S, I'aire latérale et V le volume de ce cylindre.
|

Le parallélépipéde
‘Ona: S =27Rxh ; donc : S.~2x 22 x3x14 '
S, ~ 264 cn?
sOna:V =aR’xh ; donc : V =~22x3°x14
V =396cm®
Le céne de révolution s

B On considére le céne de révolution (figure ci-contre) tel que :
SO =20cm et OA=15cm (On prend 7=3,14 ).

Calculons I'aire latérale et le volume de ce cone de révolution.

cest-a-dire : S;=18+2x 4 x5.

cest-a-dire 1 V=5x4x1. Soient S, I'aire latérale et V le volume de ce cone de révolution.

Géamétrie dans Vespace - Orthogonalité
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+Ona:S =nax0DAxSA

| Orthogonali
| OSA est un triangle rectangle en O ; donc : SA? = SO* + OA? g 16 de deux droites

) -Deux droites (D) et (A) sont Soient (O) & n) o
T ient (D), (4), (D') et (A') des dans

cest-a-dire: SA? = 157 + 20° = 625. D'ol : SA = 25cm. | | orthogonales si et seul
seulement si
|
leurs paralléles respectives
! ' Il en découle : S =3,14x15%25cm® clest-a-dire S = 1177,5cm’ menées par un point quelcongue O
| ;
sont perpendiculaires (déterminent

2
cOn sy =E x_gA €08 ost.adire - V zﬁ“;"a—xzncﬂ-p un angle droit et on écrit : (D) L (A).,

' ou encore : V =4710cm’ =
La boule
Orthogonalité d’une droite et d’'un plan

@ Soit (S) une boule de rayon R = 4cm (On prend 7=3,14) . 1 | | - Une drote (D) est orthogonale & un plan
N B e ;c;::t (D). (&) deux droftes et (P), (Q) deux|
|

| orthogonale & toutes les droites incluses (D) (P) /1 (Q)
. dans le plan (P) et on écrit (D) L (P). { oL " ipind e Rgle
Pour qu'une droite (D) soit orthogonale (D) L (P)
~a.un plan (P) il faut et il suffit que (D) SI{ (8) L (P) Al ‘

soit orthogonale & i
f gona deux droites (D) L(P)
‘sécantes de (P). 's'l{D) L alors (P) // (Q).

(oL@
St (D) 11(D) » alors (D) L (&).
(&) I (&)

- L'aire latérale de la sphere (S) est : §, = 4zR’*

Donc : S, ~4x3, 14x4°crm? c'est-a-dire : S ~ 200, 96 cm®

+ Le volume de la boule est : V =-g R

Done : V~%><3 14x4’cm® c'est-a-dire : V~267,9cm’

[ <o i r
Dun point de I'espace passe une droite unique orthogonale & un plan donné.

- D'un point de I'espace passe un plan unique orthogonal & une droite donnée,

Perpendicularité de deux plans

J8ux plans (P) et (Q) sont perpendiculaires si I'un d'eux contient une droite orthoganale 4 |'autre |

B On considére un prisme droit de volume 36cm® et tel que I'aire de la base soit égale a12cm?.

Calculer la hauteur de ce prisme.

B Calculer l'aire latérale, I'aire totale et le volume d'un paraliélépipéde rectangle de longueur, largeur et
hauteur 5,9cm, 3,7cm et 1,2cm (respectivement).

B On considére une pyramide de base un carré de c6té de longueur 5 J/2cm , de hauteur 7,72cm.

Calculer le volume de cette pyramide.

B Calculer I'aire latérale et le volume d'un cylindre de révolution de rayon de base égale & 2om, de
hauteur 10cm.

B Calculer I'aire latérale et le volume d'un cone de révolution de hauteur 4cm et de rayon de base 2,5cm.

I Calculer l'aire latérale et le volume d'une boule de rayon 5cm.

N ] . —
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Soit ABCD un tétragdre tel que les 1nanglas ABC et ABD soient |

rectangles en B.
1) Mentrer que la droite (AB) est orthogonale au plan (BCD).

2) Montrer que les droites (AB) et (CD) sont orthogonales.
| 3) Soit H le projeté orthogonal du point B sur la droite (CD).
Montrer que les droites (AH) et (CD) sont orthogonales.

1) Montrons que (AB) L (BCD)
ABC et ABD sont deux triangles rectangles en B |
done (AB) L (BC) et (AB) L (BD).
{BC) et (BD) étant deux droites sécantes du plan (BCD) ;
donc (AB) L (BCD).
2) Montrons que (AB L (CD)
Comme (AB) L (BCD), alors (AB) est orthogonale a toutes les
droites incluses dans le plan (BCD).
Or{CD)c(BCD) , par conséquent (AB) L (CD).
3) Montrons gue (CD) L (AH)
H étant le projeté orthogonal du point B sur (CD), ona :
(CD) L (BH) (1)
Par ailleurs : (CD) L (AB) (2)
De (1) et (2), on déduit ; (CD) L (ABH).

Soit SABCD une pyrﬂmda de base un rectangla ABCD tel que |
: la droite (SD) soit perpendiculaire au plan (ABC).

1) Montrer que |a droite (AD) est orthogonale au plan (SCD).

perpendiculaires.

1) Montrons que (AD) L (SCD)
+ ABCD est un rectangle ; donc : (AD) L (CD}) (1)
«On a: (SD) L (ABC) et (AD)c (ABC)

Donc : (AD) L (SD) 2)
+ De (1) et (2), on déduit : (AD) L (SCD)

perpaﬂdiwlaires.
Ona: (AD) L (SCD)
Or (AD)(SAD) , par suite les deux plans (SAD) et

Comme (AH) c (ABH) , alors : (CD) L (AH).

sont perpendiculaires.

. Gifomitrie dams ['espace - Orthogonalicé

2) En déduire que les deux plans (SAD) et (SCD) sont

Soit ABCDEFGH un cube dans l'espace.
I, 1 et K sont les milieux respectifs de [BF), [FG] et [AE].

droites (BG) et (DE) sont
orthogonales, o

| 2) Montrer que (BF) L (AC) et
(DE) L (1).

3) Monter gue (IK) L (ADE) et

| 2)Montrons que les deux plans (SAD) et (SCD) &

(CF) L (IK).
Soient (¥) un cercle de centre O inclus dans un plan (P),
A un point du cercle (¥),

(4) la tangente au cercle () en A,

(E) la droite orthogonale au plan (P) en O,

B un point de (E),

(P,) le plan déterminé par A et (E),

(P;) le plan déterminé par B et ().

Montrer que (P;) L (P).

milieux respectifs des segments [AG] et [AH].
1) a) Montrer que les deux droites (OI) et (CD) sont
paralléles.

b) En déduire que (OI) L (BCG) puis que (O1) L (BF).
2) Déterminer |'intersection des deux plans (OIC) et (CGD).
3) Soit P le milieu du segment [CH.

Montrer que les plans (OPI) et (ABF) sont
perpendiculaires.

11e milieu de [AC] et J un point de [AE] (1 = A et J = EJ.
o c

Exercices d'application ‘o

2) Montrer que la droite (BF) A
1) Montrer que les deux A B ‘

1) Déterminer l'ntersection des
deux plans (AED) et (UC).

est orthogonale au plan
(ABC).
3) Montrer que les deux plans ;
(BIF) et (UC) ‘sont gL
perpendiculaires.

Dans I'espace, on considére un rectangle ABCD de centre O.

Soit S un point de la droite orthogonale au plan (ABC) en A.

1) Montrer que Ia droite (CD) est paraliéle au plan (SAB). |

2) Montrer que les deux plans (SAB) et (SDC) sont sécants
et déterminer leur intersection.

3) Prouver que la droite (CD) est orthogonale au plan (SAD).

Solent ABCDEFGH un parallélépipéde rectangle, O et I les

Solent ABCDEFGH un cube dans l'espace.
Montrer que les deux plans (AFG) et (BEH) sont
perpendiculaires.

droite passant par A et arthogonale au plan (ABC).

Perpendiculaires.

Solent ABC un triangle rectangle enA Dle symétnque de
B par rapport au milieu du segment [AC] et S un pointde la |

Montrer que les deux plans (SAC) et (SCD) sont

Soit ABCD un carré de centre O inclus dans un plan (P). |
Soient E et F deux points de 'espace tels que (AF) et (BE)
soient orthogonales au plan (P).

1) Monirer que la droite (AC) est orthogonale au plan (BDE).
En déduire que les deux plans (BDE) et (ACF) sont
perpendiculaires.

2) Montrer que les deux plans (EBC) el (FAD) sont l
paraliéles,

3) Determiner l'intersection des deux plans (BEF) et (ACD). |

4) Montrer gue les deux plans (FAD) et (FBC) sont
sécants et déterminer leur intersection (4), puis montrer
que (4) L (ABE). |

Soit ABCDEFGH un parallélépipéde rectangle.
Soient 1 et J les milieux respectifs des segments [AF] et [DG], |
1) Montrer gque les deux droites (EH) et (BC) sont
paralleles, puis que les droites (CH) et (BE) sont |
paralléles. 5 el
2) Déterminer l'intersection des
deux plans (BCE) et (CGH).
3) Montrer que la droite (BC) est
orthogonale & la droite (BE),
Quelle est la nature du
quadrilatére BCHE ? E
4) Déterminer ['intersection des plans (ECE) et (AFG).

Géométrie dans U'espace ~ Orthogonalitd




Solent ABCD un paraliélogramme de centre I, M un point, |
distinct de A, appartenant & \a droite orthogonale au plan |
| (ABC)en A, et] le milieu de [MC]. |

1) Construire la figure.
| 2) Montrer que les droites (MA) et (1J) sont paraliéles.

| 3) Déterminer fintersection des plans (BDJ) et (MAC).
| | 4)Montrer que les deux plans (ABC) et (BD) o |
‘ | perpendiculaires.

| |® On considére.
| | Les points I, J et K sont les milieux
| respectits de [AC], [AD] et [CD]).
i| | G est le centre de gravité du
triangle ACD.
1) Déterminer lintersection des
I deux plans (BCJ) et (BDI).
| | 2) Montrer que les deux plans
(BL) et (BCD) se coupent selon la droite (A) passant
B et paraliéle & la droite (CD).
3) On suppose que le triangle BCD est isocéle en B et que
la droite (AK) est orthogonale au plan (BCD).
a) Montrer que la droite (CD) est orthogonale au plan |
(ABK). |
b) En déduire que les deux droites (BG) et (&) sont
orthogonales (G étant le centre de gravité du triangle |
ACD). |

dans l'espace, un tétraédre ABCD.

B

|

par

||®

Soient ABCD un paraliélogramme et O un point extérieur |
| au plan (ABC) tels que (OB) L (BC) et (BD) L (AD).

a) Montrer que : (BC) L (AD).
b) Montrer que : (OAD) L (OBD). |

Soh&BCDuntétrabdratelqus:hD:BC et AC =BD.

Les points 1 et J sont les milieux respectifs des segments
[AB] et [CD]. |

Montrer que la droite (I1) est orthogonale & chacune des |
droites (AB) et (CD). |

®

Géaméerie dans l'espace - Orthogonalité
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|
|® Soit ABCDEFGH un paraliélépipéde rectangle fel que =

Soient ABC un triangle isocéle en A et S un point de la droite

passant parAetormugonaJsau plan (ABC) tel que SzA

Les points A', B' et C' sont les milieux respectifs des

segments [BC], [AC] et [AB].

1) Montrer que les deux plans (SBC) et
perpendiculaires.

2) Montrer que les deux droites (B'C) et (SA') sont |

orthogonales.

(SAA) sont

les milieux respectifs des

Solent ABCDEFGH, I et J

segments [BC] et [FGL

1) Montrer que : (1) / (FBH).

2) Montrer que les droites (EJ) et (HF) se coupent &n un
point P, et que les droites (Al) et (BD) se coupent en un
point Q.

3) a) Montrer que les plans (HBF) et (ED) se coupent selon

la droite (PQ).
b) En déduire que la droite (PQ) est paralléles 4 la droile

(FB).

Montrer que la droite (PQ) est orthogonale au plan

(ABC), puis en déduire que (Al) L (PQ).

c)

B

ot 1 les milieux respectifs de
|
A

Solent ABCD un tétraédre,

[AB] et [AC] (voir figure).

1) Déterminer intersection
des deux plans (BCD) et
(D).

2) On suppose que :

CA =CB et DA = DB.
‘Montrons que les deux 3
plans (ABC) et (CDI) sont perpendiculaires &4
déterminer leur intersection.

N == 2

AB=AD=aet AE=x

Les points 1 et K sont les centres respectifs de ABCD &%

EFGH.

Soit M un point de la droite (BF). |l

1) Montrer que : (MI) L (AC) et (MK) L (EG)

2) En déduire que : pour gue les plans (MAG) et (ME
soient perpendiculaires il faut et il suffit que (MD) L .

3) Montrer que : pour qu'il existe un point M de (BF) tel queé
(MAC) L (MEG) il faut et il suffit que x>ay2.

Exercices d'application

@ Soit ABCDEFGH un cube d'aréte de longueur 4cm.
1) Calculer I'aire latérale et l'aire totale de ce cube.

2) Caleuler le volume de ce cube. |

I@ Soit ABCDEFEGH un paraliélépipade rectangle tel que :
AB = 3cm, AD = 3cm et AE = 4cm
1) Calculer l'aire latérale et 'aire totale de ce paraliélépipéde.

2) Calculer le volume du parallélépidéde. ‘

@ Soit ABCD un losange tel que AC
b
)I

= 4cm et BD = 6cm.

On considére le prisme droit de base ABCD et de hauteur

| h = AS = 15¢m. i
|

1) Calculer 'aire latérale et I'aire totale de ce prisme.

2) Calculer le volume de ce prisme.

m Calculer I'aire latérale et le volume d'un cylindre dont le
i diamére de base est 4cm et dont la hauteurs est 10cm.

Caleuler la hauteur d'un cylindre droit de volume 2,6m° et
d'aire de base égale a 3.25m".

=

FE) Calculer I'aire latérale et le volume d'un cone de révolution
de hauteur 4m et de rayon de base égal & 2,5m.

"_-2.1 Calculer le rayon d'une sphére dont ['aire latérale est
= 5 56m?, puis calculer le volume de cefte sphere.

’a On considére les solides suivants :

8 I

Soit ABCDEFGH un parallélépipéde rectangle tel que :
AB = 8cm, BC = 6cm et AE = om.

1) Montrer que : (AE) L (HFG)

2) Calculer CF et AB.

3) Calculer le volume du tétragdre AEHF.

i Sgit ABCD un losange tel que AG = 6cm et BD = 8cm.,

On considére le prisme droit de base le losange ABCD et
dont la hauteur est égale au périmétre du losange ABCD.
1) Calculer l'aire latérale et ['aire totale de ce prisme.

2) Calculer le volume de ce prisme.

(1) (2) )

Le solide (1) est un cylindre droit de hauteur 3cm et de |
rayon de base de longueur 3cm.
Le solide (2) est un cone de révolution de hauteur 3cm et
de rayon de base de longueur 3cm.
Le solide (3) est une demi-sphére de rayon 3cm.
Soient V,, Vz, Vs les volumes respectifs des solides
(2), (3)-
1) Exprimer sous a forme kx {en cm®) chacun des volumes

Vi, Vp et V.
2) Calculer V; en fonction de V.
3) Vérifier que V, = V; + V. |

), |

ABCDEFGH est un paralliélépipéde rectangle.
SABCD est une pyramide de sommet S, de base ABCD et
de hauteur [SA].
On suppose : AE = 0,6cm |
SA = 6cm ; FG = 1,6cm ;
EF = 2,5cm.
1) Calculer le volume V,

du paraliélépipéde.

2) Caleuler la longueur

des diagonales du
parallélépipéde
ABCDEFGH.

3) Calculer le volume V,; de
la pyramide SABCD.

B
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£ 2 On considére le solide suivant :
Exercices de synthese @
e — cylindre droit i
| Soit ABCDEFGH un parallélépipéde rectangle tel gue : oo I Nombres: pairs et impairs Multiples et di 5
1 ples et diviseurs
= = , AE = 7cm (voir figure T : = —_— . .
AB = 4cm, BC = 6cm, AE ( gure) . _ | 40em Sait a un nombre entier naturel. Soient b, m et d des nombres naturels
| | demi-sphére - > | = a est un nombre pair signifie que a = 2k o0 k | = m est un multiple de b signifie que m = kb
& J I est un entier naturel | ou k est un entier naturel.
| : 40 cm +a est un nombre impair signifie que a = 2k + 1 | +d est un diviseur de b signifie que b = kd
| s et L ou k est un entier naturel | oll k est un entier naturel : on écrit alors
d|b
| 1) Calculer le volume de ce solide. = L — ' .
Plu ra divis - (=11 nett 1 ik chmn
& ! 2) On pose, dans ce solide, que le cone de révolution et lg us grand diviseur commun Plus petit multiple: commun
cylindre ont la méme hauteur r et que r est le rayon de | Scient a, b et d des nombres entiers [ Soient a, b et m des entiers naturels.
| | la demi-sphére. naturels m est le plus petit multiple commun de a et
: d est le plus grand di 3 it {o o abd
Exprimer le volume V de ce solide en fonction du volume bs gnm‘z ::g::r;q[“ l:if_u_r com;nun dteda (; | g signifie que m est un multiple de a et de
- Lok it : / l st un diviseur de a et de et que m est le plus petit parmi les
Soient 1 et K les milieux respectifs de [BC] et [FG]. W du cylindre
P! . [BC] et [ eyl et que d est le plus grand parmi les | | multiples non nuls de a et b. On le note
1) Déterminer la nature du quadrilatére AIKE ; calculer son | - — — diviseursde aetb. Onlenote : d=anb | m=avb

Dans un cylindre droit de rayon de base de longueur em, e — e
2) Calculer AK. une boule de méme rayon est inscrite (voir figure). | Notations des ensembles de nombres
3) Calculer le volume du solide ABFEKI. |

= Notatlor ' . . | Iy r .
(e [ ——— N | zZ | D Q IR
h=2r

‘ périmetre et son aire.
|
|
|

@ On considére un paralléiépipéde rectangle ABCDEFGH. Y | e i | |

e r ) Ensemble des | Ensembl = ’
| Onpose:AB=a,BC=b,CG=c. Appellation de FebIos et nm?ﬂf)rebec rldes Ensemble des | Ensembie des | Ensemble des
| 1) Galculer BH en fonction de ses elements | natureis | relatifs | nombres décimaux | nombres ratio nombres réels

Pty INczcDcQcR |
= {5 C C |
| 2) On suppose dans cette .
| question seulement que : : AT
aboethelBi=10 Déterminer le volume d'eau dont on a besoin pour COUVHE Identités remarqusblcs
la boule. |
a) Montrer que : e —— —— .
' i . - L — — — Soient a et b deux nombres réels [ / Ve - X s
{a+b +c)® = a® + b® + ¢ + 2(ab+be+ca). : : | | (a—b) =a®—2ab+b
e Sur une table, on pose : (a+b) =a?+2ab+b® 3 .
b) Calculer I'aire totale du parallélépipéde @ AT \ i 2 | (a—t a%—3a’b+3ab?—b’
v . lindrigue en verre, de diametre 3Ucm. [ \ 2 :
3) On suppose maintenant que : un vase cylindriq ] (a+b) =a’+3a%b+3ab +5° a’—b=(a—b)(a®+ab+b?)
ab =24 bc=726tca=48 - Sur le vase, on pose une demi-sphére de diamétre 40GHI e e , ' e i/ B
i (volr figure) i g 8 a—b)(a+b) | a"+b =(at+b)la®*—ab+b")
Calculer le volume du parallélépipede, gure). = — : el —
i = e Valeur absolue I
@ Un réservoir d'eau est compose L
d'une partie cylindrique et d'une 1 ¢
partle sous forme de céne de k | Valeur-absalue d'unireel Distance entre:deux nombresiréels |
révolution. © — — s 4] : ~red =!
| 50il x un nombre réel Si a et b sont les abscisses respectives de deux points
A et B sur un axe, la distance entre a et b est la |
‘ x;x20 |distance entre AetB : !

Calculer le volume de ce réservoir. Caleculer le volume du vase. o




Intervalles de IR I

Sgient a, b, x des réels et r un réel positit s
Lt 2 SRR L i - 3

Ensemble des nombres | Représent 1 sur Notation
réels x qui vérifient une droite num | .
= i ——— = —
asxsb L — [a, bl — ;
L b | = = —
a<x<b b lﬂ. bi_ —1——4—
_ - — g =
___ASXED o . 1. S | |e—aler | xEl@-ra+d | i
¥ a
a<xsb e Ja, b] | x€la—r1, a+ Ll —] =
- : | R I = 22 | | Q i
asx —t la, +[ & Jo, U I+ o] |— i —
—1 Z —— : i ot | 5 ]
a<x —a = la, +=[ €}, A U]r + ——— i
= 3 = I — = - —=
xsb : 0 e L) S Zr_|xEp=xafUla+ns ‘5I_ A LEN. v
r 1 a -
x<b = bl |x—al>r jrelma-iuiaine [ oy
Approximations I

eur approchée

J\prnrr_\ximahu-.us par défaut et par exces

Spientasx=basx<ba<x <bou a<x<bdes Solent x .un r_n_)mbre réel et r un nombre reel
encadramenty 4t e il £ dempitign 8 Eft;fﬁ?ngﬂzg:f a qui vérifie l'une des relations :
+Le nombre réel a est appelé approximation du 4
| nombre x a b - a par deéfaut :
- Le nombre réel b est appelé approxation du nombre |
xa b —a par exces.

|x—a|=

|x—aj<r ou
est appelé valeur approchée (ou approximation) du
_ nombre x & r pres {ou a la précision r prés).

i A
Approximations décimales I

Soit x un nombre réel tel que Nx10fsx<(N+1)x 10700 NE ZetpeIN.

| +Le nombre N x 107 est appele approximation décimale du nombre xa 107 par |
jéfaut. )
. Le nombre (N + 1) x 1077 est appele approximation décimale de x a 107 par |
exces. =
e — £ —
| Equations du second degre |
Solt I'équation du second degré af +bx+c=0 ol a=0 .
+ Le nombre A = b? — 4ac est appelé le discriminant de téquation ax’ +bx+c=0
| S A >0 alors I'équation ax* + bx +.¢ =0 admet deux solutions distinctes a savoir
b—y/4 —b+y/ 4
| = ~ O X~ 2a
| .5i A=0, alors 'équation ax’ + bx+C= 0 admet une solution double qui est xo=""T55
.5 A<D alors I'équation ax’ + bx + ¢ = 0 n'admet pas de solution dans IR
* Factorisation
“SiA>0, alors @ +bx #c=alx—x)(x-x)
| *SiA=0, alors

ad + bx+c=alx—x)

La projection l
(D) et (A) sont sécantes. T e d -

f Fos et (A i —
M’ est le projeté de M sur (D) Im Def’pond(;{;sn;?:; des droites o) I
pa;allelertnent a (A) signifie qgue M’ est / | M', projeté de M sur (D) parallélement
i i A en
lintersection de (D) et de la a (A), est appelé projeté orthogonal de a |

droite passant pa M et paralléle & (A). 7 M (D)

M sur (D).

La droite dans le plan

paramétrique

on cartésienne

1ant de deux vecteurs |

e L
S || Le détermi el i '
b sictorme |1 xo+ka «EIR) _..e. lt\ant des deux vecteurs U (x;¥)| Tauie_ droue_ du plan a une équation
]y =y, +kp et v (x';y’)est le nombre réel noté cartésienne de la forme : ax + by +c =00l
(a, b} =(0,0) ;

| st appelé représentation paramétrique de || det |: _J; v ] et défini par : -
" uf— b;a) est un vecteur directeur

| |la droite passant par Al(xg, Yo) et de vecteur 4 - i

| A 13 L det{ G v )=|* *l=xy'—yx

{directeur u (a;B) . - ' iv) y v W =YX || dune telle droite.
Calcul trigonométrique |

Unités de me - 3 i
5 de mesure des angles Abscisses curvilignes d'un point du cercle trigonométrique

Soit (%) un cercle de centre O, 1 et M sont deux points de ().

» Tout point M du cercle trigonométrigue (U), représente un |

Si o, B. et y sont les me’sures ® nombre réel unique o de Wt
respectives la&e Iangle ; // M I:interya!re }; n], qui est P T ME
geometrique en degres, / /’ I'abscisse curviligne principale / N\
radians et grades, alors : [ a ¥ du paint M RS
[ > ! | ] | A .
a _B_ 7T \ g ,] + Les nombres a + 2kn, ol k € Z, t 3!
T80 7 200 \ / sont appelés les abscisses !
P - curvilignes du point M ; on écrit \\ /

| alors M(z) ou M(a + 2kx) pour k € Z.

En outre { désigne la longueur de l'arc TM .

Angle orienté de deux demi-droites - Angle orienté de deux vecteurs

» ?e:t [0x) et [Oy) deux demi-droites de méme origine O, et | |soientu, v, w des vecteurs non nuls. 1
eux vecteurs directeurs respectifs des deux demi-droites e i
[0x) et [Oy). i -(u‘.UJ=2kfr KEZ |
~ s \G -(_V.UJ—~(U;V}+2k;r KEZ
v
| / NS « relation de Charles :
‘ . (I . {.u,v:I-[u:wJ+(w;v)+2krr oUkEZ
3 - u + Cas particuliers
“couple” (Ox; O 5 ienté i-droil '
B o [2” [ ¥) est appelé angle orienté des demi-droites Angle plat Angle nul
- v . L

| ig“:‘:mfle (u; v j est appelé angle orienté des deux vecteurs
etv

(E,F):m-zkzr keZ)

P
Le nombre o est une mesure de I'angle orienté :'O_J}T,E)y] ou de / [-U: i ) .

I'a tents (0:v
ngle orienté (u;v } Angle droit

o *

Soit (J_F) l'une des mesures de (J.\:) "Lz r_

rafa
&

v
==
Dna:(u;v]=a+2k:roﬂ ke Z) - i ‘

(J;\T)=— T+ (kEZ)

E——




un nombre réal x

Cosinus et

I:O:(_J[‘. OF | est un repere orthonormal, )

L ! e MMl
(U) est le cercle trigonométrique de pa X
centre O et d'origine I tels que 7

%\ 7 _.' | \ =

(or.01 |=F +2ka (keZ) i ,:, |
“

& BT Y /
Spient x un nombre réel et M le - y
point du cercle (U) dont x est l'une

des abscisses curvilignes.

. L'abscisse x, du point M est appelé cosinus de x et on ecrit
xa = COSX.

. L'ordonnée y,, du point M est appelé sinus de x et on écrit

Y = Sinx
+ M{cosx; sinx) - |
Tableau
1o ERR
sinT !J_ _1 )
GD; _1 0
s [ o (£ 4] o | |

Relations trigonomatricques

+ Pour tout x de IR, on & :

et —1ssinxs1.

1=cosx=s1
cos® x +sin” x=1

oS (— x)=c05x

 Pour tout réel x différent de % +k

pourtoutkde & ona:

o SHX

tanx=gos %

P l”_ etk Z, ona:
cos” x

tan(—x)=

jues de deux

antre les rapports thigonome

| = Pour tout x delRetkde Z ona:
cos (x + 2kT)=cosx

sin(x +2ka)=sinx

gin(— x)=—5in:

- Pour tout x de IR\ I% + ik e Zi

tan (x+ka)=lanx

Soient x un nombre reel différent U 1an x

de 5 +ka pourtoutkde Z et
M le Eoinl du cercle (U) dont x est
I'une des abscisses curvilignes.
Soit (A) la tangente au cercle (U)
au point I. Soit T le point /
dlintersection de (OM) et (A). ~_ | @

- Le nombre gg‘s_\ est appelé tangente du nombre x et on note
X

_ Sinx
tanx= €08 ¥

*|tan x|=1T

Hag netrigques da n tangle

—~ _AB

cos A = AC

nA =BC

sin A AC
tan A AB ‘

B

—l

cos : x—c0sx est une fonction definie
sur IR, paire et périodigue de période 2m,

sin: x—sinx est une fonction définie
. sur IR, impaire et périodique de période
2,

tan : x—tanx est une fonction définie

sur IR \ ‘% + ki £ zil impaire et

tanx prériodique de période .

" dont ia somme

o[Z_\=g - A 1

cos| 5 —x|=sinx sin| 5 —x ] €oS x tan( 5 — %)= f@nx

| (7t - S A J— 1'1n|:‘fr-+"-_—l—
r.as[E-‘. x|=—sinx sin| 5 +x)=COS X ekl i TR ,| lanx

| cos(r—x)=—cosx sin( — x)=sin x tan (7 — x)=—tanx

cos (7 +x)=—cosx

sin(m +x)=—sinx

tan (7 +x)=tanx

Angles inscrits et quadrilatéres inscriptibles

Angles Inscrits
Soient (¥) un cercle de centre O,
[AB] une corde de ce cercle et Mun
‘ point de (¢}

| .L'angle AMB est appelé angle inserit |
interceptant la corde [AB]. \

| + 8i deux angles inscrits, dans un
| | cercle (¢), interceptent la méme |
corde [AB], ils sont ou bien |
isométrigues, ou bien supplémentaires.
Ona: AMB=ANB “AMB+APB=7

| .A0B=2AMB

inscriptible

et

- — " — —

| Formule des sinus et alre d'un triangle

| Soient ABC un triangle, BC =&, CA=b, AB=c
| 5 l'aire du triangle ABC, p son demi-perimétre (Pp=a+b+c)

| f le rayon de son cercle inscrit et R le rayon de son cercle circonscrit.

Ona sinB _sinC _ 1 _28
b = 2R abc

abc

S=%R

Statistique

ABCD quadrilatére

3 Inscriptibles

ABCD quadrilatére
inscriptible

D appartient au cercle (C) si et seulement si

GAD=CBD

ou GAh +CBD=n

Effectif - Iréquence - pourcentage Caractéristiques de position

; i
+Le mode d'une série statistigue est toute |
valeur du caractére ou toute classe qui a le
plus grand effectif.

«La médiane dune série statistique
{ordonnée) est toute valeur M qui sépare
cette série en deux groupes de méme
effectif.

| . La moyenne d'une série statistigue (x, n)
est le nombre :

Soit une série statistique discréte (ou l
discontinue) (x; n) ou continue (I; n)
exprimée en classes

L=[a.alot1sisp

*n est leffectif de la valeur x du

caractére étudié ou leffectif de la
M classe [,

b - L'effectif cumulé de la valeur x, ou de |

Ia classe |, est le nombre : |

N=n,+
*La fréquence de la valeur x; ou de la XKD+t Xp KT

classe I, est le nombre : N
' e |
. N La moyenne d'une série statistique (1, ny)
| o0 N est |'effectif total : | exprimée en classes est la moyenne de la
N=ng+n;+..+n, | série statistique (x;, ny) ou :

ny + + N,

=

»La fréquence cumulée de la valeur x,
| 0u de la classe [, est le nombre

Lo B E
X=St

F=
* Le pourcentage de la valeur x; ou de
P, =1 = 100

e+ +1

(lorsque 1; = [a..; &) ‘

Ia classe 1, est :

. Ecart moven

o oy |
% (x1— %) ...+n,,{:<;,—ac}2 |
V= N -

ou encore :

| Mt bl oy
V=—‘——1-B—.\:

art-type

o=V




Transformations

s F

La\transiation

: -
« M’ est limage de M par la translation t de vecteur u si et
seulement si :
MM = 4
» Pour qu'une transformation t du plan soit une translation, il
faut et il suffit que : Pour tous points M et N dimages
respectives M' et N' par t, on ait :
MN = MR

Produit scalaire

IL'"homothetie

+M' est limage de M par 'homothétie h de centre Q et de
rapport k si et seulement si :

M =k M

+ Pour qu'une transformation h soit une homothétie de rapport
k différent de 1, il faut et il suffit que :

Pour tous points M et N d'images respectives M’ et N' par h,
on ait : o e 3 " ‘
MN"=kMN e’ =AB + ACT
BC = AB" +AC
AB.AG =5 (A8’

Solent J, vV deux vecteurs du plan tels que U=AB,v=AC Hle projeté orthogonal du point C sur la droit (AB) et a une mesure

de I'angle (U, v )
\4:V )

Sait S l'aire d'un triangle ABC.

| Soit ABC un triangle.

Applications du produit scalaire

Theoreme d’Al-Kasi Théoréme de la meédiane

A et B étant deux points du plan et I le milieu du segment {gB]_I
ona

MA9+MBE—2M|’+%AB”

— MA .MB =MI° — Z},ﬂm"
2AB.AC
2AB # AC cosBAC MA® —MB™ = 2IM. AB

Ac” —BC) |

Aire d'un triangle Formule des sinus dans un triangle

; Soient ABC un triangle d'aire S, A

a=BC,b=CAelc=AB
Fi ki
ek O=a< 5 ; ca<n
2 B
C C c | o —
p . ~_ 1 an . ACSIn | sin A _sin B _sin C |
s I by S 2 ABxACsin A T b |
- | ! | a . — - ] =
¥ | fn._d g [ a -
A H u H u 5 Relations métriques dans un triangle rectangle
a 1
= R, | . = —
A - B | B
u I | " e _— Soient ABC un triangle, A’ le milieu du segment [BC] et H le projete orthogonal de A N
| u.v =AB.AH u.v =AB.AH sur la droite (BC).
s e ) trian 50 soit rectangle en A il faut et il suffit que l'une des relations
- | TV =ABxAH e ABAL F‘ourque_lst.nrgle.ALC it rectangle en A il faut et il suffit que l'une des T “H
u.v =0 suivantes soit réalisee e
. i u.v>0 D (2) an ;BL‘. e \
o = SR o T e AH=HBxHC A —\
Formule trigonométrique du produit scalaire ; U.v —"u X[V |:<costr 1. A c

Propriétés du produit scalaire Idientités remarquables Fonctions numeriques |

= Sojent k un nombre réel, U et v deux vecteurs du plan,
Ona:

"U’U'_l;.\l'
o b
a-:ku_|.u—u,|:kv]—k|lu.v‘||

= Pour tout vecteurw
T S .
W.u+ v|=w.ut+w.v
*uly sietseulementsiu.v =0,

Soient U etV deux vecteurs du plan. Ona:

|
i est paire signific
| g

parf.
I lestimpaire

Fonction paire - fonction impaire

| Soil f une fonction numérique.
*1 est paire signifie que :
= D1 @st symétrique par rapport a 0
= Deux nombres oppos

que po

X T LYy
| *l est impaire signifie que :
| = Dt st symétrique par rapport a 0.

= Deux nombres opposés de D, ont des images opposées |

Maximum et minimum

on numérique, | un intervalle inclus dans Dy et|

ent f una fol
| I. |
| | « f(a) est le maximum de la fonction f sur 1 signifie que : f(x) < fla)
pour tout x de 1.
) = f{x) | + () est le minimum de la fonction { sur [ signifie que : f(a) =f(x)
pour tout x de L.

8o

de D, ont la méme image par |

Remarque :
Si f{x) = M pour tout x de [ et [l existe un alément xp de 1 tel que |
M = f(xp), alors M est le maximum de la fonction f sur 1. I

e pour fout x ¢

et fi

_ = e a ==




On considére la fonction numerique f
définie par: f:x—ax® (a#0)

et (P) sa courbe dans un repére orthonormal {O;i’, j-} ,

buiiaia | a | x| 0 +3 +x_| |
a< I Sy 0 — 1 [&<h
a | - a>
ID S | — \k" \ - |
X ] |
2 | | I
i F i |
| 4y ¥ |
_' A
=i B | I ] 1 ¥ |
I [ Al . ol = M| T
o a1 ' I
% 1 ii
S — ) = La courbe (H) est appelée hyperbole de centre O d'asymptotes
La courbe (P) est appelée parabole de sommet Q. les axes de coordonnées.

Fonction du type :

orthonormal (O;i, |) .

- [Fonction du type : ©—1(x)+a [Fonction du type : a ,
Soient (#) et (') les courbes respectives | | Soient () et (') les courbes respectives Soient (#) et (¥') les courbes respectives
des fonctions _et —f dans un repére | |des fonctions x:- f{x) ot x—f(x)+a des fonctions x—f(x) et x—f(x+a)
| dans un repére orthonormal (031, J). dans un repére orthonormal (O;i , |)
Al

M(x; x)) € (#) équivaut & M'(x; —f(x)) € (")

Les courbes () et (¥') sont symétriques

| par rapport a I'axe des abscisses

L'hyperbole
|

de la variable réelle x| | On considére la fonction numérigue de la variable réelle x définig
| par : fix-2 (a+0)

X

‘ | et (H) sa courbe dans un repére orthonormal (O5i, )

ns usuelles

amenant aux fonctt

Mix; 1(x)) € () équivaut a M'(x; f(x) + a) € (¢"). | | M(x; f(x)} € () équivaut a M'(x - a; f(x}) € (€] |

Disgque

périmétre ; 2xR
Aire : nR?

MM = 3] MW =—al
| () est l'image de (¢) par la translation de | | (% ) est l'image de () par la translation d&
| vecteur v=aj . | |vecteurv =—ai
| |
Calcul de périmeétres et d’aires I
Triangie Rectangle - Carré
Aire - bxh
2 L r |
[
a !
-— -

b | Aire:Lx/ Aire : a°

Tétraéde régulie

Soit & la longueur de|
laréte du tétraéde réqulier.
Toutes les faces sont des
Inangles de méme hauteur
h=5H,

Soit /le périmatre de la
base.

Surface latérale :

SL=%|'><I"I
Volume :
V='{—§-aa

Lesange

b
Aire : (a+b)xh
2

aleurs et d’aires latérales I

Cylindre

R rayon et h
hauteur du
cylindre droit

Surface latérale :

S, =2xAxh
Volume :

V=nR*xh

h
- —-
b
Aire : bxh
Calcul de v
Pyramide Cube
v
V.
A
a
h hauteur de la Soit a la longueur de l'aréte
Stamide SABCD | | U OUPe
b l'aire de la base | |Surface latérale : |8 =4a®
ABCD. k
Volume : Surface totale : 57 = 6&
V=%Bxh Volume : vV =32

Scient a, b et ¢ |a longueur, la largeur

Prisme droit

et la hauteur (respectivement) du
parallélépipede.

Surface latérale :

| Soient h la hauteur du prisme, / et
| p le périmétre et I'aire de la base.

S, =2(a +bjc | Surface latérale : S =/xh

Surface totale : S; =2(a + bjc+ 2ab| | Surface totale :  Sy=/fxh+2p

Volume :

h hauteur du céne
de révolution e = SH. |

Surface latérale :

S =nRxe ‘
|

Volume :
2
_RmR xh
Vi

V =abe Volume : V=pxh

R rayon de Ila | Volume :
sphére. |
he .
Surface latérale : V= %{SH—I‘I_}
S =47R"
Volume :
_4 .5
V= 3 ZR




[J— =

Utilisation du logiciel de la géométrie dans I'espace
pour visualiser les positions relatives

Soient ABCDEEGH un cube, O le centre de la face ABCD, J le milieu

de 'aréte [CG] et H le point de 'aré /1 ————0G
L'objectif de cette activité est de determiner |a section du plan (OLJ) Droite (A) @) . PRI — = —
avec toutes les faces du cube et de visualiser I'opération en utilisant | i “IT 41 |
I'ordinateur (logiciel de la géométrie dans l'espace) [ 1 i Parallelisme N'appartient pas 3
P
o | Utilisation du logiciel de la géométrie dans |'espace / 5 Oittogonalité 2 R =
+Pour représenter le cube, on opére selon les étapes suivantes en A ETE— “
appuyant sur les touches suivantes | L'ensemble vide (%] Non inclus q
p DiidHier Chargir une ngare | Répertbiced/[Basis] (pour charger un cube enregistré dans les documents du logiciel)
s Le plus grand diviseur commun de aib g
p On clique deux fois successives sur JCuBERGIWE puis on clique sur 08 | pour valider l'opération. etk chioaa cth | Intersection n
Pour faire apparaitre le cube comme présenté ci-haut, on clique successivement sur SWNS FFmjectionobligue Le plus petit multiple commun de deux ; -
4 I e i : ent?yrs apet b 3 e Réunion {Uinian) U
puis  Vues/ Voe standard avec oyz de face ( FT )
p Définir et construire O et J milieux respectifs de [AC] et [CG] (utiliser la barre d'outils). | aindece i a Ensemble des nombres entiers naturals IN
p Pour définir et construire le point I, on utilise les touches [EreerFOInEAEMEE repéré / Sor une droite
puiis an valide sur la fenslre suvante a exposant | a Ensermble des nombres entiers refatifs z
drvite { 2 polnts ou munie d'un repére ) : 5 HE ‘ Le vecteur u u Ensemble des nombres décimaux | D
Abscisse < I[ 1/4 | —_ _— | agt| -
Nom du point : j i Norme du vecteur U ‘| u || Ensemble des nombres rationnels o
fai CaTie [REEe cube par le 1J). on st stapes sulvantes :
® Pour faire apparaitre la section du cube par le plan {O1J), on suit les étapes suivantes Le'radian rad Efisamble des nombres raels IR
p  Criéer/ Ligne / Polygone convexe / Section d"un polyédre par un plim - pues on valide par la fenétre suivanie :
' Degré du polynéme P d°P Intervalle fermé a, b ab
Section d’un polyédre par un plan B2 Rappels uiles b Pour un rappel [a,b]
= z __ Ok _Jj| Anawier | {au besoin), on = f f g =
Nom du polyedre : cube TS Comees ( | Courbe de la fonction @ Intervaile ouvert a, b Ja. b[
e L appuie sur &
Nom du plan : 0O1J cube polybdre convexe o |—‘_| Ensemble de définition de la fonction D Intervalle ouvert a, +m 12, +%[
ouche
Nom du polygone : . - — —
i L Angle géométrique BAG BAC T . ot
p Pour voir la section du cube par le plan (OLJ) en vraie grandeur, on mel ce dernier dans le plan : et ‘—_.;-:_::"“ —————
frontal (vue de face) comme suit Angle oriente (U, v) (u,v) Valeur absolue de x Ix|
pul '
- On clique st uis on valide I'apparition de la fenétre ¥ - - e
fique sur fusel P Al Déferminant de deux vecteurs U et v det( u, v ‘|| Symétrie axiale d'axe A Sy
1
Segment AB [AB] Symétrie centrale de centre Q S
I Mettre aussi ce plan de face : 4 2
[.‘\iom du plan : 01J - Produit scalaire de U et V. a.v La distance AB AB

= Pour voir la figure en perspective, on cligue sur la louche -

4 e Eéterrniner et définir 'intersection de (01J) avec les faces du cubes




- . LY -
Indications de solutions de quelques exercices d’évaluation

o Noter que nin + 1) est pair pour tout entier
n, puis écrire les expressions A, B et C

sous |a forme :
A=n{n+1)+2(6n+8)+1
B=n{n+1)(n=1)+1
C=4n+1)-1
On peut montrer que :
A+B=11{x+Yy)
@ 1) 15v9=45
2) 454+ 7=52
Le nombre d'employés de la société est
multiple de 24, 28, et 36 c'est-a-dire
multiples de 504
Le seul nombre qui vérifie les conditions
imposées est 504 x 3 c'est-a-dire 1512.

7 ., 285_3
o Noterque S0+ =3g € gp5 =7

puis que

%i‘*‘
,4
ﬁ
|

Comme 166 A 273 =1, on a x = 166 et
y = 273.
Dol 4y =439,

@ Noter que -

1 3 5 1
=7 x4 v}?—i.\"’ + ¥
oyt = (52 + v —2(xy) =56
Byt =(x+y) (o +yT—ay) =20

x84y = (3 + y*f — 2 () = 416

@‘/n-{- ﬁ+;-:IN

On démontre que 4 <,/n +7<1
En déduire que n = 42

Chapitre 3

@1;#« la+2]+[b+1]

=a-b#+1
A=7

2) a=b+6=5 (puisqueb=s—1)
ona: az-2etb=a-6
Donc b=-8

3) Noterque —-10=a+bs=4
Donc:B=—(a+b-4)+(a+b+10)
c'est-a-dire : B=14

@ On établit que
/:t‘,.f 1+./z—?——{\+y'-ix}

_ Signifie que :

We— +[,/y—i—1) +(fz—2 =1 -o| ‘

x=1, y=2 o 2z=3
On en déduit alors que :

x=1,y=2etz=3

| =4A (x)

% x |ems—- @) Sa={—1

Thy 1o x+1 =

= 4} 5. =; e

oy Y (3) S @ So=1{4

x+y+1 y+H1 (5) S5 = {9} (6) Se=1{5}
D'oll la relation demandée. ’
Sim=-3,alorsS=4

‘ Sim=3, alors 5= {_(x:a x)/ xR}

pitre 4

Sim = -3 et m = 3, alors

{2x—8437 =3
—a—12/3x+24

2) Al)={x— 2,/3)x—v/3)
3)a) B(1)=0
‘ by Al=Cix)

By =fx—1) (x—24/3) {x -—./31!

MNoter gque : =
‘@P{x}=alx—ilﬂx—zlix -3) 9 ctd—afx=(/x—2F
‘ .‘+9—sfx-—i/:—3}?

P (x) = ax® — 6ax®+ 11ax —6a
| On se raméne a |'équation
b &
0“"‘3'”’; “a |i1/\'-—2|-l|‘/.\-3|—1
afy=— 2 | et aprés étude, on trouve S = [4, 9],

a
£ i vitesses respectives de la
‘ afi+ By +ya=7_ Soient v, v; les ; p
8 voiture et du camion et soil 1 la duree
nécessaire au camion pour parcourir 8
distance entre les deux villes.

On démontre que :

) 8i={=5:5) H _ 450 450 r
o‘ I i w=1_4 el v t
| [3}&__!I%| : {4}&_{_10;]5} Commgv,.—w+30.alnrs1‘° 4t —60=0,
5) Sy=0 (B) Sp=12 Il s'ensuit t = 10.
. Dol ; v, = 75 kmih et v, = 45 km/.
‘ 5.3 Chapitre 7
@ iz | ik
QOna: BF — — AB + 3AC
1 - _— —
2) S=|—3ig CE—=1AB—AC
( B !
3) 8= l—2;0| ‘ Donc : EF:— 3CE
] 5 Doir: (BF) # (CE
‘ 4 5,—]—-x.0[l_.-] d']\f:u[ - g
Al =1=3% AB + A
a4 | 2 |
e alignés si ntsic
63 A, G et M sont alignés si et seuleme

=
=3

—_— - —
AE = 7AM + 3MB + 4MC

f e 1)0Ona:
©@=-(=) |7 o AE-amn o CH=AES
S‘; =i§2 3.][ Par suite (& — 7V AM=(3— 4,|BIM9
- 2) En notant que les points A, B &l M ng
x+y = 30000 sont pas alignés, on déduit : &= 7=06t
0,06x + 0, 04y = 144D - 4p =0 Clest-a-dire =7 el B=%
‘ =12000 et y=18000 | Ainsi : AM = % AE

k4

Chapitre 8 ' @

M//\
p

R .. W,
Ly » 7k M [

-Ona'hﬁ—-—zhﬁ et ﬁh’ﬂ——%f‘\é

+ A, G, N sont les projetés respactifs de A,
B, N sur (AC) : donc : AN' = — 2AC

* A, C, M' sont les projetés repechlg de A,

B.Msur{AC,‘u:donc:AM:EAB
b e B

De  ANi=g3AB et AM =5 AC

on tirg MM-'=%56

-De méme : NN = —28C

Chapitre 9
o 1}det(u v]- —5;

det{u w} =——1—4m;
dﬂtfv,w)—3m+4
> - -
2) det{u;v)#0 ;doncu etv sont non
colineaires.

1

==l -4
Jm=—g | M=-—g

1) D):x—2y+3=0
2) (D):ix+y+1=0

3) (D):2x+3y—2=0
4) (Dy:2x+2y +3=0

@ 3 K5:-1)
Chapitre 10

° « et f sonl les abscisses curvilignes d'un
méme point du cercle trigonométrique s'il

axiste k £ Z tel que p— a = ki2m)
) Non (B—a=447x+ %"’J
2 0ui (B—a=—12m)

3) Mon {,B— =427 + ‘—gﬂ
4oui (B—a=—4n)

e 1) 10cosx | 2) sinx ; 3) —2cosx

°1] = |."II5?!

2) SZ—I—%’-E;%&|

| =
0 1) Montrer que HIC = '?' —

Les mesures pnnc:pales des angles [
(DE.AB) ; (DA BE) ; (BA. 8C) ; (AB, An) ’

9” AD, ACl sont respectivement | . b,
| c'est-a-dire : 2, = 800
. & . 3w . T -
o 5 B '35 et =F La mayenne Xy "“ﬂw'edﬂlwuﬁm;
I % — 780+ 1580 + 2400 + 1620 4
Q On peut utiliser : 2
sint=cost=tant et ;, =1+ tan?t c'est-g-dire : ¥ =800
cos’t

Ce qui signifie que la moyenne de g
durée de validité pour les deux types Lyet
L, est 8OO h.

2} L'écart moyen e du type Ly ast :
p‘=4no-11200v2_+0>§3~200w2+400x1
8= 177,77 3

L'&écart moyen e: du type L, est

& _E_X
Q‘I]EAD--E =%

i~ Lig_ &) 5%
ADE=3{F—F)= T2

=& _58 _ &
EDH_?. 12 12

2) +On calcule la hauteur h du triangle |g, = 20%14+10%2+0%x3+10x24 201
5 2|
équilatéral EAB ; on trouve h= 5 - -8 88
On en déduit :EH=1 ? _2-43 _2“{3 3) On a e; < e;. Ce qui montre que lg type

L; est pius homogéne que le type L; car

+ Dans le friangle HOE rectangle en H, les valeurs du caractére de L, sont moins

. dispersées aulour de fa valeur moyemn
. tan & = tanE e
ona: tanys=tanEDH que celles du caractére L, c'est-d-dire
EH que les durées de validité des lampes du
=DH type L, sont proches de 800 heures.

. L .
Donc : tan 75 =2 — /3

Chapitre 12
1

o Le centre de I'homothetie h est le paint
d'intersection des droites (AA') et (BB"),
Le rapport de 'homaothétie h est g

5 _m_ W °1JDna MM EEA Dnnc:leslld
2= 2 translation de vecteur 5 2BA

« On utilise la relation 1+ tan® 2

pour calculer cos ! 5

3) Remarguer que :
e _,._ =&
2 ~F=1z @
2) L'image du cercle () par la translation
est le cercle (¢ ) de Senlre A et de

2) Montrer que BC=2CH  puls en tayon 2 tel que AR =%

déduire sina=2sin 3 cos 5 1) 1 st définie par Al =— AB

2) M= % i
3) f est I'homothétie de centre 1 et de
2
i rapport £ .
° 1) Tableau des effectifs : 3
- .
Nombre darnée % |3 45 - @ 1)Ona: MM = AB .Donc M’ est l'image

de M par la translation t de vecteur AB

¥ - Lorsque M varie sur b rcle (C), M’
Nn_)mbrs d'élévesn, (1616 8 varieqsur le cer!:‘; ![’é’] i?n;?;::e [[?} par
. la :.'anflanon t N
o I s N 2yona M =%"\M' ;donc 1 est lmage
1+ de M’ par I'homothétie h de centre A et
; IWEE de rapport %
i Nambes | Donc 1 varie sur le cercle (C) image de
e d'annéas | {C’) par h.

2) Le mode de cette série est 3 ou 4
parce qu'elles correspondent toutes
deux au plus grand effectif qui est 16,
La médiana est 4.

La moyenne anthmeétique est !

~_3x16+4x16+5%x8 _
——-40v—_3.8



sont perpendiculaires (ou M est

confondu avec A ou avec B).
Donc (E) est le cercle de diamatre [AB].
2)MA* —MBE° =0 signitie que MA = MB.
done (F) est la médiatrice de [AB].
3) MAZ + MB* = (WA +(MB)
— (WA — MBJ + 2MA . MB
MA® +MB° = AB® + 2MA . MB
donc (G) est confondu avec (E).
@ 1) DE.AF=DExAF
| a. f 1)
=3+3)
D'oi: DE.AF =1
2) AE.DFE = (AD+DE). (DA + AF)
— — AD" +DE. AF

=—1+1
AE.DF =0
3) a) ﬂE.KE—[RﬁﬁDE].KE
=DE. AF
AE.AF=1

b) Calculer AE et AF puis utiliser
AE . AF = AE x AF cos EAF

Chapitre 14

1) M{x; y) € (+) signifie que f(x) =y
Les points gqui appartiennent & (i) sont

A CetD
2) Les solutions de I'équation f{x) = 0 sont :
L G 2L

(%) coupe l'axe des abscisses en
M;{x;; 0) et My(x;; 0}
3) {%) coupe I'axe des ordonnées en A{0; 1)
4) Le point M(x; 1) € (¥ si et seulement
si f(x) = 1. On résout cette quation.
Q"

2) a)

flx) =—x—-5slxs-3
fix)=x+1slx2-3

b) % |- —3 4@
f(x) i \ 5 /
3) Tracé de (4).

4) et 5) On résout I'équation f(x) = —3x.
On trouve le point A |:— %I %‘,l

B) Les solutions de I'inéquation sont les
abscisses des points de (¥ ) situgs
au-dessous de (D). Donc :

L.
s.|c.=, 4]

{)MA.MB =0 signifie que (MA) et (MB) 0 1)

fla)— (b} =4(a® —b’) + b‘;]a

ab/

2) En étudiant le signe de M
On trouve le tableau de varations
suivant :

x | 2

9
x| 0 2
1) | |

| \ \ 4
3) Noter que f est décroissante sur {% 1|

et croissants sur l 1. % ;

3

° 1)Ona: fit)=2x0-1
fi=1) =2 = (-1)
fi1)=1etf(2)=4

1) Pour tout x de IR, ona :
alx) = ?.‘(t;! -2x)+3
alx) =2[(x—1F-1]+3
gl =2(x—1)° +1
Donc a=1 et f

2)a) ’Z T

{

b) Noter que glx) = f(x=1) +1
pour tout réel x. En déduire que ()
est Iimage de (1) par la translation
de vecteur 1+ .

3) Voir la figure.

b)Ona: glx=1+f(x+1)

Donc (i) est "mage de (#) par la
translation de vecteur —i+ |
| 3) Voir la figure

: ' Chapitre 16 |
=(a—b)(4(a+b)— 5]

1) (MAC) N (MBO) = (MI).

2) (MAB) N (MDC) est la droite passant
par M et paraliéle & chacune des
droites (AB) et (CD).

3) MBM'D est un paraliélogramme.

| o Moter que
(ABC) N (ABD) = (AB)
(MNP) 1 (ABC) = (MP)
(MNP) N (ABD) = (NQ)
@ 1} On & (MN) // (AB) et (NE) // (BC)
Donec (MNE) // (ABC)
2)0On a (ABC) # (MNE) et (SD) perce
(ABC) en D. Donc (SD) perce (MNE)
en un point F.
3) MNEF est un parallélogramme,

I

1) ADHE est un carré ; donc (AH) L (DE)
Or (AH) // (BG), donc (BG) L (DE).
2) « (BF) L (ABC) et (AC) L (ABC) ; donc
(BF) L (AC).
+On a: (DE) L (BG) et (BG) # (I)
donc (DE) L {1J).
‘ 3) « (AB) L (ADE) et (IK) // (AB) ; dong

(1K) L {ADE) ; donc (IK) L (DE). Or
(DE) // (CF}), par suite (1K) L (GF),

1) (AED) N (UC) = (AJ).

2) (BF) 1 (AB) et (BF) L (BC) ; donc
(BF) L (ABC).

3) (IC) L (IB) et {IC) L (BF) ; donc
(IC) L (BIF).
Or {IC) C {LIC), par suite (BIF) L (LC)

o 1) L'intersection de (BCD) et (DLI) est fa
| droite passant par D et paraliéle & (BC).
2) On a: (AB) L (CI) et (AB) L (DI}
donc : (AB) L (CD1). Or (AB) < (ABC),
par suite (ABC) L (CDI).

@ S =60 /13 cm?

S, =12(5 /13 + 2) e

V=180 cm®
@ 2) CF=642 : AG=2/3

3) v = 48 em’

Le volume du réservoir est

v=0dexm® ; V= 154m’
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* divisible 11
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* étude des variations 271
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» fonction monotone 271

* fonction numerique 263

» fonction paire 187, 269
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» formule des sinus 242

* fréquence 211
211, 212
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» grade
* graphique 268

» histogramme 213
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» hyperbole 284

* identité remarquable 26
* image 228
= impair 10
* impaire 187, 269
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* indquation 90
= infinité 94
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+ intersection de deux figures 231
* intersection des droites 302
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= intervalle ouvert 49
L=

» methode de substitution 93
» milieu d'un segment 130
= mode 213
= monotons 7

= paturel 13

= norme d'un vecteur 128

» ardonnée 160
= ordre 46
* origine du repére 47
* orthogonal 160
= orthonormal 160

* pair 10
* paire 187
* parabole 286
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= parallélogramme 197
+ paramétres de dispersion 215
* partie 28
= périodique 187
® plan 302
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* plus petit 12
* point 160
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* polyndme 70
+ polyndme du second degré 70
« population statistique 210
* pourcentage 211
* précision 53
* premier 12
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« programmation linéaire 100
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= radian 182
« rapport d'une homothétie 228
* rapports trigonométriques 186
= rationnel 28

* réciproque 147
= péductible, réduction 25

* réel 123
» régionnement 96
* regie b

= relatif 28
» relation de Chasles 127
« relations métriques 247
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s repére orthonormal 160
* représentation graphique 268
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= représentation paramétrique
= résolution graphique

= reste
e

» scalaire
® gecond
» second degré

= secteur angulaire
* sens de variation
= sens d'un vecteur
= série statisbque

» Signe

» Simplification

» simplifier

* sinus

« solution d’une équation
» sphire

» statistique
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* substitution

I * surface
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186
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i

205

* tableau

* tableau de variation

* tangente

* terme d'un polynome
* (étraédre

* théoreme d’Al-Kashi
» théoréme de la médiane
+ théoréme de Thales

* total

* transformation

= translation

* triangle

* triangle isocele

= triangle rectangle

* trinfme

* type
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168, 225, 27
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179
182
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215

* unique

111, 127
* unite 182
= unité statistique 210
M
= valeur absolue 47
= valeur approchée 53
* valeur moyenne 214
* variation 188
* vecteur 127,
* vecteur directeur 162
= vecteurs orthogonaux 245
* volume 81
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