FExercice:

f N — N*

Soit l'application "1
— B —
o (3)

k=1

Pour Montrer que f est surjective, On procede

par les étapes suivantes:
n

1
soit p € N* | On pose Ap:{nEN*:ZEZp}

k=1
>
a) Montrer par récurrence Vp € N* : Z z >p

k=1
b) Déduire A, # ()

c¢) Soit n le plus petit élément de A,
1
a) Montrer que p < —<p+1
que p< Y - <p

)
k=1
b) Déduire f surjective

Voir la solution dans la page suivante




Solution de ’exercice

Définitions et objectif

Soit f : N* — N* définie par : f(n) =F (
k=
ou E(x) désigne la partie entiere de x.

On souhaite montrer que f est surjective.

Pour cela, soit p € N*. On pose :

"1
Ap:{nEN*:ZEZp}
k=1

Etape a) : Montrons que
P

1 p

Vp € N* E —>1+=

PES 2= T3

Preuve par récurrence :

« Initialisation (p =0) :
20

;%:121—1—%:1 (vrai)
o Hérédité :
Supposons l'inégalité vraie au rang p,
2p

s g 1 p
c’est-a-dire : 2 z > 1+ 3
Montrons- la aurang p+1:
2P+1 op+1

Z Zk,Zk

k=2p+1
La deux1eme somme contient 2P termes,

chacun minoré par

2p+1’
¥ 11
. _ P, —
donc : g k22 ot = 5
k=2r41
2 1 p+1
. P
A ;E:_>(1 —> S22
st L)~ ty) Tt

La récurrence est établie.

Etape b) : Déduisons que A, # ()

Pour p € N*, choisissons n = 2%,

217
2
Alors : Zk21+7p—1+p>p
k=1

Donc n € A, ce qui implique A, # 0.

Etape c) : Soit n le plus petit élément
de A,

Puisque A, C N* est non vide et bien ordonné, il

admet un plus petit élément, noté n.

Etape d) : Montrons que

p<zk<p+1

—~ 1
Par définition de A4,, on a z >p.

k=1

1
1
. Sinzl,alorsZE:1,doncp:1et1<2.
k=1

e Sin>1,alorsn—1¢ A,

(car n est le plus petit élément),

n—1
1
donc : ZE <p

n—1
1 1 1
O déduit : E g— - < —
n en dédui k k:k+n p—i—n

1 1
Commen>2ona—§§ 1,
1
- < 1
Shaps
k=1
. ~ 1
Ainsi, p < E<p+1.
k=1

Etape e) : Déduisons que f est surjec-
tive

D’apres ’encadrement précédent,
n

1
la partie entiere de Z z est p,
k=1

soit : f(n)=F <Z%> =p

k=1

Ceci étant valable pour tout p € N*| f est surjective.



