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Exercice 1 : (12 pts)Exercice 1 : (12 pts)

Partie I Soit g la fonction numérique définie sur [1; +∞[ par : g(x) = x2 +
√
x− 1

1. Étudier la monotonie de la fonction g sur [0; +∞[, et dresser son tableau de variation . . . . . . (0,75 pt)
2. Montrer que l’équation g(x) = 0 admet une solution unique α sur [0; +∞[, et que 1

2
< α < 1. (0,75 pt)

3. Montrer que (∀x ∈ [0;α[) ; g(x) < 0 et (∀x ∈]α; +∞[) ; g(x) > 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0,5 pt)

Partie II On considère la fonction f définie sur ]0; +∞[ par : f(x) =
x2 + (

√
x− 1)2

x
1. Calculer lim

x→0+
f(x), puis interpréter géométriquement le résultat obtenu. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0,75 pt)

2. Vérifier que (∀x ∈]0; +∞[) ; f(x) = x− 2√
x
+

1

x
+ 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0,5 pt)

3. Montrer que Cf admet, au voisinage de +∞, une asymptote (D) dont on déterminera une équation . (0,75 pt)

4. Montrer que (∀x ∈]0; +∞[) ; f ′(x) =
g(x)

x2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0,75 pt)

5. En déduire que f est strictement décroissante sur ]0;α] et strictement croissante sur [α,+∞[. (0,5 pt)
6. Montrer que f(α) = α + α3, puis dresser le tableau de variations de f sur ]0; +∞[. . . . . . . . . . (0,75 pt)
7. Montrer que la droite (T ) d’équation y = x est tangente à la courbe Cf au point A(1; 1). . . . . (0,5 pt)
8. Montrer que (∀x ∈]0; +∞[) ; f(x) ≥ x, puis interpréter ce résultat graphiquement. . . . . . . . . . . . (0,5 pt)

9. Montrer que (∀x ∈]0; +∞[) ; f ′′(x) =
4− 3

√
x

2x3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0,75 pt)

10. Étudier la concavité de Cf et déduire l’abscisse du point d’inflexion de la courbe Cf . . . . . . . . (0,75 pt)
11. Construire (D), (T ) et Cf , dans le même repère (O, i, j). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1,5 pt)

12. (on prendra α ≈ 0.5, f(α) ≈ 0.7, 16

9
≈ 1.7 et f

(
16

9

)
≈ 1.8) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0,75 pt)

Partie III Soit (un)n∈N la suite numérique définie par u0 = α et un+1 = f(un) pour tout n de N.
1. Montrer par récurrence que α ≤ un < 1 pour tout n de N. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0,5 pt)
2. Montrer que la suite (un)n∈N est croissante, et en déduire qu’elle est convergente. . . . . . . . . . . . (0,75 pt)
3. Calculer la limite de la suite (un)n∈N. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0,75 pt)

Exercice 2 : (8 pts)Exercice 2 : (8 pts)

On considère la suite (un)n∈N définie par : u0 = 3 et un+1 =
5un − 8

un − 1
pour tout n ∈ N.

1. Montrer par récurrence que 2 < un < 4 pour tout n de N.

2. a) Vérifier que un+1 − un =
(un − 2)(4− un)

un − 1
pour tout n de N.

b) En déduire que la suite (un)n∈N est croissante, et que 3 ≤ un < 4 pour tout n de N.
c) Montrer que la suite (un)n∈N est convergente.

3. a) Montrer que 1

3
(4− un) < 4− un+1 ≤

1

2
× (4− un) pour tout n de N.

b) En déduire que
(
1

3

)n

≤ 4− un ≤
(
1

2

)n

pour tout n de N.

c) Déterminer lim
n→∞

un.

4. Soit (vn)n∈N la suite numérique définie par vn =
un − 2

4− un

pour tout n de N.
a) Montrer que (vn)n∈N est une suite géométrique de raison 3.
b) En déduire que un =

4× 3n + 2

3n + 1
pour tout n de N.

c) Déterminer de nouveau lim
n→∞

un.

https://www.youtube.com/c/EasyBackMath
https://www.mosaid.xyz
https://www.mosaid.xyz

