
RésumédeCours :Géométriedans l’espace
Prof : SOUHAIL Mohamed | Lycée Ibnou Batouta

Repère Orthonormé & Colinéarité

(O, i⃗, j⃗, k⃗) un repère orthonormé.
Colinéarité : U⃗(x, y, z) et V⃗ (x′, y′, z′).
U⃗ et V⃗ colinéaires ⇐⇒ ∃α ∈ R : U⃗ = αV⃗
⇐⇒ ∆x = 0,∆y = 0,∆z = 0

∆x =

∣∣∣∣y y′

z z′

∣∣∣∣ ;∆y =

∣∣∣∣x x′

z z′

∣∣∣∣ ;∆z =

∣∣∣∣x x′

y y′

∣∣∣∣

Vecteurs Coplanaires

U⃗ , V⃗ et W⃗ coplanaires ⇐⇒ det(U⃗ , V⃗ , W⃗ ) = 0

det = x

∣∣∣∣y′ y′′

z′ z′′

∣∣∣∣− y

∣∣∣∣x′ x′′

z′ z′′

∣∣∣∣+ z

∣∣∣∣x′ x′′

y′ y′′

∣∣∣∣
Exemple

U⃗(1, 0, 0), V⃗ (0, 1, 0), W⃗ (2, 3, 0).
det(U⃗ , V⃗ , W⃗ ) = 1(0)− 0 + 0 = 0.
Les vecteurs sont coplanaires (ils appartiennent au plan
(Oxy)).

Norme, Distance et Milieu

||U⃗ || =
√

x2 + y2 + z2

AB =
√

(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2

I milieu de [AB] : I
(
xA+xB

2 , yA+yB

2 , zA+zB
2

)
Exemple

A(1, 2,−1) et B(1,−2, 2).
AB =

√
02 + (−4)2 + 32 =

√
16 + 9 = 5.

Milieu I(1, 0, 1
2
).

Produit Scalaire

U⃗ · V⃗ = ||U⃗ || × ||V⃗ || × cos(U⃗ , V⃗ )

U⃗ · V⃗ = xx′ + yy′ + zz′

U⃗ ⊥ V⃗ ⇐⇒ U⃗ · V⃗ = 0

Droite dans l’espace

(D) passe par A(xA, yA, zA) et de vecteur dir. U⃗(a, b, c).

(D) :


x = xA + at

y = yA + bt

z = zA + ct

(t ∈ R)

Exemple

(D) passe par A(1,−1, 0) et dirigée par U⃗(2, 1,−3).
Représentation paramétrique :
x = 1 + 2t

y = −1 + t

z = 0− 3t

(t ∈ R)

Plan dans l’espace

- Equation : (P ) : ax+ by + cz + d = 0
- n⃗(a, b, c) est le vecteur normal à (P ).

Exemple

Déterminer (P ) passant par A(0, 1, 2) de vecteur normal
n⃗(1,−2, 1).
L’équation est : 1x− 2y + 1z + d = 0.
A ∈ (P ) =⇒ 0− 2(1) + 2 + d = 0 =⇒ d = 0.
Donc (P ) : x− 2y + z = 0.

Position relative : Plan et Droite

(D) de vec dir. U⃗ , (P ) de vecteur normal n⃗.
- (P ) ⊥ (D) ⇐⇒ n⃗ et U⃗ colinéaires
- (P ) ∥ (D) ⇐⇒ n⃗ · U⃗ = 0

Exemple

(P ) : x+ y − z = 0 et (D) dirigée par U⃗(1, 1, 2).
n⃗(1, 1,−1) est normal à (P ).
n⃗ · U⃗ = (1)(1) + (1)(1) + (−1)(2) = 0.
Donc (D) est parallèle à (P ).

Distance d’un point à un plan

d(A, (P )) = |axA+byA+czA+d|√
a2+b2+c2

Produit Vectoriel ∧

U⃗ ∧ V⃗ =

∣∣∣∣y y′

z z′

∣∣∣∣ i⃗− ∣∣∣∣x x′

z z′

∣∣∣∣ j⃗ + ∣∣∣∣x x′

y y′

∣∣∣∣ k⃗
- U⃗ , V⃗ colinéaires ⇐⇒ U⃗ ∧ V⃗ = 0⃗
- Aire triangle : SABC = 1

2 ||A⃗B ∧ A⃗C||
- Distance point-droite : d(Ω, (D)) = ||U⃗∧A⃗Ω||

||U⃗ ||

Exemple

Distance point-droite :
M(1, 0, 0) et (D) passant par O(0, 0, 0) dirigée par
k⃗(0, 0, 1).
O⃗M ∧ k⃗ = (1, 0, 0) ∧ (0, 0, 1) = (0,−1, 0).
d(M, (D)) = ||O⃗M∧k⃗||

||k⃗||
= 1

1
= 1.
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Sphère dans l’espace

À partir du centre et rayon :
(S) de centre Ω(a, b, c) et rayon R :
(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2

À partir d’un diamètre [AB] :
M ∈ (S) ⇐⇒ A⃗M · B⃗M = 0

Équation générale :
x2 + y2 + z2 + ax+ by + cz + d = 0
est une sphère si D = a2 + b2 + c2 − 4d > 0.

Exemple

Équation par diamètre [AB] :
Soient A(1, 0,−1) et B(3, 2, 1).
Centre Ω milieu de [AB] : Ω(2, 1, 0).
Rayon R = AB

2
=

√
4+4+4

2
=

√
3.

(S) : (x− 2)2 + (y − 1)2 + z2 = 3

Exemple

Trouver Ω et R (Éq. Générale) :
(S) : x2 + y2 + z2 − 2x+ 4y = 0
⇐⇒ (x− 1)2 − 1 + (y + 2)2 − 4 + z2 = 0
⇐⇒ (x− 1)2 + (y + 2)2 + z2 = 5
Centre Ω(1,−2, 0) et Rayon R =

√
5.

Équation cartésienne par diamètre

Soient A(xA, yA, zA) et B(xB , yB , zB) deux points de
l’espace.
La sphère (S) de diamètre [AB] est l’ensemble des
points M(x, y, z) vérifiant : A⃗M · B⃗M = 0 En utilisant
les coordonnées, l’équation cartésienne s’écrit directe-
ment :

(x−xA)(x−xB)+(y−yA)(y−yB)+(z−zA)(z−zB) = 0

Remarque : Le centre Ω est le milieu de [AB] et le rayon
est R = AB

2 .

Position relative : Sphère et Plan

On calcule d = d(Ω, (P )) et on compare avec R.
1) d > R : L’intersection est vide

Exemple

(S) centre O(0, 0, 0), R = 1. (P ) : z = 2.
d(O, (P )) = 2. Comme 2 > 1, pas d’intersection.

2) d = R : (P ) est tangent en H

Exemple

(S) centre O(0, 0, 0), R = 3.
(P ) : x+ y + z − 3

√
3 = 0.

d = |−3
√
3|√

3
= 3 = R. (P ) est tangent.

3) d < R : (P ) coupe (S) suivant un cercle

Rayon du cercle : r =
√
R2 − d2.

Exemple

(S) centre O(0, 0, 0), R = 3. (P ) : x+ 2y + 2z − 6 = 0.
d = |−6|√

1+4+4
= 2.

d = 2 < R = 3, coupe selon un cercle de rayon
r =

√
32 − 22 =

√
5.

Plan tangent à une sphère

Soit (S) une sphère de centre Ω et A un point apparte-
nant à (S).
Le plan tangent à la sphère (S) au point A est le plan
(P ) passant par A et dont le vecteur normal est n⃗ = Ω⃗A.

M ∈ (P ) ⇐⇒ A⃗M · Ω⃗A = 0

Ω

A
n⃗ = Ω⃗A

(P )

Exemple

Exemple : Soit (S) : x2+y2+z2−2z−3 = 0 et A(0, 2, 1).
1. On vérifie que A ∈ (S) :
02 + 22 + 12 − 2(1)− 3 = 4 + 1− 2− 3 = 0. (Vrai)
2. Centre de la sphère : Ω(0, 0, 1).
3. Vecteur normal : Ω⃗A(0− 0, 2− 0, 1− 1)
=⇒ n⃗(0, 2, 0).

4. Équation de (P ) : 0(x− 0) + 2(y − 2) + 0(z − 1) = 0
⇐⇒ 2y − 4 = 0 ⇐⇒ y = 2.

Représentation paramétrique d’une sphère

Soit (S) une sphère de centre Ω(xΩ, yΩ, zΩ) et de rayon
R.
Une représentation paramétrique de la sphère (S) est
donnée par le système suivant :

(S) :


x = xΩ +R cos(θ) cos(φ)

y = yΩ +R sin(θ) cos(φ)

z = zΩ +R sin(φ)

Où les paramètres θ et φ vérifient :
θ ∈ [0, 2π[ et φ ∈

[
−π

2 ,
π
2

]
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