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1 La rigueur et la précision sont les clés de la réussite Z

Instructions (énérales
— L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée.

— Le candidat peut traiter les exercices de I'épreuve suivant ’ordre qui lui convient.

— L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter.

Composantes du sujet

Domaine Exercice | Baréme

Suites numériques Exercice 1 | 4 points

Géométrie dans I'espace Exercice 2 | 3 points
Nombres complexes Exercice 3 | 3 points
Probabilités Exercice 4 | 3 points

Etude de fonction, calcul intégral et suite | Probléme | 11 points
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Exercice 1 (4 points)

On considere la suite numérique (uy,),en définie par :

1 2u,,
up=—= et VneN, u,4q = .
0= 5 1= T

(0.5) 1) Montrer par récurrence que pour tout n € N, 0 < u,, < 1.

(0.75) 2)
un (1 — uy)
a. Montrer que u, 1 — u, = B pour tout n € N.
Uy,

b. En déduire que la suite (u,) est croissante.

(0.5) 3) Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.
1
(0.75) 4) On considere la suite (vy,)nen définie par : v, = —.

v, + 1

a. Montrer que (v,) vérifie la relation v, = , puis en déduire que la suite (w,)

définie par w, = v, — 1 est une suite géométrique dont on précisera la raison.

b. Exprimer v, puis u, en fonction de n.

(0.75) 5) Calculer S,, = vy + v1 + - - - + v, en fonction de n, puis déterminer lir}rl Sh.
n—-+0o0

(0.75) 6) Calculer P, = ug X uy X -+ X u, en fonction de n, puis déterminer lirf P,.
n—-+0o0

Exercice 2 (3 points)

- =

L’espace est rapporté a un repere orthonormé direct (O, 1, j, E)

On consideére la sphere (S) d’équation : 2% + y* + 2% — 22 — 4y — 62 + 10 = 0 et le plan (P)
d’équation : x +2y — 2+ 1 = 0.

(0.5) 1) Déterminer le centre 2 et le rayon R de la sphere (.5).
(0.5) 2) Montrer que le plan (P) coupe la sphere (S) suivant un cercle (C). Déterminer le rayon
r du cercle (C).
(0.75) 3) Soit (A) la droite passant par €2 et perpendiculaire au plan (P).
a. Donner une représentation paramétrique de la droite (A).

b. Déterminer les coordonnées du centre H du cercle (C).
(0.5) 4) Donner une équation cartésienne du plan (Q) parallele a (P) et tangent a la sphere (S).

(0.75) 5) On considere les points A(1,2,1) et B(3,2,3).
a. Vérifier que les points A et B appartiennent a la sphere (5).
b. Montrer que la droite (AB) est parallele au plan (P).

Exercice 3 (3 points)

—

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, @, ¥), on consideére les points
A, B,C et D d’affixes respectives :

>

1 3 1
a:1+l\/§, b:§+Z§, C:CLXb, d:7+’l—

[\]
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(0.5) 1) Ecrire les nombres complexes a, b, ¢ et d sous forme trigonométrique (module et argu-
ment).

(0.5) 2)
a. Vérifier que ¢ = a X b.
b. En déduire la forme trigonométrique de c.
(0.75) 3)
a. Montrer que d = €'s.
b. Vérifier que a = 2d? et que b = €'5.

% et en déduire la nature du triangle ABD.
—a

(0.75) 5) Soit R la rotation de centre O et d’angle g

(0.5) 4) Donner I"écriture exponentielle de

a. Déterminer 'expression complexe de R.
b. Vérifier que c est I'image de a par la rotation R.

(0.5) 6) Déterminer I'affixe du point £ image du point D par la translation de vecteur /@ :

Exercice 4 (3 points)

Une urne contient 5 boules blanches, 3 boules noires et 2 boules rouges. Toutes les boules sont
indiscernables au toucher.

(0.5) 1) On tire au hasard simultanément 3 boules de I'urne.

a. Déterminer le nombre total de tirages possibles.
b. Calculer la probabilité de I’événement A : 11 obtenir 2 boules blanches et 1 boule noire z.
(0.75) 2) On tire au hasard successivement et sans remise deux boules de 'urne.
a. Calculer la probabilité de I’événement B : 1 la premiere boule est blanche et la seconde
est rouge 7.
b. Montrer que la probabilité de I’événement C' : 11 obtenir deux boules de couleurs diffé-

rentes 7 est =
(0.5) 3) Sachant que la deuxiéme boule tirée est rouge, calculer la probabilité que la premiere
boule soit blanche.
(0.75) 4) On répete lexpérience du tirage successif avec remise de deux boules, 5 fois de suite.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois ou I'on obtient deux boules de couleurs

différentes.

a. Déterminer la loi de probabilité de X.

b. Calculer 'espérance mathématique E(X) et la variance V(X).
(0.5) 5) Calculer la probabilité d’obtenir exactement 3 fois 1’événement C'.
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Probléeme (11 points)

On considere la fonction numérique f définie sur R par :
x

1_'_—1/ sixz <0
el/x
In siz>0
1+ a2

- =

Soit (Cy) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, 1, 5) d'unité graphique 2 cm.

Partie I : Etude de la fonction f

(0.5) 1) Déterminer le domaine de définition de f.
(1) 2) Calculer :

a. lim f(x) et hI(I){ f(z).

T—r—00
b. xlirgh f(z) et xgriloof(x)
) 3) f est-elle continue en 07 Justifier.
) 4) Etudier la dérivabilité de f en 0 & gauche et & droite. Interpréter.
(1) 5) Calculer f'(x) pour z < 0 et pour x > 0.
) 6) Etudier le signe de f'(z) pour z < 0 et pour > 0. Dresser le tableau de variations de f.
) 7)
a. Déterminer 1'équation de la tangente (1") a (Cy) au point d’abscisse x = 0.
b. Etudier la position relative de (Cs) par rapport a (T') sur R.

(0.75) 8) Calculer lim /() et interpréter graphiquement le résultat.

r——00 I

(0.5) 9) Tracer (Cy), (T) et la droite asymptotique (unité 2cm).

Partie II : Fonction réciproque et calcul intégral

(0.75) 10) Soit g la restriction de f a I =] — 00, 0].
a. Montrer que g réalise une bijection de I sur J (déterminer .J).

b. Donner le tableau de variations de g=! sur J.
1

1
(0.5) 11) Calculer/ In(1 + x)dz et/ In(1 + 2?) dz.
0 0

(0.75) 12) En déduire laire, en cm?, du domaine délimité par (Cy), I'axe des abscisses et les droites
r=0etx=1.

Partie III : Suite numérique

(0.5) 13) Montrer par récurrence que pour tout n € N, 0 < u,, < 1 pour (u,) définie par ug = 1
et Upi1 = fun).
(0.75) 14)
a. Montrer que (u,) est décroissante.

b. En déduire qu’elle est convergente.
(0.5) 15) Déterminer lim w,.

n—-+o0o
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