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 وتطبيقاته في الفضاء الجداء السلمي  
I− الفضاءلجداء السلمي في ا : 

 ( تعريف : 1

 نقطة من الفضاء .  Aمتجهتين و   vو  uلتكن 

uبحيث :  من الفضاء  Cو  Bتوجد نقطتان وحيدتان  AB=   وv AC=  

u.هو العدد الحقيقي   vو   uالجداء السلمي للمتجهتين   v لي :  المعرف كما ي 

0uإذا كان  - 0vأو  = .فإن  = 0u v = . 

0uإذا كان  -   0وv    فإن النقطA وB وC  تنتمي إلى( مستوىP .) 

)المستقيم   على Cالمسقط العمودي للنقطة   H( ، لتكنPفي المستوى ) )AB لدينا ، 

. .u v AB AH=   إذا كانتAB   وAH  نفس المنحى ، لهما 

.و  .u v AB AH=  لهما منحيان متعاكسان ، AHو   ABإذا كانت   −

 ( صيغة أخرى للجداء السلمي : 2

uثلاث نقط من الفضاء بحيث    Cو  Bو  Aمتجهتين غير منعدمتين و   vو  uلتكن  AB=    وv AC=   ، 

)  الهندسية  قياس الزاوية و  )B AC   : لدينا ،. . .cosu v AB AC = 

 ( خاصيات : 3

 :في الفضاء أ( تعامد متجهتين  

 خاصية : 

.إذا وفقط إذا كان متعامدتين   vو  uمتجهتين من الفضاء ، تكون    vو  uلتكن  0u v uونكتب   = v⊥ 

 ملاحظة : 

 عمودية على أية متجهة من الفضاء .  0ة المنعدمة  متجهال

 ( منظم متجهة : ب

uنقطتين من الفضاء بحيث   Bو Aمتجهة غير منعدمة و uلتكن  AB= . 

.2لدينا   . .cos0u u AB AB AB= = 

.لدينا   uإذن لكل متجهة غير منعدمة 0u u  . 

u.العدد الحقيقي   u   يسمى المربع السلمي للمتجهةu  : 2ويرمز له بالرمزu 

العدد  
2u   يسمى منظم المتجهةu   ويرمز له بالرمزu   : ونكتب

2u u= 

 : اتملاحظ

 
22u u= 

    إذا كانتu  وv    متجهتين غير منعدمتين و لزاوية  ا لقياس( ; )u v  :  فإن. . .cosu v u v = 

 جداء السلمي والعمليات : ( الج

 خاصية : 

 عددا حقيقيا فإن :   kمتجهات من الفضاء و wو    vو  uمهما تكن 

. .u v v u=  ، ( ). . .u v w u v u w+ = + ، ( ). . .u v w u w v w+ = + ، ( ). .( ) ( . )ku v u kv k u v= = 

( )
2 22

2. .u v u u v v+ = + + ، ( )
2 22

2. .u v u u v v− = − ) و  + )( )
2 2

u v u v u v− + = − 

. .u v u v        u v u v+  +          

II− لية : صيغ تحلي 

 ( الأساس والمعلم المتعامدان الممنظمان :1

 تعريف : 

 نقطة من الفضاء . Oو   غير مستوائيةثلاث متجهات  kو  jو  iلتكن 

)يكون الأساس  ; ; )i j k إذا كان     اممنظم امتعامدi j⊥ وj k⊥  وk i⊥ 1   وi j k= = = 
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)يكون المعلم   ; ; ; )O i j k إذا كان الأساس    اممنظم امتعامد( ; ; )i j k امممنظ امتعامد  . 

)في ما تبقى من الفقرات الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم   ; ; ; )O i j k . 

 ( الصيغة التحليلية للجداء السلمي :2

 : نشاط

)نعتبر المتجهتين   ; ; )u x y z  و ( '; '; ')v x y z  ،   أحسب.u v  بدلالةx  وy وz و 'x  و'y  و  'z . 

 :  خاصيةأ( 

)  لتكن المتجهتين ; ; )u x y z  و( '; '; ')v x y z  لديناالفضاءمن ،  :  . ' ' 'u v xx yy zz= + + 

 :  نتيجة

)  لتكن المتجهتين ; ; )u x y z  و( '; '; ')v x y z لدينا  من الفضاء ،:   ' ' ' 0u v xx yy zz⊥  + + = 

 ملاحظة : 

   نعتبر المتجهة( ; ; )u x y z   : لدينا ،.u i x=          و.u j y=           و.u k z= 

 ب( الصيغة التحليلية لمنظم متجهة ولمسافة نقطتين :

 نشاط :

)نعتبر المتجهة    ; ; )u x y z     : والنقطتين( ; ; )A A AA x y z  و( ; ; )B B BB x y z 

 .  zو  yو  xبدلالة   uواستنتج  2uأحسب   (1

 .Bzو  Byو  Bxو Azو Ayو Axبدلالة  ABثم استنتج     ABالمتجهة   اتحدد إحداثي (2

 :  خاصية

)لتكن  المتجهة    - ; ; )u x y z  طتين النق و( ; ; )A A AA x y z و( ; ; )B B BB x y z  من الفضاء ، 

:    لدينا 
2 2 2u x y z= +     :و     +

2 2 2( ) ( ) ( )B A B A B AAB x x y y z z= − + − + − 

 : تمرين تطبيقي

)نعتبر النقط :   )1;1;1A  و( )0;1;0B   و( )1;1 2;1C  في معلم متعامد ممنظم .  +

 . Aفي   متساوي الساقينقائم الزاوية و ABCبين أن المثلث 

III− تطبيقات الجداء السلمي : 

 :  معادلة ديكارتية لمستوى محدد بنقطة ومتجهة منظمية عليه (1

 تعريف : 

)يكن ل )P و  ضمن الفضاء  وىمستu  وv  من المستوى   تين غير مستقيميتين متجه( )P . 

)تسمى متجهة منظمية على    vومع   uكل متجهة غير منعدمة ومتعامدة مع  )P  . 

)منظمية على   nمتجهة  أي تكون  )P   0إذا وفقط إذا كانn   و. . 0u n v n= = . 

 :  1 خاصية

 نقطة من الفضاء ،  Aمتجهة غير منعدمة و nلتكن

.من الفضاء التي تحقق   Mمجموعة النقط   0AM n  يه . منظمية عل nو  Aهي المستوى المار من النقطة  =

 نشاط :

)ليكن  )P النقطة  لمستوى المار من ا( ; ; )A A AA x y z  و( ); ;n a b c لتكن متجهة منظمية عليه ،  ( ; ; )M x y z 

 ،  فضاءنقطة من ال 

( )M P يكافئ  . 0n AM )يكافئ    = ) ( ) ( ) 0A A Aa x x b y y c z z− + − + − = 

0axيكافئ                   by cz d+ + + )حيث   = )A A Ad ax by cz= − + + 

 :  2خاصية 

)النقطة المعادلة الديكارتية للمستوى المار من  منسوب إلى معلم م م ، الفضاء ; ; )A A AA x y z و( ); ;n a b c 

0axعلى شكل هي  متجهة منظمية عليه by cz d+ + + )حيث   = )A A Ad ax by cz= − + +  
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0axكل معادلة على شكل عكسيا،  by cz d+ + + )حيث   = ; ; ) (0;0;0)a b c    هي معادلة ديكارتية

)لمستوى يقبل  ); ;n a b c  . متجهة منظمية عليه 

 :تمرين تطبيقي 

)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  ( 1 )P   2)المار من النقطة; 1;3)A )والمتجهة  − )3;5; 2n  منظمية عليه .  −

)نقطة من المستوى  حدد ( 2 )Q   : ومتجهة منظمية عليه حيث( ) : 2 3 4 0Q x y− + =. 

 ات والمستويات في الفضاء : مستقيمال تعامد (2

 :  في الفضاء أ( تعامد مستقيم ومستوى

 خاصية : 

)ليكن  )P   مستوى و( )   مستقيم ضمن الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم

)  متجهتين غير مستقيميتين من المستوى  vو  uولتكن  )P  وn متجهة منظمية  

)متجهة موجهة للمستقيم   wوعليه  )  : لدينا ، 

    (n وw   )مستقيميتين. 0)v w =  و ( ) ( ) ( . 0P u w⊥   = 

 :تمرين تطبيقي 

)النقطة   م م مالفضاء المنسوب إلى  في نعتبر  )1;0;2A ):  المستوى و − ) : 2 3 3 0P x y z+ − − = . 

)لمستقيم  ل  تمثيلا بارامترياحدد ( 1 )D   المار من النقطةA على عموديوال ( )P . 

)( حدد مثلوث إحداثيات نقطة تقاطع المستقيم  2 )D المستوى و( )P . 

 : اءفي الفض   ( تعامد مستويينب

 خاصية : 

)ليكن  )P و( )Q   مستويان ضمن الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد 

 متجهتين منظميتين عليهما ، على التوالي   vو  uممنظم، ولتكن  

)   لدينا :  ) ( ) . 0P Q u v⊥  = 

 :تمرين تطبيقي 

 :  يينالمستو  نعتبر ،م  مالفضاء المنسوب إلى معلم في 

 ( ) : 2 3 1 0P x y z− + + )  و  = ) : 2 0Q x y z− − + ): بين أن  = ) ( )P Q⊥ . 

 :  في الفضاء تعامد مستقيمين ج(

 خاصية : 

)ليكن  )D و( )   ،مستقيمين ضمن الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم

 متجهتين موجهتين لهما ،  على التوالي   vو  uولتكن 

)  لدينا :  ) ( ) . 0D u v⊥   = 

 

 :تمرين تطبيقي 

): بين أن  ، م المستقيمين ممعلم  الفضاء المنسوب إلىفي نعتبر  ) ( )D ⊥   : حيث 

                      

4 2

( ) : 7 ( IR )

3

x t

D y t t

z t

= −


= + 
 = −

         و              

2

( ) : 1 ( IR )

5 3

x t

y t t

z t

=


 = + 
 = −

  

IV−  : مسافة نقطة عن مستوى 

 تعريف : 

)ليكن  )P مستوى ضمن الفضاء  وA  نقطة من الفضاء  وH   المسقط العمودي للنقطةA  على المستوى( )P . 

)عن المستوى Aنسمي مسافة النقطة   )P   المسافةAH  : ونكتب( );( )d A P AH= 

 : 1 نشاط

)ليكن  )P   مستوى وA  نقطة من الفضاء  وH   المسقط العمودي لـA  على( )P  ،لتكن  B  نقطة من( )P  . 

.( بين أن   1 .n AB n AH=  حيثn   متجهة منظمية على( )P . 

( )D  

( )  
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u  
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( استنتج أن   2
.n AB

AH
n

= . 

 :  1خاصية 

)ليكن )P و  مستوىB  و نقطة منهn و،  متجهة منظمية عليهA  نقطة من الفضاء :  ( )
.

;( )
n AB

d A P
n

= 

 : 2 نشاط

)نقطة  ال الفضاء في نعتبر  ; ; )A A AA x y z المستوىو  ( ) : 0P ax by cz d+ + + )نقطة من   Bو = )P  . 

)نضع ( 1 ; ; )B B BB x y z  : تحقق من أن ،B B Bax by cz d+ + = − 

)( حيث  2 ; ; )n a b c  ،  أحسب.n AB   بدلالةa   وb  وc  وd  وAx  وAy   وAz   . 

)   : ( استنتج أن3 )
2 2 2

;( ) A A Aax by cz d
d A P

a b c

+ + +
=

+ +
 . 

 :  2خاصية 

)نعتبر المستوى   م  مالفضاء المنسوب إلى معلم في  ) : 0P ax by cz d+ + + )نقطة وال = ); ;A A AA x y z  

)  وىعن المست Aمسافة النقطة   )P    : هي( )
2 2 2

;( ) A A Aax by cz d
d A P

a b c

+ + +
=

+ +
 

 مثال:

)توى  نعتبر المس ) : 2 3 6 3 0P x y z+ + + )  ةو النقط  = )4;3; 1A )أحسب  ،  − );( )d A P  

V− دراسة تحليلية للفلكة  : 

)في جميع الفقرات المتبقية الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  تذكير :  ; ; ; )o i j k. 

 تعريف : 

)عدد حقيقي موجب قطعا ، الفلكة   Rنقطة من الفضاء  و لتكن  ; )S R  التي مركزها  وشعاعهاR 

Mمن الفضاء التي تحقق   Mة النقط  هي مجموع R =. 

 معرفة بمركزها وشعاعها :  لفلكةمعادلة ديكارتية  (1

 نشاط :

)الفلكة  نعتبر  )S  التي مركزها( ; ; )a b c  وشعاعهاR . 

)ما هو الشرط اللازم والكافي لكي تنتمي النقطة   ); ;M x y z  الفلكة  إلى( )S ؟ 

 خاصية : 

)التي مركزها  الفلكةمعادلة  ; ; )a b c  وشعاعهاR  2هي 2 2 2( ) ( ) ( )x a y b z c R− + − + − = . 

2يضا على شكل :  وتكتب أ 2 2 2 2 2 0x y z ax by cz d+ + − − − + 2حيث     = 2 2 2d a b c R= + + − 

  : مثال

)فلكة حدد معادلة ديكارتية لل )S  2;1)التي مركزها; 1) 3Rوشعاعها   − = . 

 ارها : ة معرفة بأحد أقط فلكمعادلة ديكارتية ل  (2

 :  خاصية

 ،  الفضاءنقطتين مختلفتين من  Bو  Aلتكن 

.التي تحقق   الفضاءمن  Mمجموعة النقط   0AM BM التي أحد أقطارها   الفلكةهي  = AB . 

  : لمثا

)  للفلكةحدد معادلة ديكارتية  )S   التي أحد أقطارها AB   حيث( )1;3;0A   و( )1; 5;4B − . 

VI−   دراسة مجموعة النقط( ; ; )M x y z   بحيث
2 2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + + =  : 
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نعتبر المجموعة :   2 2 2( ) ( , ; ) / 0E M x y z x y z ax by cz d= + + + + + + = ، 

;حيث   ; ; IRa b c d    ،  

; نضع ;
2 2 2

a b c− − − 
 
 

)لتكن ،   , ; )M x y z لدينا :   الفضاءمن  نقطة ، 

2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2

( , ; ) ( ) 0

2 2 2
2 4 2 4 2 4 4

1
( 4 ) (*)

4

M x y z E x y z ax by cz d

a a b b c c a b c
x x y y z z d

M a b c d

  + + + + + + =

+ +
 + + + + + + + + + =

 = + + −

 

 تحيلنا على ثلاث حالات مختلفة هي :  (*)العلاقة  

 >ا -

 تمرين تطبيقي :

 حدد المجموعات : 

                           2 2 2

1

3
( ) ( , ; ) / 3 0

2
E M x y z x y z x y

 
= + + − + − = 
 

 

 2 2 2

2( ) ( , ; ) / 2 4 2 7 0E M x y z x y z x y z= + + − + + + =  

2 2 2

3

3
( ) ( , ; ) / 2 0

2
E M x y z x y z x y z

 
= + + − + − + = 
 

  

 الأوضاع النسبية لمستوى وفلكة :  −6

  

)وضاع النسبية لفلكة  الأ  )S   مركزها  وشعاعهاR  مستوىمع( )P  : في الفضاء هي 

)إذا كان أ(  );( )d P R =   : 

)مستوى الفإن  )P  الفلكة  يقطع( )S   في نقطة وحيدةH، 

)على  هي المسقط العمودي للنقطة   )P، 

أي :    ( ) ( )S P H  :، وفي هذه الحالة  نقول  =

)المستوى   )P    مماس للفلكة( )S   في النقطةH. 

 

)إذا كان  ب(  );( )d P R   : 

)فإن المستوى  )P   يقطع الفلكة( )S  وفق دائرة ، 

)على  سقط العمودي للنقطة  الم H  مركزها )P، 

وشعاعها   
2 2r R d= )حيث   − );( )d d P=  . 

 

)إذا كان ج(  );( )d P R    : 

)فإن المستوى  )P   لا يقطع الفلكة( )S ، 

)أي :   ) ( )S P  =. 

 

 

 تمرين تطبيقي :

)نعتبر الفلكة   )S  1)التي مركزها; 1;0) 5Rوشعاعها  − =. 

)وى  النسبي للمست حدد الوضع )P  فلكةبالنسبة لل  ( )S تقاطعهما في كل حالة من الحالات التالية :  ثم حدد 

( )S

 


 

( )P

 
H
 

( )S

 


 

( )P

 H

 

( )S  


 

( )P  
H  
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1   )  ( ) : 2 2 6 0P x y z− + + =   

2)     ( ) : 4 8 42 0P x y z− + + − = 

3  )   ( ) : 4 2 2 20 0P x y z− + + = 

 : في نقطة معلومة فلكةمماس ل وى  معادلة ديكارتية لمست (3

 خاصية:  

)لتكن  )S مركزها  فلكة   وشعاعهاR  وA  الفلكةنقطة من  ( )S. 

)يوجد مستوى وحيد   )P   مماس للفلكة( )S  فيA   وهو المستوى المار منA    والمتجهةA  . منظمية عليه 

 مثال :

;1;2)النقطة  نعتبر في الفضاء  2)A ) فلكةوال − )S  2;1)مركزها التي; 1) 3Rوشعاعها  − = . 

)أن  من تحقق )A S  للفلكة المماس  المستوى  معادلةحدد ثم( )S النقطة فيA . 

 


