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09 Chapitre 9 : Geométrie analytique dans

I'espace
Il Rappel

Repere et base

|

Propriété et définition )

/

Dans l'espace (£) un point O et trois vecteurs non coplanaires 7, j et k

(VM € (£)A(x,y,z) € R)OM = xi + yj + zk

~< Le quadruplet (O;7; J; E) s'appelle un repére de I'espace (&)
UM Le triplet (7; j; k) s'appelle une base de l'espace vectoriel (V;)
Le triplet (x, y, z) s'appelle les cordonnées du point M
Le triplet (x, y, z) s'appelle les cordonnées du vecteur oM
y x est appelé 'abscisse du point M
. y est appelé 1'ordonnée du point M
z est appelé la cote du point M

Vecteurs colinéaires

Propriété |

/

/

a a
Dans I'espace muni d'un repere (0;1;7: E) on considére le point A(x,, ,, z,) et les vecteursu | b | etT| b’
/

C C

€@ les vecteurs @ et T sont colinéaires si et seulement si il existe un réel A tel que T = Az ou i = AD

X = Aa+x,
9 Siu # 0,alors 3 y = Ab + y, est une représentation paramétrique de la droite D(A; )
z=Ac+z,
- o o : b a d a d
9 les vecteurs u et U sont colinéaires si et seulement si J1=0, ,| =0et |=0
c c c c b b
@ si tous les composants du vecteur # sont non nuls alors = = sont deux

a b c
équations cartésiennes de la droite (D) = D(A;u)
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Vecteurs coplanaires

Propriété )

/

Xy a a a’
Dans l'espace muni d'un repére on considere le point A | y, | et les vecteurs | b |, 0| b' | et w| b”
Hy c c c”

@ les vecteurs i, T et 7 sont coplanaires si et seulement s'il existe 2 réels « et f tel que @ = aii + T
oud = au + fw

x=aa+ fa +x,
@ Une représentation paramétrique du plan P(A;%; D) est 4 y = ab + fb’ + Yo

z=ac+ pc’ +z,

@ les vecteurs 7, T et i sont coplanaires si et seulement si

a b ¢
b/ bN al all al all
= = _ | ’ 1 — =
detw,v,w)=|d b |=al|l, ,|-b|, ,|+c Y =0
a/’ b’/ c/l (¢ ¢ (¢ (¢

o Si les vecteurs u et U sont non coliéaires alors ax + fy + yz + A = 0 est une équation cartésienne
b g = a da a d
c'f c ¢ b b

du plan P(A;%, D) avec a = . et A = —axy,— fy, — vz

b

i1 Produit scalaire

-5 -

Dans ce paragraphe et le paragraphe suivant du cours, I'espace est rapporté a un repéere orthonormé (O; i; j; %)

Formules analytiques

Propriété )

/

X, Xp a a
Dans l'espace &, on considére les points A| y, | et B| y, | et les vecteurs u| b |etT| b’
Z, i c ¢’

U-v=ad +bb +cc
[la|] = Va? + b2 + ¢2

AB = \/(xB —x0)?+ (Vg — Y + (25— 2,)?

uldead +bb +cc’ =0




Applications du produit scalaire

Orthogonalité de droites et de plans de I’espace

i
Orthogonalité de deux droites )
/

Les droites (D,) et (D,) dirigées respectivement par les vecteurs u et U sont perpendiculaires si et seule-
mentsiu-0=0

Orthogonalité de droite et plan )

2Bac Sc Ex

Dans l'espace on considére une droite (D) dirigée par un vecteur % et un plan (P) dirigé selon T et w
On dit que (D) et (P) sont perpendiculaires si et seulement sizi -0 = O et - w = O

N

u

} % D) Le vecteur u est appelé vecteur normal du plan (P)

dans I'espace

trie

r

éome

G

Remarques

€@ i est un vecteur normal du plan (P) alors tout vecteur colinéaire avec 7 est un vecteur normal
du plan (P)

—
i

9 Soient 7 est un vecteur normal du plan (P) et A est un vecteur normal du plan (P’)
Si7 et n’ alors (P) et(P’) sont paralléle

n
o
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@ i 7 est un vecteur normal du plan (P) alors 7 est orthogonal a tout vecteur AB tels que A et B
appartiennent a (P)
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Propriété

/

a
Soient #| b | un vecteur non nul et A(x 4, y,, z,) un point de l'espace
c

I'ensemble des points M qui vérifient AM -u = 0 est le plan passant par A et de vecteur normal u
Une équation cartésienne de ce plan, s'écrit sous la forme : ax+by+cz+d = 0Oavecd = —ax,—by,—cz,

Exercice résolu

énoncé

Dans 1'espace muni d'un repére orthonormé (0;7;7; %), on considere les points A(1;1;1) et B(3;0; 1) et
1

le vecteur ni | —1
1

o Déterminer I'équation cartésienne du plan (P) passant par A et de vecteur normal 7

9 Déterminer la représentation paramétrique de la droite (D) passant par B et perpendiculaire a (P)
6 Déterminer les coordonnées du point H le projeté orthogonal du point B sur le plan (P)

0 En déduire la distance du point B au plan (P)

Solution

o Une équation de (P)

M(x;y,z) € (P)e AM -n=0
Ssx-1D-@-DH+=z-1)=0
Sx—y+z-1=0

9 Puisque (D) L (P) alors (D) est dirigée par le vecteur 7
M(x;y;z) € (D) < (3t € R)BM = fii

x=t+3
(D) :5y=—t teR
z=t+1
x=t+3
x P
® H|yle)nr) o/ S>t+3+1+1+1-1=0t=1
2 z=t+1
x—y+z—-1=0

Donc (4; —1;2) est le trii)let de coordonné du point H

D(B;(P)=BH =432 +(-1-02+Q2- 1> =1/3
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Distance d’un point a un plan

Propriété

/

Soit (P) plan d'équation cartésienne : ax + by + cz+d = 0 et A(x,, y,, z,) un point de l'espace.
La distance du point A au plan (P) est :

lax, + by, +cz, +d|

Vaz+ b+ c?

d(A;(P)) =

Exemple

Calculons la distance du point A(1;0;—1) au plan (P) passant par le point B(2;3;4) et de vecteur
1
normal 7| 1
1
Déterminons tout d'abord 1'équation du plan (P) : le plan (P) étant l'ensemble des points M (x; y; z) tel
que BM -7 =0

P):(x=-2)+(y-3)+(z—-4=0
(P):x+y+z-9=0

14+0—1-
Doncd (A; (P = L9129 _ 9 _4./3

VE+12412 43

11| Etude analytique de la sphere

équation d’une sphere

Spheére définie par son centre et son rayon >

/

L'équation cartésienne de la spere .S de centre Q(a; b; c) et de rayon r est :

(x—a)2+(y—b)2+(z—c)2=r2

Exemple

@ ['équation cartésienne de la sphére de centre (1;2; —1) et de rayon \/5 est:

=12+ (—2P+(z+1P =5

Qu'on peut écrire aussi : x> + > + 22 —2x —4y+2z+1=0

@ Déterminant I'équation cartésienne de la sphere de centre (2; 1; —2) et qui passe par le point A(6; 4; 0)
OnaR=QA=1/(6-22+#— 12+ (0+2)? =29

Donc I'équation cartésienne de la sphere de centre Q(2; 1; —2) et qui passe par le point A(6;4;0) est :

(x—2)2+(y—1)2+(z+2)2=\/E2

Qu'on peut écrire aussi : x> + > + z2 —4x -2y +4z—-20=0




Remarques

Soient a, b, ¢ et d des nombres réel
L'ensemble des points M (x; y; z) qui vérifient x> + y* + z> + —2ax — 2by — 2cz + d = 0 est une sphére
si et seulementsia®> +b*>+c>—d >0

i

Sphére définie par un de ses diamétres >

/

Soient A(x,;¥y,4;2,) et B(xg; yg; zp) deux pont de I'espace (£)

L'ensemble des points M qui vérifient AM - BM = Oestla sphere (.S') dont 1'un de ses diametres est
[A, B]

Donc I'équation cartésienne de la sphére .S est :

2Bac Sc Ex

(x=x)(x=xp) + (Y =y ) —yp) +(2-2)(z—-25) =0

Position relative d’une spheére et un plan

Propriété

/

dans I'espace

1€

Soient (P) un plan et (.S) la sphére de centre Q et de rayon R
L'intersection du plan (P) et la sphere (S) est :

tr

r

e un cercle si d(Q,(P)) < R

éome

G

e un singleton si d(2,(P)) = R on dit dans ce cas que le plan (P) est tangent a la sphere (.S)

P

e ['ensemble vide si d(Q2, (P)) > R
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Remarques

Dans le cas ou d(€2, (P)) < R on a le rayon r de l'intersection de (P) et (.5 est \/ R? — d(Q, (P))? et son
centre est le projeté orthogonal de Q sur (P)

Exercice résolu

énoncé
Dans l'espace (£) on considére les points A(1;0; —3), B(0;1; —4) et C(1;1;-7)

o Donner une equation cartésienne du plan (ABC)
9 Soit (I') le cercle définie par y=3
x?4+2z2-2x-2z-7=0

a) Donner le rayon et centre de (I')

b) Donner I' equation de la sphere (.S) qui contient (I") et dont le centre appartient au plan (ABC)

Solution
1 0
o Les vecteur BA | —1|et CA|—1]sont des vecteurs directeurs du plan (ABC)
1 4
x—1 1 0
M(x;y;z) € (ABC) < det(AM; BA;CA)=| y -1 —1|Donc(ABC) : 3x +4y + z)0
z+3 1 4

L) y=3
O & e o1y

Donc (T') est le cercle de centre w(1;3; 1) et de rayon r = 3

b) Q le centre de la sphére (S) appartient a la droite (D) qui passe par w et perpendiculaire au
plan (P) d'équation y = 3
Donc Q a pour coordonnés (1;7+ 3;1) avect € R
Comme Q € (ABC)onadonc3x1+4(t+3)+1=0dout=—4donc Q(1;-1;1)

Onad=D(Q,(P))=ﬁ=4

V02 + 12+ 02
Soit R le rayon de la sphere (.S)
OnaR>=r>+d*>=25doncR=5

Produit vectoriel

Orientation de ’espace

Soit un repere (0;1;7: 75) de l'espace. Notons i = OA4, j= OBetk =0C

Orienter I'espace, c'est distinguer les repeéres "directs" de ceux qui sont "indirects", parmi les regles permettant
de les différencier : "la regle du bonhomme d'Ampere"
Le bonhomme d'Ampere est un homme imaginaire ses pieds sont sur le point O et sa téte vers le point C et qui
regarde vers le point A, alors on a deux situations pour le point B :




Situation 1 : le point B se trouve a gauche de notre bonhomme et on dit dans ce cas que le repére (O;1; J; %)
est direct ou positif

Situation 2 : le point B se trouve a droite de notre bonhomme et on dit dans ce cas que le repére (0;1;7; %)
est indirect ou négatif

2Bac Sc Ex

Repére indirect

Définition

On dit que la base (i ;7; %) est directe si le repere (0;7;7; %) est direct
Remarque

dans I'espace

1€

— —

Si la base (7;7; 75) est directe alors les bases (J; 75;7) et (75;7;7) le sont aussi tandis que les bases ( j;?; 75),
(i; k) et (k;j; 1) sont indirectes

éometr

r

&)

A Produit vectoriel
1

Définition )

/

Soient u et U deux vecteurs de V; et O, A et B trois points de I'espace £ tels que u = OAetD=0B
Le produit vectoriel des vecteurs u et U, dans cet ordre, est le vecteur qu'on note % A U qui vérifie :

e Siu et U sont colinéaire alorsu AT =0

7 p]

— o o

- e Siu et U ne sont pas colinéaire alors

; — (U A D) estorthogonal auetad

< — (U, U,u A D) est une base directe

= — |[@ATD|| = |[4]]| X ||D]| sin @ oll @ = mes[AOB]
=

2 A W
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Exemple

—

Soit (i;j; %) une base orthonormée directe de Vs

e iANi=jAj=kAk=0

einj=k; jAk=i; kAi=]

e jAi=—k; kAj=-i; ink=-j
Remarques

Soient A, B et C trois points de I'espace £ Le vecteur AB A AC est normal sur le plan (ABC)

. C
AB A AC
A >

Soient u et U deux vecteurs de V,
U AU = 0 si et seulement si % et D sont colinéaires

Propriété

/

Le produit vectoriel est un produit distributif par rapport a la somme et anticommutatif :
Pour tous vecteurs u, 0 et w de V, et pour tout nombre réel a

e Distributivité par rapport a l'addition :
UAD+W) =UAT+UAW
e Compatibilité avec la multiplication par un scalaire
(aU) AD=1uA (aD) = a(u A D)

e Antisymétrie
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Expression analytique du produit vectoriel

On considere dans tout ce qui suit que I'espace est rapporté a un repere orthonormé direct (O;

Propriété

/

Soient u(a; b; ¢) et v(a’; b'; ¢") deux vecteurs de 1'espace

a ad
c ¢

b b

c ¢

a a
b v

AT = i 7+ k

=
L

-

Js

k)

Exemple

Calculons le produit vectoriel des vecteurs u(1; —2; —1) et 1(3; 1;2)
On a

i 7
13
=
12
ﬁmj:“z 1?—’1 37+‘1 3%
-1 2 -1 2l 2

—3i—5j+7k

On sait que u A U est normal sur (P)
Donc (P) : —=3x—5y+7z+d =0o0ud € R

Sd=8

A0;3;1)e(P)© —3Xx0-5%x3+7%x1+d=0

Déduisons une équation cartésienne du (P) plan passant par A(0; 3; 1) est dirigé selon les vecteurs % et ¥

1 Applications du produit scalaire

Calcul de surface

Propriété |

/

e La surface S d'un parallélogramme (ABDC) est :
S = ||AB A AC||
C
AB A AC
A 7
B
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ABAAC
A

e La surface S’ d'un triangle ABC est :

S=%||ﬁ/\ﬁ|l

Exemple

1 0
Ona ABl4]|et AC|3
0 2

ABAAC =

XS E =]~

Dans l'espace &, on considere les points A(1;—1;1), B(2;3;1) et C(1;2;3)
Calculons la surface S du triangle A BC On calcule tout d'abord AB A AC

(par abus d'©criture)

N W O

-

?10 k

10 2

-

—2j +3k

1
4
0
3
2

=, 1o
A VR

Distance d’un point a une droite de I’espace

Propriété )

/

jeté orthogonal sur (D)

positif :

d(A; (D)) = AH =

La distance du point A a la droite (D) est le réel

I|AB A

|l

(D) une droite de 'espace de vecteur directeur u et
passant par B A un point de 'espace et H son pro-

A
°
3
\
4
5
)
5
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Position relative d’une droite et d’une sphére

Propriété |

/

Soient (D) une droite et (.5) la sphére de centre Q et de rayon R
L'intersection de droite (D) et la sphere (.S est :

e l'ensemble vide si d(Q2, (D)) > R
e un singleton si d(, (D)) = R on dit dans ce cas que la droite (D) est tangente a la sphere (.S)

e une paire si d(Q2, (D)) < R

%) {H} {A . B}

Exercice résolu

énoncé
Dans l'espace (£) on considere la sphere (.S) de centre centre de €(0;3;—2) et de rayon R = 3 et la
droite (D) passant par le point A(0; 0; 1) et de vecteur directeur u = 2i +7 -2k

o Calculer d(€2; (D)), en déduire que la droite (D) est tangente a la la sphere (.S)
@ Donner une représentation paramétrique de la droite (D)

9 Déterminer les coordonnées du point H intersection de de la droite (D) et la sphére (.5)

Solution

o On a

QA

0o 2

-3 1

3 =2
. — _ |-3 1|- [0 2|- 10 2|+ -, 6 ~ .=
D'ou QAANU = 3 _21—‘3 _21+'3 _Z‘k—3l+6j—6k

QAN V3 +62+ (=62  1/32(1+22+427)

|1l V2+124(22 2+ 12+2?

Donc la droite (D) est tangente a la la sphere (.5)

d(Q; (D)) = 3=R




x =2t
O ) :{y=: teR
z==-2t+1
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/s x =2t
= X =t
I H|yle®)nm e~
al 2 z==-2t+1
; x4+ (=3 +(z+2)* =32
Y {
g =202+ =3)P+(-2t+1427°=9
] SAP+12-6t4+9+42 - 12t+9=9
'(—n <97 -18:+9=0
= — 12 =
= S9r-12=0
~ str=1

ie

tr

Pour obtenir les coordonnées du point H on remplace la valeur de # dans le systéme puis on s'assure
que H appartient a (.S)
Donc (2; 1; —1) sont les coordonnées du point H intersection de (D) et (.5)
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