CHAPITRE 10

Géometrie analytique dans U'espace

I _!. Produit scalaire dans l'espace et ses applications

] 1. Repérage de l'espace et base d'un repére

On considére un point O et trois vecteurs
non coplanaires i, j et k¥ dans l'espace 7;. Alors
pour tout point M € 7; il existe un unique triplet

— - - 5
(x,y,z) € R tel que OM = xi +yj +zk

Soient 1, J et K trois points de l'espace 7; tels

- L= - J
que OI =7, 0J = jet Ok =% ona:

Définition 1: (Repére et base du repére)
@ Le quadruplet (0;?‘,},%) s'appelle un repére dans l'espace #; de trois dimensions
(2) Le repére (0;?‘,},7«') est dite orthonormési:i-j=j-k=k-i=0et il =]/ = k| =1
(3) Letriplet (7, f,%) s'appelle base du repére ou de 'espace ¥

(4) Le triplet (x,y,z) sS'appelle cordonnées du point M ou du vecteur OM. Dans ce cas on appelle

x l'abscisse, y 'ordonnée et 7 la cote du point M

Dans tous ce qui suite du cours, on rapporter l'espace 75 a un repére orthonorme (0;7, 7,75)

2. Vecteurs colinéaires, équation parameétrique d’'une droite

Propriété 1: (Deux vecteurs colinéaires)

On considere deux vecteurs i (a,b,c) et v(a',b’,c’) dans U'espace 73
(1) Les vecteurs i et ¥ sont colinéaires si et seulement s'il existe a € R tel que i = av
a d| |la d| bV

(2) Les vecteurs i et ¥ sont colinéaires si et seulement si = = =0
b b c c
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Sinon les vecteurs ii et ¥ sont non colinéaires

Définition 2 : (Equation d’une droite D (4, 7))
On considere dans l'espace ¥5 une droite (D) passant par le point A (xo,y0,20) et orienté par le
vecteur directeur i (a,b,c). On le note par D (A, )
. - 4. —
(1) Si@# 0 alors pour tout M (x,y,z) € (D) il existe r € R tel que AM
(

ti

X =Xxp+ta

(2) Siii# 0 alors M(x,y,z) € (D) = { y=yo+th OU? € R est appelé représentation paramé-

(2= +ic
trique de la droite D (A, i)

(3) Si tous les composants du vecteur i sont non nuls alors 0 = y—byo — 7% gappelle

deux (ou double) équations cartésiennes de la droite D (A, i)

Exemple 1. Soit (D) une droite passant par A (1,—2,4) et dont le vecteur directeur ii(3,2,—1)

—
(1) Pour tout M (x,y,z) € D(A,ii) on a AM || i, donc

x—1 3 x=1+3t
— .
deR : AM=ti=— | y+2 |=t| 2 |=4q y=—2+2t : VteR
z—4 —1 7=4—t

La représentation parametrique de la droite (D)

x—1 y+2 z-4

(2) Le double équations cartésiennes de (D) est D (A, i) : 3 5 0

] 3. Vecteurs coplanaires, équation paramétrique d’un plan

Propriété 2 : (Trois vecteurs coplanaires)

On consideére trois vecteurs i (a,b,c), v(d',b',c') et w(a”,b",c") dans 'espace 73
(1) Les vecteurs @, ¥ et w sont coplanaires si et seulement si : Jo,BeR : ii=av+pw

(2) Autrement. Les vecteurs %, ¥ et w sont coplanaires si et seulement si :

a al a//
/ b// / /! / i
det(,v,w)=|b b b'|=a —b +c =0 Avec:
c/ c// C/ c// b/ b//
c C/ C//
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by b e A\
. — b b A R . —db' —d'b

C/ C// C, C// b/ b//
Interpreétation 1. Soient ii, V et w trois vecteurs de 'espace 7. Alors deux cas se présentes :

A
A = B
1%

w

(P) 0) C

ii, v et w sont coplanaires

<y

(P)

ii, v et w ne sont pas coplanaires

Définition 3 : (Equation d’un plan P (A, 7, 7))

On considéere dans 'espace 75 un plan (P) passant par le point A (xo,y0,20) €t orienté par les deux
vecteurs directeurs i (a,b,c) et v(d',b’,c’). On le note P (A, i, V)

@ Si i et v non colinéaires alors pour tout M (x,y,z) € (P) il existe 7,/ € R tel que AM = tii +1t'v

(

x=xo+ta+t'd

(2) Siietiinon colinéaires alors le systéme ¢ y=yo+tb+t' outt cRestappelereprésen-

z=2zp+tc+t'c

\

tation parametrique du plan P (A,#,V)
s !l . b b a da a da B .
(3) Siiietvnon colinéaires alors (x—x0) — (y—yo)+ (z—z0) =0 est 'équation
(N Ve ¢l ¢l b b

cartésienne du plan P (A, i4,V)

Interprétation 2. Soient A(xo,y0,z0) un point et |Alors il existet,t' € R tels que AM = tii +1'v

i(a,b,c), v(d,b', ") deux vecteurs de l'espace

X —Xo a a
(P) , ,
=\ y—yo | =t| b |+t | ¥ . vt éR
7—20 c c

— .
AM, i et v sont coplanaires dans (P)

] _%4. Expression analytique du produit scalaire dans l'espace

Définition 4
Soient i, v deux vecteurs et A, B et C trois points de l'espace tels que AB =i et AC — 7. Il existe

un et un seul plan (ABC) passant par les points A, B et C. Alors le produit scalaire de i et v dans
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l'espace ¥; est le produit scalaire AB-AC dans le plan (ABC), on écrit

iV =AB-AC

Interprétation 3. Toutes les propriétés du produit scalaire dans le plan se prolonge dans l'espace 73

@ Le produit ii- v ne dépend pas de A, B et C C

‘—}" \\ :
\\ A > H >
R C H B
\ —
| ¥ e AB-AC — AH x AB
A

P H
(P) - .
- Si AH et AB ont les sens contraires alors :
C
(2) Siii=00uv=0alorsii-v=0
(3) Soit H le projeté de C sur (AB) y )
B
- SiAH et AB ont le méme sens alors : AB-AC = —AH x AB
Propriéteé 3
On considere deux vecteurs i (x,y,z) et v(¥',y,7) dans l'espace #3. Alors
< i-V=xx'+yy +z7 o il = Vi i = /x>y + 2
e -7 = ||@])|[7] cos (ffv) - Pour tout a € R on a ||| = |a] - ||
s id-i=x>4+y 4+ 7 - Inégalité triangulaire : ||+ 7| < ||| + |||

Propriéte 4 : (Symeétrie et linéarite)
Soient i, v et w trois vecteurs de l'espace 7#3.0On a:
R AT | @ Grw)=i-v+ra-w | - (aid) V=i v

Propriétée 5
Soient A (xa,y4,z4) et B(xp,yp,zp) deux points de l'espace ¥3. Alors

. —
« On ales coordonnées: OA (xa,y4,z4) et @(xg—xA,yB—yA,zB—zA)

- Ladistance: AB = [ABI| = \/ (xa—x4) + (v —ya)* + (28 — 24)°
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Définition 5 : (Orthogonalité)

Soient i et v deux vecteurs et A, B et C trois points dans l'espace tels que i —ABetv=AC
(1) On dit que @ et ¥ sont orthogonaux et on écrit @ L ¥ si

« Les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires

« Ou l'un des vecteurs i et ¥ soit nul (i = 0 ou ¥ = 0)

(2) Les vecteurs i et ¥ sont orthogonaux si et seulement si - 7= 0

Application1. (1) Calculer ii-v en déduire cos (ﬁ,\v) sachant que i (3,9,/10) et ¥(1,-2,1)

(2) Soient A(1,1,1); B(2,0,—2) et C(1,—2,2) trois points de l'espace

[a] Calculer AB - AC puis AB et AC | |b| Déduire la nature du triangle ABC

5. Applications : ensemble des points {M eV;: AM-li=k : ke R}

On considéere un vecteur ii(a,b,c) non nul et un point A (x4,y4,z4) dans l'espace #3. On pose :
—
(P) = {M(x,y,z) €Y AM-ﬁ:keR}

Alors M (x,y,z) € (P) = AM -Ti=k
= (x—xa,y —ya,2—24) - (a,b,c) =k
=alx—xp)+b(y—ya)+tc(z—za) =k
= ax+by+cz—axpa —bys—cza =k

=ax+by+cz+d=0 ! aveCc d= —axs—bys—cza—k
Puisque i non nul alors (P) est un plan dont l'équation cartésienne (P) : ax+by+cz+d =0
Propriété 6
Soientii(a,b,c) un vecteur non nul et A (x4,y4,z4) un point dans l'espace #3. L'ensemble des points

{M €V . AM-ii—k : ke R} est un plan (P) dont l'équation cartésienne
(P) : ax+by+cz+d=0

olud=—axy —bys —cza—k

Exemple 2. L'ensemble de points M (x,y,z) de l'espace vériﬁantﬁ/l-ﬁ = —2telqueii(53,-2)etA(1,1,1)

est un plan d’équation cartésienne
(P) : 5x+3y—2z—4=0

avecd =—(5x14+3x1-2x1)—(-2)=-4
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[|_6. Applications : équation d’un plan défini par un vecteur normal

Définition 6 : (Vecteur normale)
Soit 7 un vecteur non nul de l'espace 7#3. On dit que 7 est un vecteur normal au plan (P) si et

seulement si 7i est orthogonale a deux vecteurs non colinéaires dirigent le plan (P)

ie: il (P)oVABE(P) : i-AB=0

Définition 7 : (Equation d’un plan P (A, 7))
Soient A un point et 77 un vecteur non nul de l'espace. Lensemble des points M (x,y,z) € #; vérifiant

e .
AM -7i = 0 est le plan (P) passant par le point A dont le vecteur normal 7

Exemple 3. Soient ii(1,0,1) et V(3,—4,0) deux vecteurs de l'espace ¥5. On considere un plan (P) dirige

par les deux vecteur ii et v.
* Le vecteurii(—4,3,4) est normal au plan (P). En effet.
c e V=12-12=0 | -#Ai=4-4=0

« Alorsii 1 etV L, ensuitesi L (P) alors 'ensemble des points M (x,y,z) € ¥3 vérifiant AM -7i =0 est un

plan passant par A et dont le vecteur normal ri

» . N H
Interpretation 4. Le vecteur normal i est orthogonale a tout vecteur AM contenant dans le plan (P)

Propriété 7 : (Equation cartésienne d’un plan)

Soient a,b,c et d des nombres réels non nuls. Alors
- L'équation cartésienne du plan (P) dont le vecteur normal 7i (a,b,c) est : ax+by+cz+d =0
« Si le plan (P) passe par le point A (xo,yo,z0) alors la constante : d = —axg — byg — 2o

+ Réciproquement. Lensemble des points M (x,y,z) € ¥5 vérifiant ax + by +cz+d = 0 est un plan
dont le vecteur normalii(a,b,c)

L'ensemble des points M (x,y,z) € ¥3 vérifiant AM -7 = 0 est plan passant par A
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Exemple 4. (1) Soit (P) un plan dont le vecteur normal 7i alors
- Le plan (P) d’equation 2x —3y+z—5 =0 est dont le vecteur normal 7i (2,—3,1)
* Le vecteurii(—1,2,1) est normal sur le plan (P) : —x+2y+z+d =0 pour toutd € R
» L'ensemble des points M (x,y,z) verifiant —3x+y+2z— 1 =0 est un plan dont le vecteur normal
n(=3,1,2)
(2) Déterminons l'équation du plan (P) qui passe par le point A(—1,2,1) et dont le vecteur normal
i(2,1,-3)

« Méthode1:Onaii(2,1,-3) L (P)alors (P) : 2x+y—3z+d =0 et donc

AE(P):>(P) ] 2xA—|—yA—3zA—|—d:()
— (P) : 2% (~1)+1x2-3x1+d=0=d=3

= (P) : 2x+y—3z+3=0
- Méthode 2 : Soit M (x,y,z) un point de l'espace ¥; et qui appartient a (P) alors

M (x,y,z) € (P) = 7i-AM =0
= (2,1,-3)-(x+1,y-2,z—1)=0
=2x+1)+(y—-2)—-3(z—1)=0
=2x+2+y—2-3z43=0

=2x+y—3z4+3=0

Application 2. Soient A(1,—4,0) et B(3,2,-5)
(1) Déterminer un vecteur directeur de la droite (AB) en déduire son équation paramétrique
(2) Déterminer l'équation du plan (P) qui passe par B et perpendiculaire  (AB)

(3) Déduire la distance d (A, (P)) du point A au plan (P)

J]_7- Applications : parallélisme et orthogonalité dans l'espace

Propriéte 8
On considére dans l'espace 7; deux plans (P) et (Q) de vecteurs normaux respectivement p et ig)

et (D) une droite dont le vecteur directeur . Alors

- (P)//(Q) < np et ng sont colinéaires - (P)// (D)= np-ii=0
* (P) L(Q) & np-np=0 « (P) L (D) < np et ii sont colinéaires

Exemple 5. Soient (P) et (Q) deux plans de l'espace d’équations respectives

(P) : 2x—4y+z+1=0; (Q) : x+y+2z—-3=0
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(1) Montrons que (P) L (Q). Onaii(2,—4,1) L (P) et 7 (1,1,2) L (Q) alors

—»ﬁ

ion =(2,-4,1)-(1,1,2) =2x1—-4x1+1x2=4-4=0= (P) L (Q)

s 1 1
(2) On considére le plan (L) passant par C (0,0, —§> et de vecteur normal 17 (1, -2, —).

i i

2

- On an=2n" alors i et n” sont colinéaires, ensuite les plans (L) et (P) sont paralléles

ﬁ

« Onan” normala (L) alors (L) 3

1 .
: x—2y+-z+d=0et puisque C € (L) alors

1 1
(L) :x—2y+-z+=-=0 = 2x—4y+z+1=0 = (L) = (P)

272

Les deux plan (L) et (P) sont confondus

J]_8. Interprétations : positions relatives de droites et de plans dans l'espace

(1) Deux plans sont confondus si leurs vecteurs
normaux sont colinéaires et passant par le

méme point (l'intersection est un plan)

dans ce cas on dit aussi que (P)//(Q)

(2) Deux plans paralléles si leurs vecteurs nor-

maux sont colinéaires (sécantes ou non)

(Q)

(P)

@ Deux plans sécantes si leurs vecteurs nor-
maux sont non colinéaires (l'intersection est

une droite (D))

(P) (D)

(4) Deux plans sont perpendiculaires si leurs vec-

teurs normaux sont orthogonaux

(5) Trois plans paralléles entre eux si leurs vec-

teurs normaux sont colinéaires deux a deux
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(6) Deux plans strictement paralléles et sécantes
au troisiéme (se coupent suivant deux droites

paralléles (D;) et (D,))

(7) Une droite et un plan son paralléles si le vec-
teur normal du plan et le vecteur directeur de

la droite sont orthogonaux

(D)

Remarque 1

Deux droites non coplanaires (D;) et (A;) ou
(D) et (A1) et non paralléles

(9) Deux droites sécantes selon un point A sont

deux droites coplanaires

Une droite coupe un plan suivant un points si
le vecteur directeur du plan et le vecteur de

la droite sont non orthogonaux

(1) Deux droites perpendiculaires dans l'espace ne sont pas forcément coplanaires.

(2) Deux droites coplanaires dans l'espace sont sécantes ou paralléles
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] 9. Applications : distance d'un point a un plan dans l'espace

Définition 8
Soient (P) un plan passant par le point B et dont le vecteur normal 7. La distance d'un point A au

plan (P) notée d (A, (P)) est la distance AH ou H est le projeté orthogonale de A sur (P) et on écrit

d(A,(P) =AH = 1
7]l
Propriéte 9
La distance du point A (x4,y4,z4) au plan (P) d’équation cartésienne ax+ by +cz+d = 0 est donnée
laxs + bya + cza +d|
arlaformule:d(A,(P)) =AH =
p (4,(P)) L

. S . —
Exemple 6. Soient (P) le plan passant par l'origine et dont le vecteur normal est ii = T 3? +2k

* Soit M (x,y,z) un point du plan (P) alors OM -7i = 0 donc (P) : x—3y+2z=0léquation de (P)
B |xA—3yA—1—22A| _|—21|_ 21
VI2H (32422 V14 V14

* Soit A(5,4,—7) un point de l'espace, on a: d (A, (P))

* Soit H = (xy,yn,zu) le projete orthogonale du point A sur le plan (P), alors (AH) L (P) ensuite (AH)

est la droite qui passe par le point A et perpendiculaire sur le plan (P) au point H(AH) N (P).

Alors la droite (AH) est passe par A et dont le vecteur directeur 7, donc

( (
XH = Xp +1t xg =5+t
YH =ya — 3t yg =4-3t
:><
IH =74 +2t g =-—T+2t
| *H —3yn +2z21 =0 (¥# —3yn +2z21 =0

On remplace dans 'équation du plan (P) on obtient: (5+1t)—3(4—3t)+2(-7+2t)=0

21
= (50 =343 +2(~T+2) =1+ +41 =21 =0 = 14 -21=0 = T
( s 21
X _= _— —
H 142114 ;
= =4 i D
M
= Jaax =2
| X T T

Comment déterminer le triplet des coordonnées du projete H ?

Application 3. Dans l'espace muni d’un repére orthonormé (0;?,]‘,%), on considere les points A(1,1,1)

et B(3,0,1) et un vecteurs(1,—1,1).

(1) Déterminer l'équation cartésienne du plan (P) passant par A et de vecteur normal i
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(2) Déterminer la représentation paramétrique de la droite (D) passant par B et perpendiculaire @ (P)
(3) Déterminer les coordonnées du point H le projeté orthogonal du point B sur le plan (P)

(4) En déduire la distance du point B au plan (P)

[ LB Etude analytique d’une sphére dans l'espace 7;

] 1. Définition d’une sphére de centre Q et de rayon R

Définition 9
Soient Q un point de l'espace #; et R un nombre réel positif. Lensemble des points M € 75 tel que

QM = R est appelée sphére de centre Q et de rayon R et on la note par S(Q,R) ou (S)

Interprétation 5. Si A et B deux points de la sphére
(S) tel que Q est le milieu du segment [AB] alors

[AB] est un diametre de la sphere (S).

Soit M (x,y,z) € (S) on pose Q(a,b,c)ona:

Me (S)= QM =R

=\ (x-a) (- bP+ (- =R

= (x—a)’+ (b +(—c) =R

Alors (S) : (x—a)*+ (y—b)*+ (z—c)* = R? l'équation cartésienne de la sphére (S) de centre (a,b,c) et

de rayon R

Propriéte 10

L'équation cartésienne d’'une sphére (S) de centre Q(a,b,c) et de rayon R > 0 est

(S) : (x—a)2+(y—b)2+(z—c)2:R2

Exemple 7. L'équation de la sphére (S) de centre Q(1,—2,3) est de rayon R =5 est :

Application 4. On considére la sphére (S) d’équation x> +y*> +z> —5x+y—T7z—25=0

(1) Ecrire l'équation de la sphére (S) sous forme (x—a)*+ (y—b)*+ (z—c)* =d




T & REF FFSFREm WSS wimhyyif T f e & RO WS T T Y S =8 T W W= Oerey’? /%7 T/

(2) Déduire le rayon R et le centre de la sphére (S)

| 2. Lensemble des points M c 7; verifiant AM -BM =0

Soient A et B deux points distinctes de l'espace 73 et I le milieu du segment [AB]. Soit (S) 'ensemble

des points M de 'espace tel queﬁ-ﬁfl =0

—
M(x,y,2) € %3 &AM -BM =0

o (A1 79) - (31 + ) =0
o (A1) - (A4 01) =0

_>
o _JA2+IM2 =0

S =TI = IM* = 1A = IM=IA
— — J o 1
Car BI = —AlI. Donc (S) est une sphere de centre 7 le milieu de [AB] et dont le rayon IA = EAB

Propriéte 11
Soient A et B deux points distinctes de l'espace. L'ensemble des points M (x,y, z) verifiant AM - BM =

0 est une sphere (S) dont le diamétre [AB] et dont l'équation cartésienne :

(x—xa)(x—xB)+(y—ya) y—yB) +(z2—24) (z—28) =0

Exemple 8. Soient A(1,3,-3) et B(5,—1,—3) deux points de l'espace et (S) l'ensemble des points M veri-

— .
fiant AM -BM = 0 alors (S) est une sphere de centre Q et de rayon R=1A:

AB RIS VR 42
Q(XA;XB>yA;yB,ZA;ZB)2(3,1,—3);IA:7:\/ AR _ V2 \Zf:z\/i

Donc )
(8) : (=3 + (= 1)+ (z+3)" = (2v2)

(S) : x> —6x+94+)y> —2y+1+22+62+9=8

(S) 1 x> +y*+22—6x—2y+6z+11=0

J|_3. Lensemble des points M € 75 vérifiant x* + y* + 2> — 2ax — 2by —2cz+d =0

Propriéte 12

Soient (S) 'ensemble des points M (x,y,z) de 'espace verifiant

(S) : X2 +y*+2%2—2ax—2by—2cz4+d =0
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tels que a,b,c et d des nombres réels. On pose § = a> +b> +c> —d Alors
(1) Si & >0 alors (S) est une sphére de centre Q(a,b,c) et de rayon R = /§
(2) Si 8 =0alors (S) = {Q(a,b,c)} est une point

(3) Si & <0 alors (S) = 0 aucun point vérifiant ()

Remarque 2 : Autre méthode

Pour 'équation de la forme :
Py fox+By+yz+d=0
2 2 2
(N (BN (N o Yiragraa
Onprend5_(_2> _(_2) _<_2> d_4(a +B2+1) —d
Exemple 9. Soit (S) l'ensemble des points M (x,y,z) dans l'espace tel que
(S) : X4+ +2—x—2y—3z—1=0

AlorsM € (S) = X +y* +22 —x—2y—3z-1=0

1 3
:>x2+y2—|—z2—2(§>x—2><(1)y—2(§>z—|—(—1)20
1 9 9
2 2 2
= 6=a"+b"+c" —d 21Ty (—1) 3

3

J 1 3
Alors (S) est une sphere de centre Q (5, 1, 5) et de rayon R=+/8 = 7

| 4. Représentation paramétrique d’une sphére dans l'espace 73

Propriété 13

Soient M (x,y,z) un point de l'espace est (S) une sphéere de centre Q(a,b,c) et de rayon R. Alors

(

x=a+Rsin(¢)cos(0)

M(x,y,z) € (S) < { y=b+Rsin(¢)sin() : 0,9€R

z=c+Rcos(9)

\

s'appelle représentation paramétrique de la sphére (S) dans l'espace

Exemple 10. Soit (S) la sphere d’équation carté-| et de rayon 1 donc

sienne x> +y> + 7> = 1. Alors (S) est de centre (0,0,0)
x=sin(¢)cos(0)

y=sin(¢)sin(#) : 0,0 €R
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est la representation parametrique de la sphere (S)
dans l'espace

J|_5. Positions relatives d'une sphére et un plan dans l'espace

Propriéteé 14

Soient (P) un plan et (S) une sphére de centre Q et de rayon R. Alors
(1) Sid(,(P)) <R alors le plan (P) coupe la sphére (S) suivant un cercle (C)
@ Sid(Q,(P)) =R alors le plan (P) est tangente a la sphere (S) selon on point

@ Sid(Q,(P)) > R alors le plan (P) ne coupe pas la sphére (S)

Remarque 3

Dans le cas ou d (Q,(P)) < R alors le plan (P) coupe la sphére (S) selon un cercle (C)

- Dont le rayon r = \/RZ —d(Q, (P))?

- Dont le centre H le projeté de Q sur le plan (P)

] _6. Positions relative d'une sphére et une droite dans l'espace

Propriété 15

Soient (S) une sphére de centre Q et de rayon R et (D) une droite dans 'espace. On pose H la
projection orthogonale du point Q sur la droite (D) Alors

(1) Si QH < R alors la droite (D) coupe la sphére (S) suivant deux point A et B

(2) Si QH =R alors la droite (D) est tangente a la sphére (S) au point H
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(3) Si QH > R alors la droite (D) ne coupe pas la sphére (5)

Remarque 4
La distance du point Q a la droite (d) est d((D),Q) = QH

Interprétation 7. Soit H la projection orthogonale du point Q sur la droite (D). Alors trois cas possibles

Se pressentes :

Dans 'espace rapporté a un repére orthonormé direct (0;7,},%), on consideére les points A(1,1,1),
B(—3,1,2),C(1,2,—1) et (S) 'ensemble des points M(x, y,z) vérifiant x2 +y? + 72 —4x — 8y + 127 +40 =
0

@ @ Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignées
[b] vérifier que 7 = 2i+ 16+ 8k est un vecteur normal au plan (ABC)
Déduire que 2x+ 16y + 8z —26 = 0 est I'équation du plan (ABC)

@ @ Montrer que (S) est une sphére de centre Q(2,4,—6) et de rayon R =4
[b] Déduire que la distance entre Q et le plan (ABC) est d(Q, (ABC)) = %
Déduire que (ABC) coupe (S) selon un cercle (T') de rayon R’ a calculer

@ Soit (D) la droite qui passe par Q est perpendiculaire au plan (ABC) :

@ Déterminer la représentation parameétrique de la droite (D)
[b] Déterminer le triplet (x,yn,zx) des coordonnées du centre de (I')

Déterminer 'équation cartésienne du plan (P) paralléle a (ABC) et tangente a (S)

Soient (S) une sphére de centre Q(3,—-2,1) tel que A(2,0,1) € (S)

(1) Déterminer l'équation cartésienne de la sphére (5)
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(2) Déduire le rayon de (S) puis déterminer son expression paramétrique
(3) Déterminer 'équation (P) le plan passant par B(1,1,1) et dont le vecteur normal QA
(4) Calculer la distance de Q au plan (P) en déduire la position relative de (S) par rapport a (P)

(5) Déterminer le triplet des cordonnées de H le projeté de Q sur le plan (P)

1 !ll. Produit vectoriel dans l'espace et ses applications

] 1. Orientations dans U'espace : triédre

Définition 10 : (Triédre)
Trois demi-droites [0X) , [OY) et [0Z) de méme origine O et non coplanaires determinant, dans

cet ordre un triedre que 'on note (0OX,0Y,0Z7) .

(1) Les demi-droites [0X), [0Y) et [0Z) sont

z
appelées les arétes du triedre (0OX,0Y,0Z)
(2) Les trois plan (XOY), (X0Z) et (YOZ) sont -
i, A
appelés les faces du triedre (0OX,0Y,0Z) /0 y

A s o
(3) Le triédre (01,0],07) détermine une x

base dans l'espace

. - 27 < - -2 - — - . .
Soit (0;i,j,k> un repére dans l'espace. Notonsi=0I, j=0J etk = OK. Dire orienter 'espace, c’est

distinguer les repéres "directs” de ceux qui sont pas direct ou "indirects”.

La régle du "Bonhomme d’Ampére nous permettant de déterminer le sens d’orientation d’un repére.

Définition 11: (Bonhomme d’Ampére)

Le Bonhomme d’Ampeére du triédre ([OX,[0Y,[0Z) est un personnage imaginaire porté sur l'axe
[OK), ses pieds sont a l'origine O et regarde vers l'axe [OI). Alors on a deux situations pour l'axe
[0J):

« Si l'axe [0J) se trouve a gauche de notre bonhomme, on dit que notre repére est direct ou
positif
« Si laxe [0J) se trouve a droite de notre bonhomme, on dit que notre repére est indirect ou

négatif
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Définition 12 : (Base direct)
On dit que la base (?,fjé) est directe si le repére (0;?,},%) est direct. Sinon on dit qu’elle est

indirect
C C
Droite Gauche Droite Gauche
o 77 p 5 % o
- J J =
l l
A A
Triedre direct Triedre direct
Remarque 5
Si la base (7, f,7€> est direct, alors A
- Les bases (%,7, ]) et (f,%,?‘) sont directes
= 23 2= T ? ;
+ Les bases <k,],z> et (;,z,k) sont indirectes

Lespace ¥; est orienté positivement lorsqu’il est muni d'un repére direct.

] _2. Produit vectoriel de deux vecteurs dans l'espace

Définition 13
Soient i et v deux vecteurs de ;3. Le produit vectoriel des vecteurs i et ¥, dans cet ordre, est le

vecteur qu’on note i AV qui vérifie :
@ Si i et ¥ sont colinéaire alors i A v =0 « Lanorme ||i@ A V|| = ||i]| x ||¥]| sin <L7T\7>
(2) Siiiet ¥ ne sont pas colinéaire alors

+ La vecteur (i#AV) est orthogonal a i

1
>
<!

etv

<!

* Le triedre (i,v,u A V) forme une base

i
Y

directe

Remarque 6

(1) Les deux vecteurs # et ¥ de l'espace sont colinéaires si et seulement si i A7 =0

(2) Les points A, B et C de l'espace sont alignés si, et seulement si ABAAC =0
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(3) Si ||| =||¥|| =1 alors le triédre (i,7,i A¥) détermine une base orthonormé dans l'espace

Application 5. (1) Soientii et v deux vecteurs de l'espace tels que: ||i|| =2 et ||¥]| = 5 et ii.¥ = 5 Calculons
|| A V|
(2) Dans le cube ABCDEFGH de coté est égale d 1 :

[a] Montrer que ABACD =0 et ACAEG = 0

|b| Déterminer les vecteurs ABAAD et BA A BC

Propriété 16 : (Interprétation géométrique du produit vectoriel)
Soient A, B et C trois point points non alignées dans 'espace. La norme du produit vectoriel de AB

et AC est égale a la surface du paralléelogramme de cotés [AB] et [AC]

Propriéte 17

Soit ii, v et w trois vecteurs l'espace, et & un nombre réel. Alors

 Antisymétrie : i NV = —V A i s V+w)ANid= (VAU + (WAU)

cANTV+w) = (UAV)+ (EAW) * () AN\V=uN(aV) = a (dNV)

| 3. Expression analytique du produit vectoriel dans l'espace

Propriéte 18

Soit (?;I?j;%) une base orthonormée de l'espace .
(1) Pour tout vecteur i (x,y,z) et V(x/,y/,z/) de l'espaceona:

UNV = i— j+ . k= (yz/—zy/> i— (le—zx/> f+ <xyl—yx')%
Z Z Z Z yy

(2) Le vecteur ii AV a pour coordonnées (yz/ — 2y X7 — 2K 3Ky —yx/>

B 4 Equation d’un plan formé par trois points non alignées

Propriéte 19
Soit A, B et C trois points non alignés de 'espace.

(1) Le vecteur ABAAC est normal au plan (ABC).

(2) Lensemble des points M(x;y;z) de l'espace tels que AM. (A73 AAHC> =0 est le plan (ABC)
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Application 6. Soit O, A, B et C des points de 'espace. Montrer que : ABAAC = OA A OB+ OB A OC+ OC A\ OA
Application 7. Soientii(1,—2,3) et v(3,1,—1) Déterminons les coordonnées du vecteur ii AV dans ['espace.
Application 8. Soit A(1,2,—1), B(2,—1,0) et C(0,—1,—2) trois points de ['espace ,Etablir équation carté-

sienne du plan (ABC).

J}_5. Applications : surface d’'un triangle ABC

Propriéte 20

Soient A, B et C trois points non-alignés de 'espace. Alors
(1) La norme du produit vectoriel de AB A AC est l'aire du parallélogramme formé par AB et AC

. . y < (I
(2) Laire du triangle ABC est égale a: S = §||AB NAC||

Application 9. Soit ABCD un parallélogramme tel que : AB = 6 et AD = 4 et BAD = % Calculer l'aire de
ABCD

J|_6. Applications : distance d'un point a une droite

Propriéte 21
Soit (D) une droite passant par le point A et dont
le vecteur directeur i. Alors pour tout M un point

de l'espace,ona:

||AM Al
a1 (p)) = A
ied
x = 1+t
Application 10. Calculer la distance de M(—1;0;1) d la droite (D) définiepar:< y = ¢ : teR
z = —1-2t
| _7 Applications : intersection de deux plans dans l'espace
Propriété 22
Soient () et (#') deux plans sécantes suivant
une droite (D) dans l'espace. Alors si .
(1) Le vecteur 7i est normal au plan (2) /.

(2) Le vecteur n’ est normal au plan (') G)

Alors le vecteurii =7 An’ est un vecteur directeur

de la droite (D)
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Application 11. Ftudier lintersection des plans () et (%) dans les cas suivants
(1) (P):x—y+2z+4=0et(P):x+y+z—1=0 | (2) (P):x—y=0et(P):x—z-2=0

Dans l'espace ¥5 muni d'un repére orthonormée (0,?’,}',%), on considére les points : A(0,1,1) et
B(—2,1,—1) et C(0,2,1) et M(x,y,z2)

@ [a] Calculer AM - BM

@ Deduire que 'ensemble des point M tel que AM -BM =3 est une sphere (S) de centre Q

et lerayon R

©) @ Déterminer les coordonnées du vecteur AB AAC en déduire que les point A, B et C ne

sont pas alignes

[b] Déterminer I'équation cartésienne du plan (ABC)
(3) Calculer D(Q,(ABC)) la distance entre le point Q et le plan (ABC)

(4) Déduire 'équation cartésienne du plan (ABC) et la sphére (S)

-

Dans l'espace #5 muni d'un repére orthonormée (O,i,f,% , on considérent les trois points :
A(2,—1,1) et B(2,3,—1) et C(1,1,—1) etleplan (P):x+y—3=0

(1) [a] Montrer que ABNAC = 474 2]+ 4%
[b] Déduire la distance entre A et la droite (BC)
(2) Déterminer les coordonnées du point H le projeté de A sur la droite (BC)

(3) Donner la représentation paramétrique de la sphére () définie par son diamétre [AH]|
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