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 حساب التكاملي ال
I−  متصلة على مجال مغلق دالة تكامل : 

 : نشاط (1

 . Iعلى المجال   fدالتين أصليتين للدالة   Gو   Fولتكن   Iعلى مجال دالة متصلة  f لتكن 

)  لدينا : Iالمجال   من  bو   aه لكل عددين  بين أن ) ( ) ( ) ( )F b F a G b G a− = − 

 ملاحظة : 

)العدد   ) ( )F b F a−   غير مرتبط باختيار الدالة الأصليةF   للدالةf  علىI . 

 :  تعريف (2

 . I  عددين من  bو  a و Iعلى المجال   fدالة أصلية للدالة   Fولتكن   Iدالة متصلة على مجال  fلتكن 

)العدد   ) ( )F b F a−  الدالة   تكامليسمىf  منa   إلىb   ويرمز له بالرمزf ( )
b

a
x dx بالرمز : أو  ( )

b

a
F x  

   ونكتب : f ( ) ( ) ( ) ( )
b b

aa
x dx F x F b F a= = − 

 : أمثلة (3

:    أحسب التكاملات التالية  
2

2

1
x dx      و

1

1e

dt
t

و         
0

cos d


         و
1

0

xe dx 

 ملاحظة : 

 المجالالمعرفة على  Fالدالة العددية   ;a b   بـ( ) f ( )
x

a
F x t dt=   لة الأصلية لـ هي الداf   التي تنعدم فيa . 

 خاصيات :  (4

 :  أساسية خاصية

 :  لدينا  عددا حقيقيا ،   kو  Iمن أعداد   cو   bو  a   و Iدالتين متصلتين على مجال   gو  fلتكن 

f ( ) 0
a

a
x dx =                وf ( ) f ( )

b a

a b
x dx x dx= −       

  f ( ) f ( ) f ( )
b c b

a a c
x dx x dx x dx= +       ) علاقة شال ( 

 ( )f ( ) ( ) f ( ) ( )
b b b

a a a
x g x dx x dx g x dx+ = +     و .f ( ) . f ( )

b b

a a
k x dx k x dx=    ) خطية التكامل ( 

 : تمرين تطبيقي

:   التكاملاتأحسب 
4

2
I x dx

−
=          2و

0

cos

1 sin
J d







=
+         و   

24

0
cos ( )K x dx



=   . 

fالهندسي للعدد  التأويل  (5 ( )
b

a
x dx : 

 خاصية مقبولة : 

)المستوى منسوب إلى معلم متعامد   ; ; )o i j   إذا كانت ،f  

على مجال   متصلة وموجبةدالة  ;a b  (a b  فإن العدد ) 

f ( )
b

a
A x dx=  الحيز  هو مساحةf   المحصور بين منحنى

والمستقيمين الذين معادلتيهما هما   ومحور الأفاصيل  fالدالة  

x a=  وx b=   بوحدة قياس المساحة( . )u a 

 تمرين تطبيقي :

)المستوى منسوب إلى معلم متعامد   ); ;o i j   : 2بحيثi cm=  3وj cm= ، 

:    المعرفة كما يلي f  نعتبر الدالة 
1

x
x

ومحور  fمساحة الحيز المحصور بين منحنى الدالة   Aأحسب  ،   

1x    :الأفاصيل والمستقيمين الذين معادلتيهما هما   x   و    = e= . 
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i:    تساويوحدة قياس المساحة   j 
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II−  : تقنيات حساب التكامل 

 دالة الأصلية : الاستعمال المباشر لل  (1

 أمثلة : 

     أحسب التكاملات :
2

21

dx
I

x
=        2و

0

cos

1 sin

t
J dt

t



=
+

         و
1

ln( )e x
K dx

x
=  

 استعمال المكاملة بالأجزاء : (2

 نشاط :

تين للاشتقاق على مجال  دالتين قابل  vو  uلتكن  ;a b   بحيث'u   و'v  متصلتين على ;a b. 

f نضع( 1 ( ) ( ) ( )x u x v x=  لكلx  من ;a b سب  ، أحf '( )x. 

( استنتج أن :  2 '( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '( )
b bb

aa a
u x v x dx u x v x u x v x dx= −  

 :  خاصية

دالتين قابلتين للاشتقاق على مجال    vو  uلتكن  ;a b   بحيث'u   و'v  متصلتين على ;a b ، 

           لدينا : '( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '( )
b bb

aa a
u x v x dx u x v x u x v x dx= −  

 أمثلة : 

أحسب التكاملات :  باستعمال مكاملة بالأجزاء 
0

cosI x xdx


=      و
1

0

xJ xe dx=      و 
1

ln
e

K tdt=  

III−   الترتيب: والتكامل 

 خاصيات :  (1

دالتين متصلتين على مجال    gو  fلتكن  ;a b  : لدينا ، 

fإذا كان   0  على ;a b  : فإنf ( ) 0
b

a
x dx  

fإذا كان   g  على ;a b  : فإنf ( ) ( )
b b

a a
x dx g x dx  

 تمرين تطبيقي :

بين أن :   ( 1
2

1 1 1
1 :x

x x x
        

 . ln2استنتج تأطيرا للعدد  ( 2

على مجال    لدالة متصلة القيمة المتوسطة (2 ;a b  : 

دالة متصلة على مجال   fتكن ل ;a b   حيثa b ، 

M  وm  لدالة  لعلى التوالي القيمة القصوى والقيمة الدنياf  على ;a b. 

( بين أن :  1
1

f ( )
b

a
m x dx M

b a
 

−  

من    c( استنتج أنه يوجد على الأقل عددا  2 ;a b   يحقق
1

f ( ) f ( )
b

a
c x dx

b a
=

−  

 تعريف وخاصية :

دالة متصلة على مجال   fلتكن  ;a b   حيثa b ، 

العدد  -
1

f ( )
b

a
x dx

b a
 =

−   للدالة   القيمة المتوسطةيسمىf  على المجال ;a b. 

من    cيوجد على الأقل عددا  - ;a b    بحيثf ( )c = . 

 مثال :

على  fحدد القيمة المتوسطة للدالة   1;1−   : حيث
2f ( ) 4 3x x= − . 
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IV−  يالتكاملتطبيقات الحساب  : 

 حساب المساحات الهندسية :  (1

 ومحور الأفاصيل :  f متصلة أ( حالة حيز محصور بين منحنى دالة

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

f    دالة موجبة على ;a c لبة علىوسا   ;c b    حيثa c b   : 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 : gو  fب( حالة حيز محصور بين منحنيي دالتين متصلتين 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

f( )C    فوق( )gC  على ;a c وf( )C    تحت( )gC   على ;c b    حيثa c b   : 
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f    دالة سالبة على مجال ;a b : 

 

f  الة موجبة على مجال  د ;a b : 

 

fهي  الملونمساحة الحيز  ( )
b

a
A x dx=  

 بوحدة قياس المساحة . 

 
 

fهي  الملونمساحة الحيز  ( )
b

a
A x dx= − 

 بوحدة قياس المساحة . 
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  : هيبوحدة قياس المساحة  الملونمساحة الحيز 

f ( ) f ( )
c b

a c
A x dx x dx= + −   

 بصفة عامة : 

على متصلة  fمساحة الحيز المحصور بين منحنى دالة  

مجال ;a b   ومحور الأفاصيل والمستقيمينx a=  

xو  b=  هي :f ( )
b

a
A x dx=   . بوحدة قياس المساحة 

f( )C    فوق( )gC ى مجال  عل ;a b : 

 

f( )C    تحت( )gC   على مجال ;a b : 
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بوحدة قياس المساحة هي   الملونمساحة الحيز 

( )f ( ) ( )
b

a
A x g x dx= −. 

 

بوحدة قياس المساحة هي   الملونمساحة الحيز 

( )( ) f ( )
b

a
A g x x dx= −. 
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دة قياس المساحة هي  بوح الملونمساحة الحيز 

( ) ( )f ( ) ( ) ( ) f ( )
c b

a c
A x g x dx g x x dx= − + −  

 بصفة عامة : 

تين  متصل gو   f  تيندال   مساحة الحيز المحصور بين منحنيي

على مجال ;a b   والمستقيمينx a=   وx b=  هي:  

f ( ) ( )
b

a
A x g x dx= −  . بوحدة قياس المساحة 
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 مثال :

)المستوى منسوب إلى معلم متعامد   ); ;o i j   8حيثi cm= 6وj cm= ، لتكن f  وg تين المعرفتين دالال

المجال  على  0;+ : 2    بما يليf ( )x x=    و
1

( )g x
x

والمستقيمين :    =
1

( ) :
2

D x )  و  = ) : 2x =. 

)fحيز المحصور بين هندسية لل مساحة الال بين أن )C و( )gC  : والمستقيمين( )D  و  ( )  : 298هيcm . 

 ( حساب حجم مجسم الدوران :2

 تعريف : 

)  معلم متعامد الفضاء منسوب إلى ); ; ;o i j k . 

على مجال   متصلة وموجبةدالة  fلتكن  ;a b  ، 

)fو )C   منحناها في المعلم( ); ;o i j . 

)fإذا دار    )C  حول المحور( );o i  شكلا يسمى  دورة كاملة فإنه يولد

)f دورانمجسم  )C  حول المحور( );o i. 

 خاصية : 

)ممنظم   الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ); ; ;o i j k وf  على مجال  متصلة وموجبةدالة ;a b 

)fو )C منحناها في المعلم( ); ;o i j . 

)fحجم مجسم الدوران الذي يولده دوران  )C  : حول محور الأفاصيل هو( )
2

f ( )
b

a
V x dx=   

 مثال :

)م م  فضاء منسوب إلى معلم ال ); ; ;o i j k  لتكن ،f  الدالة المعرفة على المجال 0;1  : بما يلي  f ( ) xx e=  . 

)fأحسب حجم مجسم الدوران الذي يولده دوران  )C ور الأفاصيل .حول مح 
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