C Rappel de Cours X Exercices Corrigés XProblémes de Synthése)

r—CProbléme 01)

On considére la fonction numérique F' définie sur[0; 1] par :

L by, n(EE Ry _
F(z)= e T z€]0;1]
F0)=1
. 1 1
@ Soitz €[0; 1]. Montrer que: (Vt<[0;z]) < =Sl

142z 142t
@ Soitz]0;1].

a) Montrer : F(a:)x22/ lJthdt d
0

b) Montrer :

1 +1 o7 < F(z) <1 puis en déduire que la fonction F' est continue a droite en0.

(® En utilisant une intégration par parties, montrer que :

ey S R ( G >2dt
’ o 14+2t 1+4+2g o \1+2¢t

@ Soitz<]0;1].

4 fof &t \?
. ! ke e
a) Montrer que: F'(z) :1:3/0 <1+2t> dt .
b) Montrer que: — 4 <F(z)<- LS .
3 3(1+2z)°
c) En appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonction F' sur [0;z] , montrer que :
4_F@-FO __ 4
3 x 3(1+2z)

d) En déduire que la fonction F est dérivable a droite en 0 et déterminer F'; (0).

562



~— Probléme 02 )

Premiére Partie :

On considére la fonction numérique g définie par: g(z)=In (x —1++z?—2z+ 2) .

- -

On désigne par (6,) la courbe représentative de la fonction g dans un repére orthonormé (O; i,7).

® a) Déterminer D, ’ensemble de définition de la fonction g.
b) Veérifier que le pointQ2(1; 0) est un centre de symétrie de la courbe (€,).
@ a) Etudier les branches infinies de la courbe (€ ,).
b) Etudier les variations de la fonction g.
c) Construire la courbe (€6 ,).
®) Calculer laire A du domaine plan délimité par la courbe (6 ,) et les droites d’équations cartésiennes
y=0,z=0et z=1.

Deuxiéme Partie :

z+1
Soit f et F' les fonctions numériques définies par: f(t)=1/t>—2t+2 et F(z)= / f)dt .

(® Montrer que la fonction F' est définie sur R .
@ Montrer que la fonction F est dérivable sur R puis calculer F’ (z) pour toutz € R.

(® Vérifier que la fonction F”’ est impaire et en déduire que la fonction F est paire.

@ a) Montrer que: (Vze]l; +ool) :vf1<f(x)<xf1+% n

b) En déduire que: (Vze€]1; + ool) 2:5$F(x)§2x+1n<1+i> )

¢) Calculer lim F(z).

z— 400
t—1°

[10) dt .

2
(® On veut calculer F'(0) ; pour cela, on considére I'intégrale : I = /
0

a) Calculer F(0)— I .

b) En utilisant une intégration par parties sur I, calculer F(0)+ I .

c) En déduire la valeur du nombre F'(0).
® a)

b) Etudier les variations de la fonction f .

Etudier les branches infinies de la courbe (€ ) de la fonction F'.

c) Tracer la courbe (€ ;) dans le repére (O; i, f) !




~— Probléme 03 )

Premiére Partie :

On considére la fonction numérique f définie sur ]0; + oo[ par: f(z)=- L .

N
On note (€) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O; i, ;) avec : || I || —lcm..

@ Calculer lim f (z)et lim f(z)puis interpréter géométriquement les résultats obtenus.
z—0 r— +o00

@ Calculer f'(z)pour toutz €]0; + oo[ puis dresser le tableau de variations de la fonction f .
® Pour toutn € N*, on considére la fonction numérique g, définie sur ]0; 1[ par: g, (z)= f(z) —z".
a) Montrer que la fonction g, est strictement décroissante sur 'intervalle ]0; 1[.
b) En déduire qu'’il existe un réel unique «,, de 'intervalle ]0; 1[ tel que : f(a,,) = ()" .
¢) Montrer que pour toutn € N* : g, (o, 1) <O .
d) Montrer que la suite () ,, - , est strictement croissante puis en déduire qu’elle est convergente.

® Onpose: £ = liIP Qy, .

a) Vérifierque: 0<oy</{<1.

1 o In(-Inz) :

b) Vérifier que pour toutn € N* : h(a,)=n ou h(z)=- o T

c) Montrer que: /=1 .
d) En déduire que : lirf (a,)"=0.

Deuxiéme Partie :

1
@ a) Etudier le signe de I'intégrale / f(#)dt pour toutze]0; +oof .
b) En utilisant une intégration par parties, montrer que pour toutz €]0; +oof :

/1f(t)dt =4—4y/z +2V/zlnz

c) En déduire, en cm?, l'aire du domaine plan délimité par la courbe (€, I’axe des abscisses

et les droites d’équationsz =1letz =e”.
1 ¢ k
Pour tout “,onpose: U, = — — .
©) neN P - ;:1 i <n>

a) Montrer que sik et n sont deux entiers naturelstelsque: n=2 et 1<k<n—1, alors:
1, (k+1\_ [+ 1, (k
— < " S —
()< [ roa < 2p(E)

b) Montrer que: (VneN") /1f(t)dt$un$/1f(t)dt+if(71l>_

c) En déduire que : lim w,=4 .

n— +oo




~— Probléme 04 )

Premiére Partie :

On considére la fonction numérique f définie par: f(z)=01+z)e > .

-

On désigne par (€) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O; i,7).
(@ a) Calculer lirf f(z) et lim f (z) .

b) Etudier les branches infinies de la courbe (€).
@ Etudier les variations de la fonction f .
® a) Etudier la concavité de la courbe (€,).

b) Tracer la courbe (6;).

Deuxiéme Partie :

Soitn € N*. On désigne par A, 'aire du domaine plan délimité par la courbe (6;), les axes du repére
et la droite d’équationz =n.

(D Calculer A, en fonction den .

@ Calculer lim A,.

n— +o0o

Troisiéme Partie :

1
Pour toutn € N*, on pose : u, = n/ (f(z))"dz .
0
(© En utilisant le changement de variablet = nz , montrer que : wu, = / <1 o Z) e ?dt .
0

@ a) Montrer que: (Vue(l;2]) 2—u<

Sl
U

2
b) En déduire que: (Vz€[0;n]) xgngnln<1+z>§x )

® a) Montrer que: (VneN") u, S/ e “dx .
0

,# Yn
b) Montrer que: (VneN") e *" e “dr <u, .
0

¢) En déduire que la suite (u,) , -, est convergente puis déterminer sa limite.

@ Soitac]0;1].

a) Montrer que pour toutn € N* : /ln(f(x))"dx <n(l—a)(fla))".

a

1
b) En déduire que : lirf /n(f(a:))"dxo.

c) Calculer lirf / n(f(x))"dz.
n— oo 0




—(_Probléme 05 )

Premiére Partie :

Bl —bd —1—3
lculer lim ———— édui -
(@ Calculer }gr(l) e et en déduire que : £1£% RGEYS =0
= 2
@ Pourtoutz € R, on pose: I(z)= / e e'dt .

a) Sans calculer I (z), montrer que :

|

xi;e””} et [(Va:ER ) H(z)|< |$6| ]

2

b) En utilisant deux fois la formule d’intégration par parties, montrer que: I (z)=e” —1— 1z — 5
—1—z 1 A
¢) En utilisant ce qui précede, montrer que : lim & P et en déduire que :
z—0 T

limieziliz i
csozln(l+z) 2

@ Soit fla fonction numérique définie sur R* par: f(z)=e’In(1+z)—z .
a) Montrer que pour toutz€ R* : e*=1+z .
b) Etudier les variations de la fonction f .
¢) En déduire que pour toutze R* : f(z)=0 .

Deuxi¢me Partie :

On consideére la fonction numérique F' définie sur R" par :

e’ 1 _
F(x)/1+zhr1:‘,dt siz>0
F0)=0

e i A=
(® Montrer que pour toutz € R}, : T

O

@ Montrer que la fonction F est dérivable a droite en0.

. v ; f(@)
* - , e
® Montrer que la fonction F est dérivable sur R et que: (VzeRY) F'(x) sIn(l+ )

@ a) Calculer hm F(x).

r— + oo

b) Etudier les variations de la fonction F'.

-




r—(Probléme 07)

Premiére Partie :

ez - efz x + efz

: c - i €
Soit s et c les fonctions numériques définies sur R par: s(z)= et c(z)= 5

2
On note (6,) et (€.)les courbes représentatives respectives de s et c dans un repére orthonormé (O; i, f) .
(D a) Montrer que la fonction s est impaire et la fonction c est paire.

b) Montrer que: (Vz€R) c?(z)—s*(z)=1 .
@ Etudier les branches infinies de chacune des courbes (€,) et (€.).
@ a) Etudier les variations de chacune des fonctionssetc.

b) Tracer les courbes (€,) et (€.) dans un méme repére.
@ a) Vérifier que: (VzeR) c(2z)=2c*(z)—1 .

b) Calculer le volume du solide engendré par la rotation de la courbe (€ ,) autour de I'axe

des abscisses sur 'intervalle [0; 1] un tour complet.

(® Montrer que la fonction sadmet une fonction réciproque s~ ' définie sur R puis donner expression

des ' (z) pour toutz € R.

Deuxiéme Partie :

1
1
En utilisant le changement de variable z = s(¢), calculer I'intégrale : I = / ——dz .
® 8 (t) 8 S

1
@ En utilisant une intégration par parties, calculer 'intégrale : J = / In (az +v1+ zz)dx g
0

Troisi¢éme Partie :
Soit fla fonction numérique définie sur R par: f(z)=1n (a: S/ ALEE xz) ’

On consideére les suites numériques(u,) -, et(v,) -, définies pour toutn € N* par :

n

1 " 1
u":ZnJrk & ””kzlf<n+k>

k=1

(O Montrer que la suite(u,) -, est convergente et que sa limite estIn2.
2
(2 a) Montrer que pour toutt€ R} : 1— % <flt)<1.

3
b) En déduire que pour toutte R} : ¢t — % <f(t)<t.

1 :
c) Montrer que pour toutne N* : u,(1— —5|<v, <wu, puis en déduire lim v,.
6n?

n— +oo

Quatri¢me Partie :

On considére la fonction numérique F' définie par :




F(a:)/h ft(Qt) dt si z#0

F(0)= lnz 2
(® Vérifier que 'ensemble de définition de F' est D, = R puis montrer que la fonction F' est paire.
@ Montrer que: (VzeR}) - +1n2<F(x)<ln2 y

(3 a) Vérifier que la fonction F est continue en(.

b) Etudier la dérivabilité de la fonction F en 0.

fQ@x)

@ a) Montrer que: (Vz€R}) f(ac) <F(z)< =

b) En déduire la nature de la branche infinie de la courbe (6 ) de F' au voisinage de + co.

f@x)—2f(z)
22 )

b) En utilisant la monotonie de la fonction f', montrer que: (VzeR}) f(2z)—2f(z)<0 .

(® a) Montrer que la fonction F est dérivable sur R et que: (VzeR}) F'(z)=

¢) Dresser le tableau de variations de la fonction F'sur R .

® Construire la courbe (6 ;) dans un repére orthonormé (0'; 4, v).




