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In() _ . In(ns,)
Mont: : =1+ .
i 1 0 Nonrge 1) _, it
Calculer les limites suivantes : ) In(n) nay,
. 2 — - x l) (b) En déduire que : lem = 1, puis que : Emm .
1. XLHFOO (x* - In(V=x)) 4, XLHPM —ln(x ey 7. xgmmxln( +oo In(by,) n—>+co In(n)
2
2. lim M 5. lim <i2 - ln(x)> 8 lim In’ (x) 5. Pour tout n de N*, on pose : S, = Z a.
x—>+00 Jx x=0" Ay T x>0 x k=1
_ x+In(x) 6. lim (ln(x +1)- L) o lim x(In(x) — 1)2 In(n) In (In(b,))
3. lim 22X/ L A - lim x(In(x) - 1) Mont . _ n
Jim, In(x) x—1* x+1 Py (a) Montrer que ) n,)
o . In(n) : na,
(b) En déduire que : nll)lllm m = 1, puis calculer : nBr-{l:loo ()’
ne)
x =1 Exercice 5
Soit f la fonction numérique définie par : ()= -1’ -
f=2
1 I . 1 () -InG) 1
1. Déterminer 'ensemble de définition de f. 1. Montrer, pour tous réels x et y de ]0; +oo| tels que x < y,que: — < ——— < —
y y—x x
2. Mont t ti 1.
ontrer que f est continue en 2. En déduire que : (Yvn € N*) In(n+ 1) —In(n) < l
In(z + 1) 1 n
3. (a) Montrer que : (Vt €] — 1;0[) (3c €]t; 0[) = 2( ey "
¢ . 1
(b) En déduire que f est dérivable a gauche en 1. 3. Montrer que : "1_13_100 Z k =+

k=1
t3

2
t
4. (a) Montrer que : (Vt €]0; +o0 t——<lnt+1 <t——+—.
(@) q ( I D 2 ( ) 2 3 Exercice 6

(b) En déduire que f est dérivable a droite en 1.
Soit n € ]N et a € R} . On considére la fonction numérique f, définie sur l'intervalle ]0;+oo[ par :

P

Soit n € IN*.

. * ! . =
1. Montrer que I’équation x In(x) = n admet une unique solution, notée «, , dans 'intervalle ]1;+oco[ . 1. Montrer que: (Yn € N)  (3lx; €]0; +oof) o) =0.

- . 1 1
2. Justifier que: (Vn>3) > 1 r(z ;- 2. (a) Etablir que : (Vt €]0; +oo[) —1 <In(t + 1) —In() < =
n(n
3. En déduire lim a, . (b) En déduire que: (V\neN*) a— — <In (1 + 2—”) <a- .
n—>+co n Xp X, +2n
. . X
4. Montrer que : hm oo 0, puis que: li In(es,) = 3. Montrer que : nl_lﬂlm X, = +oo , puis calculer Ll)l’llm 7" .
St n—+oo In(n)

. Exercice 7
Exercice 4

Soitn € IN*. On considére la fonction numérique f,, définie sur 'intervalle ]0; +oo[ par: f,(x) = nx+In(x) Soit n €N telque n>3.

. On considere la fonction f, définie sur I'intervalle ]0;+oo[ par: f,(x) = x —nln(x)
1. Montrer que : (Vn € N*) (3la, €]0;+[)  fi(a,) = 0. . . . ; S .
On note (C,) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i,f) d’unité 1cm.
2. (a) Montrer que : (Vn € N*)  f,,,(a,) > 0. ) ) )
1. Montrer que I’équation f,(x) = 0 admet exactement deux solutions x, et 7y, , dans 'intervalle
(b) En déduire que la suite (a,) est décroissante, puis qu’elle est convergente. .
]0; 400[ , vérifiant : 0 < x, <n<y,.

. Etabli : > 1<1 .
3. (a) Etablir que : (Vx > 3) <In(x) <x 2. (a) Montrer que: (Vn>3) 1<x,<e.

1 1
b) En dédui :(Vn>3) -<a,<—.
(b) En déduire que:: (Vn > 3) n Jn (b) Vérifier que: (Vn>3) fu(x,401)>0.
(c) Calculer nl—1>r-{loo tn> PUIS nl—1>Too "n: (c) En déduire que la suite (x,) est décroissante, puis qu’elle est convergente.
1
4. Pour tout n de IN*, on pose : b, = l (d) Calculer lim x,, puis justifier que: lim w =
a, n—+oo n—+o0o Xy — 1
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3. (a) Justifier que: nl—i>r-Poo Yo = +00.
(b) Montrer que: (Vn>3) nln(n) <y, .
(c) Etablir que : (Yt €]1;+00[) 2In(t) <t.
(d) Déterminer le signe de f,(2nln(n)) pour tout n>3.
(e) En déduire que : nln(n) < y, < 2nln(n) .

1
(f) Montrer que : lim nOn) =

n—teo In(n)
n

Soit (u,) la suite numérique définie sur IN* par: u, = -
n!

1. Vérifier que : (Vn € N¥) ln<@> =nln (1 + l) .
™ n

2. (a) Etablir que: (Vt €]0;+o0[) ¢— ; <In(t+1)<t.
151
(b) En déduire que : (Vn > 2) n—l—EkZ:;E<ln(u,,)<n—l.
3. (a) Etablir que : (Vt €]0;+oo) t-k% <In(t+1)-1In(t) < % .
(b) En déduire que : (Vt €]1;+o0[) In(t+1)—In(t) < % <In(t)—In(t—1).

(c) Montrer alors que: (Vn>2) n— % - %ln(n -1 <In(w,)<n-1.
4. Calculer lim (_u,,) ,puis lim u, .
n—-+oo n n—+oo

n
5. Pour tout n de IN*, onpose: v, = — .

P "
(a) Exprimer v, en fonction de u, pour tout n de IN*.

(b) Montrer que : hT v, =e.
n—-+0o0

Exercice 9

I. Soit g la fonction numérique définie sur I'intervalle | — 1;+oo[ par: g(x) = In(x + 1) — arctan(x)

On note (Cg) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,Zf) d’unité 1cm.
1. Calculer lim g(x) , puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
x—>—1

2. (a) Calculer lim g(x).
X—+0oo
(b) Montrer que la courbe (Cy) présente une branche parabolique au voisinage de +oo, dont on

précisera la direction.

3. Etudier la branche infinie de la courbe (Cg) au voisinage de +oo.

x(x—1)
(x+1)x2+1)
(b) En déduire le sens de variations de g sur | — 1;+oo .

4. (a) Montrer que: (Vx €] — 1;+o0[) g'(x) =

(c) Dresser le tableau de variations de g sur ] —1;+oo[ .
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5. (a) Montrer qu’il existe un unique réel ¢ de ]2;3[ tel que: g(c)=0.
(b) En déduire le signe de g sur ] — 1;+oo[ .
6. Tracer, 4 main levée, la courbe (Cg) dans le repére (O,Zf) .
II. Soit n un nombre entier naturel non nul :
1. Montrer que '’équation g(x) = n admet une unique solution, notée «, , dansl'intervalle |—1;+oo[ .
2. Justifier que : (Vn € N*) €"—1< q,, puis déduire nLi)Tw a, -

a, +1

3. (a) Montrer que : (Vn € N¥) ln( > = arctan(a,) .

(b) En déduire lim 2.

n—+oo et
uy € [0;¢]
III. On considére la suite numérique (u,) définie par :
Upy1 =ty + 8(Uy), n 20
1. (a) Etablir que: (Vx € [0;+00[) arctan(x) < x .
(b) En déduire que : (Vx € [0;+00[) x+g(x)>0.
2. Montrerque: (YneN) 0<u,<c.

3. Montrer que la suite (u,) est décroissante, puis qu’elle est convergente.

4. Déterminer la limite de la suite (u,) .

L. Soit ¢ la fonction numérique définie sur I'intervalle [0;+oo[ par: @(t) = In(1 +t) —Vt

13
1. Montrer que : (Vt €]0;+c[) (3c €]0;¢[) @ = —m .
t
2. En déduire que : (Vt €]0;+o0[) - 1 < w < 1 .
2t 2(1 + )
+1In(1 -
3. Montrer que: (Vx €] —0;0[) - % <X I;(2 x) _2(11—x) .
L. . x+In(1-x) 1
4. En déduire que: lim ———— = ——.
x—0~ x2 2
f0) =1
IL. Soit f lafonction numérique définie sur I'intervalle I =]—o0;0] par: x
fx)= ————— ,x<0

(1-x)In(1-x)
On note (%) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i,f) d’unité 1cm.

1. Etudier la branche infinie de la courbe (&) au voisinage de —oo .
2. Montrer que f est continue a droite en 0.

fu0) =3

3. (a) Montrer que f est dérivable sur I, et que: Fx) = x+1In(1—x) <0
—_—
((1 ~x)In(1— x))

(b) En déduire que f est strictement croissante sur I .
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4. Tracer, a main levée, la courbe (&) dans le repére (O,ZB .
5. Soit n un nombre entier naturel non nul :
(a) Montrer que I'équation f(x) = % admet une unique solution, notée x;, , dans l'intervalle I .
(b) Etablir que: (Vn € N*) In(1+n)< g .
(c) En déduire que: (Vvn e N*) x,<-n.
(d) Calculer nlirfw X, -
uy <0
Upt1 :f(un) ,nz0

1. Montrer que I'’équation f(x) = x admet une seule solution, notée «, dans l'intervalle | —co;0[ .

III. On considére la suite numérique (u,) définie par :

2. (a) Etablir que: (Vt €]1;+00[) tln(t) >t—1.

(b) En déduire que : (Vx €] —o0;0[) |f'(x)| < % .
3. Montrer que: (VneN) u,<0.
4. Montrer que: (Vn € N) |y, —a| < %|u,, —al.

5. En déduire que la suite (u,) est convergente et préciser sa limite.



