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Exercice 1Exercice 1

Calculer les limites suivantes :
1. lim𝑥→−∞ (𝑥2 − ln(√−𝑥))

2. lim𝑥→+∞
ln(𝑥2 + 𝑥 + 1)

√𝑥
3. lim

𝑥→0+
𝑥 + ln(𝑥)
𝑥 − ln(𝑥)

4. lim𝑥→+∞
𝑥2

ln(𝑥 + 1)
5. lim

𝑥→0+ (
1
𝑥2 − ln(𝑥))

6. lim
𝑥→−1+ (ln(𝑥 + 1) − 𝑥

𝑥 + 1)

7. lim𝑥→+∞ 𝑥 ln (1 + 1
𝑥 )

8. lim𝑥→+∞
ln3(𝑥)
𝑥

9. lim
𝑥→0+

𝑥 (ln(𝑥) − 1)2

Exercice 2Exercice 2

Soit 𝑓 la fonction numérique définie par : {𝑓 (𝑥) =
ln(𝑥2)
𝑥 − 1 , 𝑥 ≠ 1

𝑓 (1) = 2
1. Déterminer l’ensemble de définition de 𝑓 .
2. Montrer que 𝑓 est continue en 1.

3. (a) Montrer que : (∀𝑡 ∈] − 1; 0[) (∃𝑐 ∈]𝑡; 0[) ln(𝑡 + 1) − 𝑡
𝑡2 = − 1

2(𝑐 + 1) .
(b) En déduire que 𝑓 est dérivable à gauche en 1.

4. (a) Montrer que : (∀𝑡 ∈]0; +∞[) 𝑡 − 𝑡2
2 ≤ ln(𝑡 + 1) ≤ 𝑡 − 𝑡2

2 + 𝑡3
3 .

(b) En déduire que 𝑓 est dérivable à droite en 1.

Exercice 3Exercice 3

Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ .

1. Montrer que l’équation 𝑥 ln(𝑥) = 𝑛 admet une unique solution, notée 𝛼𝑛 , dans l’intervalle ]1; +∞[ .
2. Justifier que : (∀𝑛 ≥ 3) 𝛼𝑛 ≥ 𝑛

ln(𝑛) .
3. En déduire lim𝑛→+∞ 𝛼𝑛 .

4. Montrer que : lim𝑛→+∞
𝛼𝑛
𝑛 = 0 , puis que : lim𝑛→+∞

ln(𝛼𝑛)
ln(𝑛) = 0 .

Exercice 4Exercice 4

Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. On considère la fonction numérique 𝑓𝑛 définie sur l’intervalle ]0; +∞[ par : 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑛𝑥 + ln(𝑥)
1. Montrer que : (∀𝑛 ∈ ℕ∗) (∃!𝑎𝑛 ∈]0; +∞[) 𝑓𝑛(𝑎𝑛) = 0.
2. (a) Montrer que : (∀𝑛 ∈ ℕ∗) 𝑓𝑛+1(𝑎𝑛) > 0.

(b) En déduire que la suite (𝑎𝑛) est décroissante, puis qu’elle est convergente.
3. (a) Établir que : (∀𝑥 ≥ 3) 1 < ln(𝑥) < 𝑥 .

(b) En déduire que : (∀𝑛 ≥ 3) 1
𝑛 < 𝑎𝑛 < 1

√𝑛
.

(c) Calculer lim𝑛→+∞ 𝑎𝑛, puis lim𝑛→+∞ 𝑛𝑎𝑛.

4. Pour tout 𝑛 de ℕ∗, on pose : 𝑏𝑛 = 1
𝑎𝑛
.
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(a) Montrer que : ln(𝑛)
ln(𝑏𝑛)

= 1 + ln (ln(𝑏𝑛))
ln(𝑏𝑛)

.

(b) En déduire que : lim𝑛→+∞
ln(𝑛)
ln(𝑏𝑛)

= 1, puis que : lim𝑛→+∞
𝑛𝑎𝑛
ln(𝑛) .

5. Pour tout 𝑛 de ℕ∗, on pose : 𝑆𝑛 =
𝑛
∑
𝑘=1

𝑎𝑘 .

(a) Montrer que : ln(𝑛)
ln(𝑏𝑛)

= 1 + ln (ln(𝑏𝑛))
ln(𝑏𝑛)

.

(b) En déduire que : lim𝑛→+∞
ln(𝑛)
ln(𝑏𝑛)

= 1, puis calculer : lim𝑛→+∞
𝑛𝑎𝑛
ln(𝑛) .

Exercice 5Exercice 5

1. Montrer, pour tous réels 𝑥 et 𝑦 de ]0; +∞[ tels que 𝑥 < 𝑦 , que : 1
𝑦 ≤ ln(𝑦) − ln(𝑥)

𝑦 − 𝑥 ≤ 1
𝑥

2. En déduire que : (∀𝑛 ∈ ℕ∗) ln(𝑛 + 1) − ln(𝑛) ≤ 1
𝑛 .

3. Montrer que : lim𝑛→+∞

𝑛
∑
𝑘=1

1
𝑘 = +∞.

Exercice 6Exercice 6

Soit 𝑛 ∈ ℕ et 𝑎 ∈ ℝ∗+ . On considère la fonction numérique 𝑓𝑛 définie sur l’intervalle ]0; +∞[ par :

𝑓𝑛(𝑥) =
2𝑛
∑
𝑘=0

1
𝑥 + 𝑘 − 𝑎

1. Montrer que : (∀𝑛 ∈ ℕ∗) (∃!𝑥𝑛 ∈]0; +∞[) 𝑓𝑛(𝑥𝑛) = 0 .
2. (a) Établir que : (∀𝑡 ∈]0; +∞[) 1

𝑡 + 1 < ln(𝑡 + 1) − ln(𝑡) < 1
𝑡 .

(b) En déduire que : (∀𝑛 ∈ ℕ∗) 𝑎 − 1
𝑥𝑛

< ln (1 + 2𝑛
𝑥𝑛

) < 𝑎 − 1
𝑥𝑛 + 2𝑛 .

3. Montrer que : lim𝑛→+∞ 𝑥𝑛 = +∞ , puis calculer lim𝑛→+∞
𝑥𝑛
𝑛 .

Exercice 7Exercice 7

Soit 𝑛 ∈ ℕ tel que 𝑛 ≥ 3 .
On considère la fonction 𝑓𝑛 définie sur l’intervalle ]0; +∞[ par : 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥 − 𝑛 ln(𝑥)
On note (𝐶𝑛) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (𝑂, 𝑖⃗, 𝑗) d’unité 1cm.

1. Montrer que l’équation 𝑓𝑛(𝑥) = 0 admet exactement deux solutions 𝑥𝑛 et 𝑦𝑛 , dans l’intervalle
]0; +∞[ , vérifiant : 0 < 𝑥𝑛 < 𝑛 < 𝑦𝑛 .

2. (a) Montrer que : (∀𝑛 ≥ 3) 1 < 𝑥𝑛 < 𝑒 .
(b) Vérifier que : (∀𝑛 ≥ 3) 𝑓𝑛(𝑥𝑛+1) > 0 .
(c) En déduire que la suite (𝑥𝑛) est décroissante, puis qu’elle est convergente.

(d) Calculer lim𝑛→+∞ 𝑥𝑛 , puis justifier que : lim𝑛→+∞
ln(𝑥𝑛)
𝑥𝑛 − 1 = 1 .
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3. (a) Justifier que : lim𝑛→+∞ 𝑦𝑛 = +∞ .

(b) Montrer que : (∀𝑛 ≥ 3) 𝑛 ln(𝑛) < 𝑦𝑛 .
(c) Établir que : (∀𝑡 ∈]1; +∞[) 2 ln(𝑡) < 𝑡 .
(d) Déterminer le signe de 𝑓𝑛(2𝑛 ln(𝑛)) pour tout 𝑛 ≥ 3 .
(e) En déduire que : 𝑛 ln(𝑛) < 𝑦𝑛 < 2𝑛 ln(𝑛) .
(f) Montrer que : lim𝑛→+∞

ln(𝑦𝑛)
ln(𝑛) = 1 .

Exercice 8Exercice 8

Soit (𝑢𝑛) la suite numérique définie sur ℕ∗ par : 𝑢𝑛 = 𝑛𝑛
𝑛!

1. Vérifier que : (∀𝑛 ∈ ℕ∗) ln (𝑢𝑛+1𝑢𝑛
) = 𝑛 ln (1 + 1

𝑛) .

2. (a) Établir que : (∀𝑡 ∈]0; +∞[) 𝑡 − 𝑡2
2 < ln(𝑡 + 1) < 𝑡 .

(b) En déduire que : (∀𝑛 ≥ 2) 𝑛 − 1 − 1
2
𝑛−1
∑
𝑘=1

1
𝑘 < ln(𝑢𝑛) < 𝑛 − 1 .

3. (a) Établir que : (∀𝑡 ∈]0; +∞[) 1
𝑡 + 1 < ln(𝑡 + 1) − ln(𝑡) < 1

𝑡 .
(b) En déduire que : (∀𝑡 ∈]1; +∞[) ln(𝑡 + 1) − ln(𝑡) < 1

𝑡 < ln(𝑡) − ln(𝑡 − 1) .
(c) Montrer alors que : (∀𝑛 ≥ 2) 𝑛 − 3

2 − 1
2 ln(𝑛 − 1) < ln(𝑢𝑛) < 𝑛 − 1 .

4. Calculer lim𝑛→+∞
ln(𝑢𝑛)
𝑛 , puis lim𝑛→+∞ 𝑢𝑛 .

5. Pour tout 𝑛 de ℕ∗ , on pose : 𝑣𝑛 = 𝑛
𝑛√𝑛!

.

(a) Exprimer 𝑣𝑛 en fonction de 𝑢𝑛 pour tout 𝑛 de ℕ∗ .
(b) Montrer que : lim𝑛→+∞ 𝑣𝑛 = 𝑒 .

Exercice 9Exercice 9

I. Soit 𝑔 la fonction numérique définie sur l’intervalle ] − 1; +∞[ par : 𝑔(𝑥) = ln(𝑥 + 1) − arctan(𝑥)
On note (𝐶𝑔) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (𝑂, 𝑖⃗, 𝑗) d’unité 1cm.

1. Calculer lim
𝑥→−1+

𝑔(𝑥) , puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.

2. (a) Calculer lim𝑥→+∞ 𝑔(𝑥) .
(b) Montrer que la courbe (𝐶𝑔) présente une branche parabolique au voisinage de +∞ , dont on

précisera la direction.

3. Étudier la branche infinie de la courbe (𝐶𝑔) au voisinage de +∞ .

4. (a) Montrer que : (∀𝑥 ∈] − 1; +∞[) 𝑔′(𝑥) = 𝑥(𝑥 − 1)
(𝑥 + 1)(𝑥2 + 1) .

(b) En déduire le sens de variations de 𝑔 sur ] − 1; +∞[ .
(c) Dresser le tableau de variations de 𝑔 sur ] − 1; +∞[ .
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5. (a) Montrer qu’il existe un unique réel 𝑐 de ]2; 3[ tel que : 𝑔(𝑐) = 0 .
(b) En déduire le signe de 𝑔 sur ] − 1; +∞[ .

6. Tracer, à main levée, la courbe (𝐶𝑔) dans le repère (𝑂, 𝑖⃗, 𝑗) .
II. Soit 𝑛 un nombre entier naturel non nul :

1. Montrer que l’équation 𝑔(𝑥) = 𝑛 admet une unique solution, notée 𝛼𝑛 , dans l’intervalle ]−1; +∞[ .
2. Justifier que : (∀𝑛 ∈ ℕ∗) 𝑒𝑛 − 1 < 𝛼𝑛 , puis déduire lim𝑛→+∞ 𝛼𝑛 .

3. (a) Montrer que : (∀𝑛 ∈ ℕ∗) ln (𝛼𝑛 + 1
𝑒𝑛 ) = arctan(𝛼𝑛) .

(b) En déduire lim𝑛→+∞
𝛼𝑛
𝑒𝑛 .

III. On considère la suite numérique (𝑢𝑛) définie par : {𝑢0 ∈ [0; 𝑐]
𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 𝑔(𝑢𝑛), 𝑛 ≥ 0

1. (a) Établir que : (∀𝑥 ∈ [0; +∞[) arctan(𝑥) ≤ 𝑥 .

(b) En déduire que : (∀𝑥 ∈ [0; +∞[) 𝑥 + 𝑔(𝑥) ≥ 0 .
2. Montrer que : (∀𝑛 ∈ ℕ) 0 ≤ 𝑢𝑛 < 𝑐 .
3. Montrer que la suite (𝑢𝑛) est décroissante, puis qu’elle est convergente.

4. Déterminer la limite de la suite (𝑢𝑛) .

Exercice 10Exercice 10

I. Soit 𝜑 la fonction numérique définie sur l’intervalle [0; +∞[ par : 𝜑(𝑡) = ln(1 + √𝑡) − √𝑡
1. Montrer que : (∀𝑡 ∈]0; +∞[) (∃𝑐 ∈]0; 𝑡[) 𝜑(𝑡)

𝑡 = − 1
2(1 + √𝑐)

.

2. En déduire que : (∀𝑡 ∈]0; +∞[) − 1
2 < 𝜑(𝑡)

𝑡 < − 1
2(1 + √𝑡)

.

3. Montrer que : (∀𝑥 ∈] − ∞; 0[) − 1
2 < 𝑥 + ln(1 − 𝑥)

𝑥2 < − 1
2(1 − 𝑥) .

4. En déduire que : lim𝑥→0−
𝑥 + ln(1 − 𝑥)

𝑥2 = −12 .

II. Soit 𝑓 la fonction numérique définie sur l’intervalle 𝐼 =]−∞; 0] par : {
𝑓 (0) = −1
𝑓 (𝑥) = 𝑥

(1 − 𝑥) ln(1 − 𝑥) , 𝑥 < 0
On note (𝒞 ) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (𝑂, 𝑖⃗, 𝑗) d’unité 1cm.

1. Étudier la branche infinie de la courbe (𝒞 ) au voisinage de −∞ .

2. Montrer que 𝑓 est continue à droite en 0.

3. (a) Montrer que 𝑓 est dérivable sur 𝐼 , et que :
⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝑓 ′𝑔 (0) = −12
𝑓 ′(𝑥) = 𝑥 + ln(1 − 𝑥)

((1 − 𝑥) ln(1 − 𝑥))
2 , 𝑥 < 0

(b) En déduire que 𝑓 est strictement croissante sur 𝐼 .
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4. Tracer, à main levée, la courbe (𝒞 ) dans le repère (𝑂, 𝑖⃗, 𝑗) .
5. Soit 𝑛 un nombre entier naturel non nul :

(a) Montrer que l’équation 𝑓 (𝑥) = 1
𝑛 admet une unique solution, notée 𝑥𝑛 , dans l’intervalle 𝐼 .

(b) Établir que : (∀𝑛 ∈ ℕ∗) ln(1 + 𝑛) < 𝑛
2 .

(c) En déduire que : (∀𝑛 ∈ ℕ∗) 𝑥𝑛 < −𝑛 .
(d) Calculer lim𝑛→+∞ 𝑥𝑛 .

III. On considère la suite numérique (𝑢𝑛) définie par : {𝑢0 < 0
𝑢𝑛+1 = 𝑓 (𝑢𝑛) , 𝑛 ≥ 0

1. Montrer que l’équation 𝑓 (𝑥) = 𝑥 admet une seule solution, notée 𝛼 , dans l’intervalle ] − ∞; 0[ .
2. (a) Établir que : (∀𝑡 ∈]1; +∞[) 𝑡 ln(𝑡) > 𝑡 − 1 .

(b) En déduire que : (∀𝑥 ∈] − ∞; 0[) |𝑓 ′(𝑥)| < 1
2 .

3. Montrer que : (∀𝑛 ∈ ℕ) 𝑢𝑛 < 0 .
4. Montrer que : (∀𝑛 ∈ ℕ) |𝑢𝑛+1 − 𝛼| < 1

2|𝑢𝑛 − 𝛼| .
5. En déduire que la suite (𝑢𝑛) est convergente et préciser sa limite.


