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Session Normale juin 2008

MATHEMATIQUES

Série : Baccalauréat Sciences Mathématiques A & B

DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

Vv L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
Vv Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant 1’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte 4 exercices :

— Exercice 1 : Structures algébriques ........... .. ... 3,25 points
— Exercice 2 : Nombres complexes .............ouuiiiiteiiie i 3,75 points
— Exercice 3 : Arithmétiques ......... ... i 3,00 points
— Exercice 4 : Probléme d’analyse ............... i 10,00 points
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Exercice 1 : (3,25 pts)

On rappelle que (M2(IR),+, X) est un anneau unitaire et que (M2(IR),+,-) est un espace vectoriel
réel et que (C,+, X) est un corps commutatif.

On pose : I:((l) (1)> et J:<01 \/O§> et Ez{M(a,b):(Cllb ﬂb)/a,beﬂ?}
V3 vai

1- a) Montrer que (E,+,-) est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel réel (Ma(R),+,).
b) Montrer que la famille (I,.J) est une base dans l'espace vectoriel (E,+,).
f: — E*
a+ib — M (a;b)
a) Montrer que E est une partie stable de (M (RR), x).

b) Montrer que f est un isomorphisme de (C*, x) vers (E*, x).

2 - On considére 'application ou: E*=FE\{M(0,0)}

3 - Montrer que (E,+, X) est un corps commutatif.
4 - Résoudre dans E Péquation : J x X3 =T (ou X3 =X x X x X)

Exercice 2 : (3,75 pts)

Soit a un nombre complexe non nul et @ le conjugué du nombre a.

Partie I:

On consideére dans I’ensemble C 'équation : (G) :i2% + (a +@—14)z — @ —ia@ =0
1- a) Vérifier que le discriminant de 1’équation (G) est : A = (a —a —i)?
b) Résoudre dans 'ensemble C I’équation (G).
2 - Montrer que a est une solution de I’équation (G) si, et seulement si : Re(a) = Sm(a)
(ot Re(a) est la partie réel du complexe a et Im(a) est la partie imaginaire du complexe a)

Partie II:

— =
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (O7 U, v )et on suppose que Re(a) = Im(a).

On considere les points A et B et C' d’affixes respectives : a et ia et 1+ ia.
1- Onpose:Z:%

_ (i—Da—i

—  da—a

a) Vérifier que : Z

b) Montrer que les points A et B et C sont alignés si, et seulement si : Sm(a) = %

2 - On suppose dans cette question que Im(a) = %
™ s

On considere Ry la rotation de centre A et d’angle —5 et Ro la rotation de centre A et d’angle 5. On
pose : R1(B)= B’ et Ro(C)=C".

Soit E le milieu du segment [BC.

a) Déterminer b et ¢ les affixes respectives de B’ et C'.

b) Montrer que les droites (AE) et (B’C’) sont perpendiculaires et que : B'C' = 2AF

Exercice 3 : (3 pts)

Partie I:

On considére dans I’ensemble Z? 'équation suivante :  (E): 35u—96v =1
1 - Vérifier que le couple (11,4) est une solution particuliere de 1’équation (E).

2 - Déduire I’ensemble des solutions de I’équation (FE).

Partie II:

On consideére dans I’ensemble IN 1’équation suivante :  (F) : 2% = 2[97]

MTM-groupe Maroc 6 option SM A&B
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1- Soit  une solution de 'équation (F').

0.50 pt a) Montrer que 97 est premier et que = et 97 sont premiers entre eux.
0.50 pt b) Montrer que : 2% =1[97]
0.50 pt ¢) Montrer que : z = 21[97]
0.25 pt 2 - Montrer que si I'entier naturel = vérifie z = 2!1[97], alors z est solution de I'équation (F).
0.25 pt 3 - Montrer que ’ensemble des solutions de 1’équation (F') est ’ensemble des entiers naturels qui s’écrivent
sous la forme : 11497k avec k € IN.
Exercice 4 : (10 pts)
Partie I:
On consideére la fonction numérique f définie sur Ry par :  f(z) =2z — e’
- =
et soit (Cy) la courbe représentative de la fonction f dans un repeére orthonormé (O, 1, )
0.50 pt 1- a) Calculer la limite lirf (f(x) — 2z) puis interpréter le résultat obtenu géométriquement.
T—+00
0.50 pt b) Calculer f'(z) pour tout = de Ry puis dresser le tableau des variations de f.
0.50 pt ¢) Montrer que I’équation f(z) =0 admet une solution unique « dans Ry et que 0 < o < 1.
0.50 pt d) Etudier le signe de f(z) dans Pintervalle [0;1].
0.50 pt 2 - Tracer la courbe (Cy). (On prend a =~ 0,4)
Partie II:
On considere les deux fonctions ¢ et g définies sur IRy par :
1 /% _p2
z r)=— e dt; >0
g(x) =x2—/ e dt et w(a) x/g
0 p(0) =1
* 1 * —t2 —cC
0.50 pt 1- a) Montrer que : (Vz € RY) (3c€]0;z]) ; e dt=e
T Jo
T2
0.50 pt b) Déduire que : / e dt<1
0
(67
0.50 pt 2 - a) Montrer que : g(a) :/ f@t)de
0
0.50 pt b) Montrer que la fonction g est dérivable sur Ry et que : (Vz € Ry) ; ¢'(z) = f(x)
0.50 pt ¢) Montrer que I’équation g(x) =0 admet une solution unique S dans Uintervalle Ja;1][.
0.50 pt 3 - a) Montrer que la fonction ¢ est continue & droite en 0.
0.50 pt b) En utilisant une intégration par parties, montrer que :
2 x
(VzeRY) ; o) = e 4 ;/0 t2e1 dt
0.75 pt c) Montrer que la fonction ¢ est dérivable sur IRY et que :
2 x
(VzeRY) ;5 ¢(2)= ——2/ 2e~ " dt
=Jo
0.50 pt d) Montrer que : ¢ ([0;1]) C [0;1]
T 5 .%‘3
0.50 pt 4 - a) Montrer que pour tout  de Ry on a : / eV dt < 3
0
0.50 pt b) Montrer que : (Vz €]0;1]) ; |¢'(z)|< 2
MTM-groupe Maroc 7 option SM A&B
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0.25 pt

0.50 pt
0.50 pt
0.50 pt

¢) Montrer que : (Vo €RY) ; ¢(z) =2 <= g(z) =0

5 - On considere la suite numérique (uy),, oy définie par :

{Un+1 = @(un) ; (Vn S IN)

2
UuQ 3

a) Montrer que : (YneN) ; 0<u, <1
b) Montrer que : (Vn € N) ; |u, — ] < (%)"

¢) En déduire que la suite (uy),c est convergente et déterminer sa limite.

FIN

MTM-groupe Maroc 8

option SM A&B




*ROYAUME DU MAROC %«

Baccalauréat Sciences mathématique

Session de Rattrapage juillet 2008'

MATHEMATIQUES

Série : Baccalauréat Sciences Mathématiques A & B

DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

Vv L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
Vv Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant 1’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte 4 exercices :

— Exercice 1 : Nombres complexes ............ ... i 3,50 points
— Exercice 2 : Structures algébriques ........... ... 4,00 points
— Exercice 3: Probabilité ....... ... .. 3,00 points
— Exercice 4 : Probléme d’analyse ............... i 10,00 points
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Exercice 1 : (3,50 pts)
- —
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, U, v
On consideére Papplication r qui associe un point M (z) & un point M1 (z1) tel que :
1+V3i V34
21 = z+
2 2
Et lapplication h qui associe un point M (z) & un point My (z2) tel que : z9 = —22 + 3i
On pose: F=hor
1.00 pt 1 - Déterminer la nature de chacune des deux applications r et h et leurs éléments
caractéristiques.
2 - On considere les deux points Q(4) et A(a) avec a un nombre complexe donné différent de 1.
Onpose: B=F(A) e¢ C=F(B) et D=F(C)
0.50 pt a) Montrer que si le point M’(2’) est 'image du point M (z) par 'application F alors :
2/71:261'4’7”(271')
0.25 pt b) Vérifier que Q est 'unique point qui vérifie : F(Q) =Q
0.75 pt 3 - a) Déterminer en fonction du nombre complexe a les complexes b et ¢ et d les affixes
respectives de B et C' et D.
0.50 pt b) Montrer que les points Q et A et D sont alignés.
0.50 pt ¢) Montrer que Q est le barycentre du systéme pondéré {(B,4);(C,2);(D,1)}.
0.25 pt d) Déterminer ’ensemble des points A(a) pour que le point D appartient a ’axe des réels.
Exercice 2 : (4 pts)
On munit ’ensemble R par une loi de composition interne * définie par :
(V(z;y) € IRQ) i Txy=x+y— 3Ty
0.25 pt 1- a) Vérifier que: (V(z;y) € R?) ; (1-32)(1—-3y)=1-3(z*y)
0.75 pt b) Montrer que (IR\ {%} ; *) est un groupe abélien.
g (R\{5}:%) —  (R*;x) . .
0.50 pt 2 - a) Montrer que lapplication . . 1_ 34 est un isomorphisme.
0.25 pt b) Montrer que : ¢! (R%) =] —o0; %[
0.50 pt c¢) Montrer que (]—o0;3[;*) est un sous-groupe de (R\ {3 };*).
3 - Pour chaque x de I’ensemble R\ {%} et pour tout n de IN on pose :
2@ =0 et 2D =2 sy
0.25 pt a) Montrer que : (Vz € R\ {%}) ;(VnelN) ; ¢ (:v(")> = (p(x))"
0.50 pt b) En déduire (™ en fonction de z et n.
4 - On munit ’ensemble IR d’une loi de composition interne T définie par :
2 1
(V(Jj;y) €R ) ; xTy=x+y— 3
0.50 pt a) Montrer que (IR; T) est un groupe abélien.
0.50 pt b) Montrer que : (R; T;x*) est un corps commutatif.
MTM-groupe Maroc 10 option SM A&B
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Exercice 3 : (2,5 pts)
Un urne contient 4 boules : une boule blanche, 3 boules rouges indiscernables au toucher.
On tire aléatoirement une boule de I'urne, on note sa couleur puis on la remet a I'urne.
On répete la méme expérience plusieurs fois jusqu’a obtenir pour la premiere fois
deux boules successives de méme couleur et on arréte I’expérience.
Soit X la variable aléatoire qui vaut le rang du tirage ou on a arrété I’expérience.
1,00 pt 1- Calculer la probabilité des deux événements suivants : [X = 2] et [X = 3].
2 - Soit k un entier naturel non nul.
5 3 k—1
0,75 pt a) Montrer que la probabilité de I’événement [X = 2k] est : Py = 3 (16)
3 k
0,75 pt b) Montrer que la probabilité de 'événement [X =2k +1] est :  Popiq = <16>
Exercice 4 : (10 pts)
Partie I:
On considere la fonction numérique f définie sur U'intervalle [ = ] —%;—l—oo[ par :
f(0)=2
- —
et soit (Cy) la courbe représentative de la fonction f dans un repeére orthonormé (O, 1, )
0.50 pt 1 - Montrer que la fonction f est continue en 0.
2 - Pour tout réel non nul a de I'intervalle I, on considere la fonction numérique h, de variable réelle x définie
sur U'intervalle I par :
ha(z) = (In(1+2a) — 2a) 22 — (In(1 + 2x) — 22) a®
0.50 pt a) Calculer hy(a) et he(0) puis déduire qu’il existe un réelle b compris entre 0 et a tel que :
In(1+2a)—2a -2
a2 142
0.75 pt b) En déduire que la fonction f est dérivable en 0 et que : f/(0) = —2
0.50 pt 3 - a) Montrer que la fonction f est dérivable sur l'intervalle I\ {0} et que :
(Ve e I\{0}); f'(z)= __9l@) avec ¢g(x) =2z — (14 2z)In(1l+2z)
z2(14 2x)
0.50 pt b) Montrer que : (Vo € I\{0}) ; g(z) <0
0.25 pt ¢) En déduire les variations de la fonction f sur I'intervalle I.
0.50 pt 4 - a) Calculer les deux limites lim  f(x) et lim f(z) puis interpréter les deux résultats
xﬁ—%-‘r T—+00
obtenus géométriquement.
0.50 pt b) Montrer qu’il existe un unique réel « de 'intervalle [1;2] tel que : f(a) =1
0.50 pt c) Tracer la courbe (Cy). (On prend a ~ 1,3)
MTM-groupe Maroc 11 option SM A&B
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0.50 pt
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0.50 pt

0.50 pt

0.50 pt

Partie II:

1- On consideére la fonction ¢ définie sur I'intervalle I par : ¢(x) = In(1 + 2x)
et on pose J = [1;0]

a) Montrer que la fonction ¢ est dérivable sur I'intervalle I et que :

(Vz>1); 0<¢'(2)<

[SVRN )

b) Vérifier que : ¢(a) =a et que: ¢(J) C J

2 - On considere la suite numérique (uy), o définie par :

Un+1 =In(142uy); (Yne€NN)

uQ =1

a) Montrer que : (Yn € N) ; up €J
b) Montrer que : (Yn€IN) ; |u, —af < (%)n

¢) En déduire que la suite (uy), ¢ est convergente et déterminer sa limite.

Partie III:

On considere la fonction numérique F' définies sur l'intervalle I par :

Flz)= /Oxf(t) dt

1-a
b

) Montrer que la fonction F' est dérivable sur I'intervalle I puis calculer F'(z)
) Déduire les variations de la fonction F' sur l'intervalle I.
“In(1+2t)
2- Mont c(Vaz1); Flz)> | ———dt
a) Montrer que : (Vx> 1) (x) /1 1o
b) Déduire que: lim F(z)=+c0
r—+00

3 - On suppose que la fonction F admet une limite finie [ & droite en f%.

On considére la fonction F' définie sur l'intervalle [—%;—i—oo[ par :

a) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que :

(Vzel) ; F(x)—l>f(x)(x+;>

- 1
b) Déduire que la fonction F' n’est pas dérivable & droite en —3

FIN
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Session Normale juin 2009

MATHEMATIQUES

Série : Baccalauréat Sciences Mathématiques A & B

DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

Vv L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
Vv Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant 1’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte 4 exercices :

— Exercice 1 : Structures algébriques ........... .. ... 3,00 points
— Exercice 2 : Nombres complexes .............ouuiiiiteiiie i 4,00 points
— Exercice 3 : Arithmétiques ......... ... i 3,00 points
— Exercice 4 : Probléme d’analyse ............... i 10,00 points
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Exercice 1 : (3 pts)

M3 (R) est ensemble des matrices carrées d’ordre 2.

On rappelle que (M2(R);+; x) est un anneau unitaire dont I’élément neutre est Ip = <(1) (1)>

Soit F I’ensemble des matrices carrées M (z;y) de Ma(R) telles que :

Tz oy
M(z;y) = (0 1) avec (z;y) e R* xR
x
0,25 pt 1- a) Montrer que ’ensemble F est une partie stable de (Ma(RR); x).
0,50 pt b) Montrer que (F;x) est un groupe non commutatif.
2 - Soit G I'ensemble des matrices M (x;0) de F avec z € R*.
1,00 pt Montrer que ensemble G est un sous-groupe du groupe (F; x).
3 - On pose F=R* x R. On munit 'ensemble E de la loi de composition interne | définie par :
(V(z3y) € E)(V(asb) € E) ; (z3y) L (a3b) = (az;bz + %)
N I ¢ (F;%) — (E; L)
et on considere 'application ’ !
PP M(zy)  —  ¢(M(z;y) = (2,y)
0,25 pt a) Calculer (1;1) L (2;3) et (2;3) L (1;1).
0,50 pt b) Montrer que ¢ est un isomorphisme.
0,50 pt ¢) En déduire la structure de (E;L).
Exercice 2 : (4 pts)
Soit m un nombre complexe différent de 1.
I) On considére dans I’ensemble C 'équation d’inconnue z :
(B) : 22— (1=))(m+1)z—i(m?>+1)=0
0,25 pt 1- a) Vérifier que le discriminant de 'équation (E) est : A= [(1414)(m —1)]?
0,25 pt b) Résoudre dans C I’équation (F).
0,50 pt c) Déterminer sous forme algébrique les deux valeurs du complexe m afin que le produit des deux solutions
de I’équation (E) est égal a 1.
2- Onposezi=1—imet zo=m—1
1,00 pt Ecrire z1 et z sous forme trigonométrique dans le cas ot m = e? avec g <f<m
IT) Le plan complexe (P) est rapporté a un repére orthonormé direct (O;é€7;€3)
On considere les points M , M7 et Mo d’affixes respectivement m; z1 =1—im et zo =m —1i
0,50 pt 1 - Déterminer I’ensemble des points M pour lesquels les points M , M; et My soient alignés.
0,50 pt a) Montrer que la transformation R reliant chaque point M d’affixe z au point M’ d’affixe 2/ =1 —1iz est
une rotation dont on déterminera ’affixe de son centre () et une mesure de son angle.
0,50 pt b) Montrer que le nombre complexe 277 st un imaginaire pure si et seulement si Re(m)+Im(z) = 1.
0,50 pt ¢) En déduire 'ensemble des points M tel que les points Q , M , My et My soient cocycliques.
Exercice 3 : (3 pts)
Pour tout n entier naturel non nul, on pose : a, =2"+3"+6"—1
0,25 pt 1- a) Vérifier que pour tout n de IN* | a,, est pair.

MTM-groupe Maroc 14 option SM A&B
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0,50 pt b) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles :  a,, =0 [3]
2 - Soit p un entier premier tel que : p >3
0,75 pt a) Montrer que : 2P~1 =1[p], 3P =1[p]et 671 =1p|
0,75 pt b) Montrer que lentier p divise ap—2
0,75 pt ¢) Montrer que pour tout entier naturel g, il existe un entier naturel non nul n tel que :
anNq=q
(an A q désigne le plus grand commun diviseur de ay, et q)
Exercice 4 : (10 pts)
Partie I :
Soit n un entier naturel non nul.
=z(1-1 x>0
On consideére la fonction f, définie sur I'intervalle [0;4o00[ par : {;ngg)) (J)C( n(@)" @
n =
. 7’ . . \ 7’ % %
Soit (Cp) la courbe représentative de la fonction f,, dans un repére orthonormé (O, 1, )
(unité 2cm)
0,50 pt 1- a) Montrer que la fonction f, est continue a droite au point 0. (poser z = t")
0,25 pt b) Etudier la dérivabilité de la fonction fn & droite au point 0.
1,00 pt c) Calculer les limites suivantes : lim fi(z), lim fo(z), lim h@) et lim f2(@)
T—-+00 T—-+00 r—+o0o0 I r—+o0o I
0,50 pt 2- a) Etudier les variations de la fonction fi.
0,50 pt b) Etudier les variations de la fonction fo.
0,25 pt 3- a) Etudier la position relative des courbes (C1) et (Ca).
0,50 pt b) Construire les courbes (C1) et (Cz).
(On admet que le point A(1;1) est un point d’inflexion pour la courbe (C2)).
Partie IT :
1A
On consideére la fonction F' définie sur | —o00;0] par :  F(z) = 2 dt
e(IJ
- , (x—1)e2®
0,50 pt 1- a) Montrer que F est dérivable sur | — oo;0[ et que : (Vx <0) : F'(z) = T
e
0,25 pt b) En déduire le sens de variations de la fonction F' sur | — 0o;0]
I 1 !
0,25 pt 2- a) Montrer que: (Vx<0): - [ fi(t)dt<F(z)< 72/ f1(t)dt
2 et 1 + e et
.. . 5 (3 In(x) o . .
0,25 pt b) Vérifier que la fonction = — x 1 o est une primitive de la fonction f; sur U'intervalle |0;+oo].
0,25 pt ¢) Montrer que lim fl fit)dt = 3
’ z——00”€” 4
3 - On suppose que la fonction F' admet une limite finie L quand z tend vers —oo.
0,25 pt Montrer que 3 <L< 1
Partie III :
(&
Pour tout entier naturel » non nul, on pose : U, = / fn(x)d
1
0,50 pt 1- a) Montrer que: (Vn>1);U,20
0,50 pt b) Déterminer le signe de f,11(z) — fn(x) sur intervalle [1;e].
0,25 pt ¢) Montrer que : (Vn>1); Upt1 < Up.
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4 - Soit a un nombre réel différent de U;.

tout entier naturel n non nul, on pose : d, = |V, — Uy,|
n!

0,25 pt a) Montrer que: (Yn>1):d,= =T dy
n!
0,25 pt b) Montrer que : (Vn>=2) : 5 > 3n—2
0,25 pt ¢) Montrer que : lim d, =+oc0
n—-+o0o
0,25 pt d) En déduire que la suite (V;,)n>1 est divergente.

On consideére la suite numérique (V},)n>1 définie par :

FIN

0,25 pt d) En déduire que la suite (U, )n>1 est convergente.
1 1
0,50 pt 2 - a) Montrer que: (Ynz1); Upt1 = —3 + n—2|— U,
0,50 pt b) En déduire en ¢m? laire du domaine délimité par les deux courbes (C1) et (Co) et
les droites d’équations z =1et x =e.
1 1

0,75 pt 3- Mont (Vn22); ——<U, <

P a) Montrer que : (Yn >2) ——] n< oy
0,50 pt b) Calculer les limites lim U, et lim nU,.

n—-+o0o n—-+o0o

Vi=a
1 n+1 et pour
Vit1 = 3 + 5 Vo; (Ynzl)
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Exercice 1 : (3 pts)
On rappelle que (M2(R);+; x) est un anneau unitaire non commutatif et non intégre dont le zéro est la matrice
nulle 0 et dont I'unité est la matrice identique I et que (Ma(RR);+;.) est un espace vectoriel réel.
On pose pour tous réels a et b:  Mqp) = Zb 2) , et soit V = { M) / (a;b) € R?}
0,75 pt 1- Montrer que V est un sous-espace vectoriel réel de 'espace vectoriel réel (Ma(R);+;.)
et déterminer une base de V.
0,25 pt 2 - a) Montrer que 'ensemble V' est une partie stable de (M3 (IR); %)
0,50 pt b) Montrer que (V;+;x) est un anneau commutatif unitaire.
0,25 pt 3- a) Calculer M 1 \ XM/ {1\ -
0,25 pt b) L’anneau (V;+;x) est-il un corps?
. . b
4 - Soit X une matrice de ’ensemble V telle que : X = (fb a) avec (a;b) € R?
0,50 pt a) Montrer que X2 —2aX + (a® —4b*)I; =0
b) On suppose que a® —4b% =0
0,50 pt Montrer que la matrice X admet un inverse dans V' qu’on déterminera.
Exercice 2 : (4 pts)
Soit u un nombre complexe différent de (1 — 7).
0,25 pt 1- a) Développer (iu—1—1i)2.
0,75 pt b) Résoudre dans C I'équation d’inconnue z :(E) : 22 —2(u+1—14)z+2u? —4i=0
- —
2 - Le plan complexe (P) est rapporté & un repére orthonormé direct (O, u,v )
Soient les points A ((144)u—24), B((1—i)u+2), U(u) et Q(2 — 2i)
0,50 pt a) Déterminer l'affixe du point I le milieu du segment [AB], puis déterminer le vecteur de la translation
t qui transforme U au point I.
™
0,50 pt b) Soit R la rotation de centre Q et d’angle —5 Montrer que R(A) = B.
0,50 pt ¢) En déduire que les droite (QT) et (AB) sont perpendiculaires.
0,75 pt d) A partir du point U , expliquer une méthode de construction des points A et B.
3- Onposeu=(1+i)a—2itel que:aeR
0,50 pt a) Déterminer les affixes des vecteurs ﬁ et Iﬁ en fonction de a.
0,25 pt b) En déduire que les points A, Bet U sont alignés.
Exercice 3 : (3 pts)
n un entier naturel supérieur ou égal a 4.
On a trois urnes Uy, Us et Us
L’urne U; contient une boule rouge et (n — 1) boules noires.
L’urne Uy contient n deux boules rouges et (n — 2) boules noires.
L’urne U3 contient n trois boules rouges et (n — 3) boules noires.
On consideére 'expérience aléatoire suivante :
On choisit aléatoirement une urne parmi les trois urnes précédentes, puis on en tire simultanément deux boules.
Soit X la variable aléatoire réelle égale au nombre de boules rouges tirées.
0,25 pt 1 - Déterminer les valeurs possibles de la variable aléatoire X.
8
0,75 pt 2 - a) Montrer que P[ X =2|= ————
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4(3n—17
0,75 pt b) Montrer que P[X =1] = 37(1(:11;
0,50 pt ¢) En déduire la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
0,75 pt 3 - Sachant que les deux boules tirées sont rouges , quelle est la probabilité pour

qu’elles proviennent de 1'urne Us ?

Exercice 4 : (10 pts)

Partie I :
On considére la fonction g définie sur R™ par :  g(z) =2(1 —e %) —2
0,50 pt 1- a) Etudier les variations de la fonction g
0,50 pt b) Dresser le tableau de variations de la fonction g.
0,50 pt 2 - a) Montrer que I'équation g(z) =0 admet une solution unique « de I'intervalle |In(4);1n(6)][.
(On prend In(4) ~ 0,7 et In(3) ~ 1,1)
0,50 pt b) Etudier le signe de g(z) sur R*.
U, =2(1—eUn); (YnelN
3 - On consideére la suite numérique (Up,)p>o définie par : {U”Jr1 ) ( c ) (¥n )
0 =
0,50 pt a) Montrer que: (YnelN);1<U, <a.
0,25 pt b) Montrer que : (VneN) ; Upp1 — Up = g(Un).
0,25 pt ¢) Montrer que la suite numérique (Up)n>0 est strictement croissante.
0,50 pt d) Montrer que la suite (Up)n>0 est convergente et calculer hr—? Up.
n——+oo
Partie II :
L1 . o s 1—¢€"
On considére la fonction f définie sur R par:  f(z) = —5
x
- —
et soit (Cy) la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthonormé (O, 1,7 )
1,00 pt 1- Calculer les limites : i t i t lim {@)
P alculer les limites inngf(x)e $_1>I+I_1(>O]”(ac)e Jm =
1
0,50 pt 2 - Vérifi : =
P a) Vérifier que : f(a) ala—2)
0,75 pt b) Montrer que : f/(z) = % pour tout z de R, puis dresser le tableau de variations
de la fonction f.
0,50 pt 3 - Tracer la courbe (Cy). (On prend a =~ 1,5)
Partie III :
On consideére la fonction F' définie sur I'intervalle [0;+oo[ par :
2z 1— et
F(z)= ; Tdt; (Vx > 0)
F(0)=—-In(2)
0,50 pt 1- a) En utilisant une intégration par parties, montrer que :
2 1 T _1q 2x _t
(Vo >0) Flz)="S . —/ Cat
2z T s T
2x et
0,50 pt b) Montrer que pour tout = de ]0;+o00[ :  €"In(2) < / ?dt <e*n(2)
x
2z et
0,50 pt c) Calculer la limite limJr ?dt puis en déduire que F' est continue a droite au point 0.
z—0 T
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0,25 pt
0,25 pt

0,50 pt

0,75 pt

0,25 pt

0,25 pt

1—¢*
2x

2 - a) Montrer que pour tout z de ]0;4+o00[:  F(z) <
b) Calculer la limite lim F(x).

T—+00

3 - Montrer que la fonction F est dérivable sur |0;+o00[ et que :

(V2 >0) ; F(z) = —% (ex_lf

T

4 - a) Soit = un réel de l'intervalle ]0;+o00]

1
Montrer qu'’il existe un réel ¢ de Uintervalle |0; x| tel que : F(x) — F(0) = —51‘620
(Utiliser le théoréme des accroissements finis deux fois)
1 F(x)—F(0 1
b) Démontrer que pour tout x de 'intervalle ]0;4o00] : —5623: < () (©) < ~5
x
1

¢) En déduire que la fonction F est dérivable & droite au point 0 et que : F}(0) = —3

FIN
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Exercice 1 : (3,50 pts)
Les parties I et II sont indépendantes
Partie I :
On munit 'ensemble I =]0;+o00[ de la loi de composition interne * définie par :
(V(a;b) €I xI) axb=en@n0)
0,50 pt 1 - Montrer que la loi * est commutative et associative sur I.
0,25 pt 2 - Montrer que la loi * admet un élément neutre ¢ dans I a déterminer.
0,75 pt 3 - a) Montrer que (I\{1},*) est un groupe commutatif. ((I\{1}) désigne ’ensemble I privé de 1)
0,25 pt b) Montrer que J = |1;+00] est un sous-groupe de (I\{1},*).
4 - On munit I de la loi de composition interne x (X est la multiplication dans IR).
0,25 pt a) Montrer que la loi * est distributive par rapport a la loi x.
0,50 pt b) Montrer que (I, x,*) un corps commutatif.
Partie IT :
1 1 -2
On considere la matrice : A= -1 -1 2
-2 -2 0
0,50 pt 1- Calculer A2 et A3.
0,50 pt 2 - En déduire que la matrice A est non inversible.
Exercice 2 : (3,50 pts)
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct(O, @, ¥).
0,25 pt 1- a) Déterminer les deux racines carrées du nombre complexe : 3+ 4i.
0,50 pt b) Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes C I'équation : (E): 422 —10iz —7—1i =0
2 - Soient a et b les solutions de I’équation (E) avec Re(a) < 0 et les deux points A et B d’affixes respectives
a et b dans le plan complexe.
b
0,25 pt a) Vérifier que: — =1—1.
a
0,75 pt b) En déduire que le triangle AOB est rectangle et isocele en A.
3 - Soient C un point d’affixe ¢ du plan différent du point A et D I'image du point B par la rotation de
centre C' et d’angle g ; et soit L 'image du point D par la translation de vecteur AQO.
0,50 pt a) Déterminer en fonction de ¢ le complexe d laffixe du point D.
0,50 pt b) Déterminer en fonction de ¢ le complexe [ affixe du point L.
—c
0,75 pt ¢) Déterminer la forme algébrique du nombre complexe puis en déduire la nature du triangle ACL
Exercice 3 : (3,00 pts)
1,00 pt 1- Déterminer tous les nombres entiers naturels m tels que : m? +1=0 [5].
2 - Soit p un nombre premier tel que : p =3 + 4k ou k est un entier naturel.
soit n un entier naturel tel que : n24+1=0 [p)].
0,25 pt a) Vérifier que : (nQ)HQk =-1 [p|
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0,50 pt b) Montrer que n et p sont premiers entre eux.
0,75 pt ¢) En déduire que : (nQ)%H =1 [p|
0,50 pt d) Déduire de ce qui précede qu'il n’existe aucun entier naturel n vérifiant : n2+1=0 [p)].
Exercice 4 : (6,25 pts)
Partie I :
On consideére la fonction numérique f définie sur [0;4o0[ par : f(z) = dze=”.
Soit (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O;7: 7).
0,50 pt 1 - Calculer la limite de f en +oc.
0,75 pt 2 - Etudier les variations de f sur I'intervalle [0;+oc[ puis dresser son tableau de variations.
0,75 pt 3 - Déterminer I’équation de la demi-tangente & la courbe (C) & lorigine du repére puis construire la courbe
- 3
(C). (on prend ||2]] = ||j|| = 2 cm Et on admet que le point d’abscisse 3 est un point d’inflexion de (C)).
0,50 pt 4 - Calculer l'intégrale a = jol f(z) dz puis en déduire en cm? 'aire de la partie plane limitée par la courbe
(C), les deux axes du repere et la droite d’équation x = 1.
Partie II :
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On consideére la fonction numérique f,, définie sur Vintervalle [0;+o0[ par : f,(x) = dgne="
0,25 pt 1- a) Montrer que : (Vz > 1); e < e,
0,25 pt b) En déduire la limite de la fonction f,, quand z tend vers +oo.
0,75 pt 2 - Etudier les variations de la fonction fn sur Uintervalle [0;4o00[ puis dresser son tableau de variations.
0,50 pt 3 - Montrer qu'il existe un nombre réel unique u, de l'intervalle ]0;1] tel que : fy, (uy) = 1.
0,25 pt 4 - a) Vérifier que : (Vn2=2); frni1 (un) = up.
0,75 pt b) Montrer que la suite (uy),,~o est strictement croissante puis en déduire qu’elle est convergente.
5- On pose : | =limy sy o0 Up.
0,25 pt a) Montrer que : 0 << 1.
In(4 In(4
0,25 pt b) Montrer que : (Vn >2); — n(4) <In(up) < —— n(4)
n n n
0,50 pt c) En déduire que : [ =1.
Exercice 5 : (3,75 pts)
1
0 idere la foncti érique F définie sur R* par : F(z) = [2* ———_ dt.
n considére la fonction numérique éfinie sur par : F(z)= [’ YR
0,25 pt 1 - Montrer que F' est impaire.
1
2 - Pour tout réel & de lintervalle ]0;+o0[ on pose : ¢(z) = [}" A+ dt.
0,25 pt a) Vérifier que : (Vx> 0); F(z) = p(2x) — p(z).
0,50 pt b) Montrer que F est dérivable sur l'intervalle ]0;+oc[ puis calculer F”(x) pour x > 0.
0,50 pt c) En déduire le sens de variations de la fonction F' sur 'intervalle ]0;4o0].
0,50 pt 3 - a) En utilisant le théoréme des accroissement finis, montrer que :
x
Ve >0)(3ec €]r;2z]): Fr)= ———<
(v > 0@ efui2el): Flo) = i
0,25 pt b) En dédui (Vz > 0) Y < F) < —2
, n déduire que : (Vz ;e x
P d " In(1+422) In (1 +22)
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L - : . . . F()
0,75 pt c) Déterminer les limites suivantes : lim F(z) et lim F(z) et lim .
x—07t X—r—+00 T—+00 X
-1 -1
0,75 pt d) Vérifier que : F (\/e — 1) <ve—1letF Ve > Ve

2 2
Puis déduire que I’équation F'(z) =z admet une solution unique dans ]0;+oo].

FIN
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Exercice 1 : (3 pts)
On rappelle que (M3 (R),+, X) est un anneau unitaire non commutatif.
1 0 0
On considére 'ensemble : EF=<{ M(z)=| a2 1 0|/zeR
22 2z 1
0,50 pt 1 - Montrer que F est une partie stable de (M3 (R), x).
0,50 pt 2 - a) Montrer que lapplication ¢ qui & tout nombre réel x associe la matrice M (z) est un isomorphisme
de (R,+) vers (E, x).
0,50 pt b) En déduire que (F, X) est un groupe commutatif.
0,50 pt c¢) Déterminer M ~!(z) l'inverse de la matrice M (z) pour tout réel z.
0,50 pt d) Résoudre dans I’ensemble E I'équation : A>X =B ot A=M(2) et B=M(12) et AS=Ax---x A
NN
5 fois
0,50 pt 3 - Montrer que ensemble F' = {M (In(z)) /z € R%} est un sous-groupe de (E, x).
Exercice 2 : (4 pts)
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O7 u_>, v_>)
1- On considére dans Pensemble C équation :  (E): 22 —4iz—242iv/3=0
0,50 pt a) Vérifier que le nombre a =141 (2 — \/g) est une solution de ’équation (E).
0,50 pt b) En déduire b la deuxiéme solution de 1’équation (FE).
0,50 pt 2- a) Montrer que : a® =4 (2 - \/§) el
0,75 pt b) Ecrire a sous forme trigonométrique.
3 - On considere les points A , B et C dont les affixes sont respectivement a, b et ¢ = 2i + 2e'7.
Soit (T) le cercle de diametre [AB].
0,50 pt a) Déterminer w, laffixe du point Q centre du cercle (T)
0,50 pt b) Montrer que les points O et C appartiennent au cercle (T).
0,75 pt ¢) Montrer que le nombre complexe c:a est un imaginaire pur.
Exercice 3 : (3 pts)
Une urne contient 10 boules blanches et deux boules rouges.
On tire les boules de 'urne l'une apres 'autre et sans remise jusqu’a 'obtention pour la premiere fois d’une
boule blanche, puis on arréte I’expérience.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules tirées.
0,25 pt 1- a) Déterminer ’ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X.
0,50 pt b) Calculer la probabilité de I’événement [X = 1].
0,50 pt c) Montrer que : p[X =2] = %
0,50 pt d) Calculer la probabilité de 'événement [X = 3]
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0,50 pt 2 - a) Montrer que lespérance mathématique de la variable aléatoire X est : F(z) = Bl
0,75 pt b) Calculer E (X 2), et en déduire la valeur de la variance V (X)) de la variable aléatoire X.
Exercice 4 : (10pts)
On consideére la fonction numérique f définie sur lintervalle I = [0;1] par :
1
/() 1-In(l—x) =
f(1)=0
— —
Soit (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repeére orthonormé (O7 1, )
0,50 pt 1 - Montrer que f est continue & gauche au point 1.
0,50 pt 2 - Etudier la dérivabilité de f & gauche au point 1.
0,75 pt 3 - Etudier les variations de la fonction f sur I'intervalle I puis dresser son tableau de variations.
0,50 pt 4 - a) Montrer que la courbe (C') admet un point d’inflexion unique d’abscisse
0,75 pt b) Tracer la courbe (C') en précisant sa demi-tangente au point d’abscisse 0.
(on prend HZH = H;H =2cm)
0,50 pt 5 - Montrer qu’il existe un nombre réel unique « de I'intervalle I vérifiant : f(a) =«
0,25 pt 6 - a) Montrer que f est une bijection de l'intervalle I vers I.
0,50 pt b) Déterminer f~!(z) pour tout 2 de I'intervalle I.
Partie II :
1 1
On pose Iy = / f (t)dt, et pour tout entier naturel n non nul: I, = / t" f(t)dt
0 0
0,75 pt 1- a) Montrer que la suite (I,),,>( est décroissante et en déduire qu’elle est convergente.
1
0,75 pt b) Montrer que : (Vn>0);0<1I, < R puis déterminer la limite de la suite (In)n20~
Partie III :
Pour tout nombre réel x de l'intervalle J = [0;1] et pour tout entier naturel n non nul on pose : Fy(x) =
/ f(H)dt ; Fu(z) :/ " f(t)dt ; / IO 4 et S (z) = Z Fy(x)
0 0 -l k=0
1,00 pt 1- Montrer que : (VneN) Ve J) ; F(x)—Sp(z)= ﬁdt
0 —
0,50 pt 2 - a) Montrer que la fonction z +— (1—z) (1 —In(1—x)) est strictement décroissante sur .J.
t
0,50 pt b) Déduire que la fonction ¢ — {( ) est strictement croissante sur [0;z] pour z € J.
1,00 pt 3-a) Mont (vneN) (Yre) ; 0<F(x)—Sn(x) < ——  —
X - a ontrer que : (Vn x ; 0<F(z)—Sp(z)<——
P d " n+2\1-z
0,50 pt b) En déduire que pour tout z de U'intervalle J on a : 1ir_ir_1 Sp (z) =F(x)
n——+oo
0,50 pt 4 - a) Déterminer F'(z) pour z € J.
0,25 pt b) Déterminer la limite : lim F'(x)
=1~
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Exercice 1 : (4 pts) (Les deux parties sont indépendantes)

Partie I : Dans 'anneau (M3 (R),+, x) on considére les deux matrices :

2 V2
100 ooz
I=fo 1 0 et A=|2 -2 0
00 1 0o 0 1

(On pose : A®=1 Al=A A2=AxA Al = An x A pour tout n de IN)

0,5 pt 1- Montrer que : (VEeN); A%k =T .
0,5 pt 2 - Montrer que A admet une matrice inverse A~! que I'on déterminera.

Partie IT : Soit ¢ un nombre réel .

Pour tout x et y de l'intervalle I = ]a;+o00[ on pose : zxy=(x—a)ly—a)ta.
0,5 pt 1- a) Montrer que x est une loi de composition interne dans I .
0,5 pt b) Montrer que * est une loi commutative et associative.
0,5 pt c) Montrer que (I,*) admet un élément neutre que 'on déterminera.
0,5 pt 2 - Montrer que (I,%) est un groupe commutatif.

o + I — RYL
3 - On considére 'application : 1
S r—a
0,5 pt a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (I,x) vers (Rj_, ><) .
0,5 pt b) Résoudre dans I'ensemble I I’équation : 2= +a otaz® =zxrxx.
Exercice 2 : (2.5 pts)
Soit N D’entier naturel dont 1’écriture dans la base décimale est : N =11............. 1
2010 fois 1
0,25 pt 1 - Montrer que le nombre NN est divisible par 11 .
0,75 pt 2 - a) Vérifier que le nombre 2011 est premier et que : 10290 —1=9N .
0,5 pt b) Montrer que le nombre 2011 divise le nombre 9N .
0,5 pt ¢) En déduire que le nombre 2011 divise le nombre N .
0,5 pt 3 - Montrer que le nombre N est divisible par 22121.
Exercice 3 : (3.5 pts)

Premiére Partie : Soit m un nombre complexe non nul. On considére dans ’ensemble C 1’équation d’inconnu z :

(Ep) : 24 [1—1)m—4]z—im?—2(1—i)m+4=0.
0,5 pt 1 - Vérifier que le nombre z; = —m + 2 est solution de I"équation (E,,) .

2 - Soit 29 la deuxieéme solution de 'équation (Ey,) .

0,5 pt a) Montrer que : z1.29 =1 <= im? +2(1—i)m—-3=0.
1pt b) Déterminer les deux valeurs de m pour lesquelles on a : z1.29 =1 .
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(3 . 7 Y BN ’ . ﬁ % . \
Deuxiéme Partie : Dans le plan complexe rapporté a un repeére orthonormé direct (O7 U, v ) On considere
l’application S qui au point M, d’affixe z , fait correspondre le point M’ d’affixe 2’ , tel que: 2’ —1=—(2—1)
. 7T . .
et la rotation R de centre le point Q d’affixe (1+1) et d’angle 5 » et soit 2" Taffixe du point M” = R(M) .
0,25 pt 1- a) Montrer que 'application S est la symétrie centrale de centre le point d’affixe 1 .
0,25 pt b) Montrer que : 2" =iz +2
2 - Soit A le point d’affixe 2 . On suppose que le point M est distinct du point O origine du repére.
2 -2
0,5 pt a) Calculer : T e déduire la nature du triangle AM’'M" .
o —
0,5 pt b) Déterminer I’ensemble des points M pour lesquels les points A , Q , M et M” sont cocycliques.
Exercice 4 : ( 6.5 pts )
Premiére Partie : Etude des solutions positives de ’équation(F) : e = z™ avec n un entier naturel non nul.
x
On consideére la fonction numérique f définie sur 'ensemble D = [0;1[|J]1;+o0[ par: f(x)= o si 20 et
yz,
f(0) =0 et soit (C) sa courbe représentative dans le plan rapporté au repére orthonormé (O, 1, )
0,25 pt 1- Vérifier que pour tout = de 'ensemble D = [0;1[|J]1;+o0[ on a : e®=z" <= n= f(x) .
0,5 pt 2 - Montrer que la fonction f est dérivable a droite en O .
x
1,5 pt 3 - Calculer les limites : lim f(z) et lim f(z) et lim f(zx) et lim J@) ensuite interpréter graphi-
2211 agccsll T—+00 rT—+oo T
quement les résultats obtenus.
0,75 pt 4 - Etudier les variations de la fonction f sur chacun des intervalles [0;1[ et ]1;4-o00[ puis donner son tableau
de variations.
0,5 pt 5 - Montrer que la courbe (C) admet un point d’inflexion dont on déterminera les coordonnées
0,5 pt 6 - Représenter graphiquement (C) .
0,5 pt 7 - Montrer que pour n > 3, ’équation (E) admet exactement deux solutions a,, et by, tel que : 1 < a, < e < by,
Deuxiéme Partie : Etude des deux suites (a,),~5 et (by), >3 -
0,5 pt 1- Montrer que : (Vn>3); b, >n , en déduire la limite de la suite (by),,~3 -
0,5 pt 2 - a) Montrer que la suite (ay,),~5 est décroissante, en déduire qu’elle est convergente.
1 e
0,5 pt b) Montrer que : (Vn>3); —<lIn(ap)<— .
n n
0,5 pt Mont : i n—e.
p ¢) Montrer que Jim ap =e
Exercice 5 : (3.5 pts)
2 r 2
On consideére le fonction numérique F' définie sur 'intervalle [0;4o00[ par : F(z) =e™® / e~t'dt
0
0,5 pt 1- a) Montrer que : (Vz>0); 0<F(z)<ze
0,5 pt b) Montrer que : (Vz >1); e~*" < e~  en déduire la limite de la fonction F en 400 .
0,5 pt 2 - Montrer que la fonction F est dérivable sur I'intervalle [0;+oo[ et que :
(Vo >0) F(x)=e2"—2zF(z) .
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0,25 pt

0,75 pt

0,5 pt

0,5 pt

3 - On consideére la fonction G définie sur U'intervalle [O; g} par :

G(z) = F (tanz) si O<x<g

G(Ey=0

T
2
a) Montrer que la fonction G est continue & gauche en g .

b) Montrer qu’il existe un réel ¢ de Dintervalle ]0; 400 tel que : F'(¢) =0 et que :

e—262
F =
(€)= —
(On pourra appliquer le théoréme de ROLLE & la fonction G sur l'intervalle [O; g})

2
4 - On consideére la fonction numérique H définie sur ]0;+o0[ par : H(x) = F/(x)Z—x .

a) Montrer que la fonction H est strictement décroissante sur |0;+o0] .

b) En déduire que ¢ est unique, puis donner le tableau de variations de F .

FIN
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Exercice 1 : (3.5pts)
. . Yy
Soit x et y deux nombres de l'intervalle I =|0,1[, on pose x *xy =
0.1l Ty (= 2)(1—y)
0.5 pt 1- a) Montrer que * est une loi de composition interne sur I.
0.5 pt b) Montrer que la loi * est commutative et associative.
0.5 pt ¢) Montrer que (I,*) admet un élément neutre a déterminer.
0.5 pt 2 - Montrer que (I,%) est un groupe commutatif.
1
3 - On considere les deux ensembles suivants : H={2"/n € Z} et K= {2n+1/n € Z}
0.5 pt a) Montrer que IH est un sous-groupe de (R*, x).
b) On consideére application ¢ définie par : ¢ : H — I
1
“ z+1
0.5 pt Montrer que l'application ¢ est un morphisme de groupes de (IH, x) dans (I, x).
0.5 pt ¢) Déduire que (KK, *) est un sous groupe du groupe (I, *).
Exercice 2 : (2.5 pts)
Soit z un nombre entier naturel vérifiant 10* = 2[19].
0.25 pt 1- a) Vérifier que : 107! = 1[19].
0.5 pt b) Montrer que : 10'® = 1[19].
2 - Soit d le pged des nombres 18 et x + 1
0.75 pt a) Montrer que : 104 = 1[19].
0.5 pt b) Montrer que : d = 18.
0.5 pt ¢) Déduire que : © = 17[18].
Exercice 3 : (4 pts)
Partie I :
On consideére dans I’ensemble C, 'équation suivante (E): 23 — (14 2i)22 +3(1+4)z — 10(14i) =0
0.5 pt 1- Vérifier que —2i est une solution de 'équation (F).
0.5 pt 2 - Déterminer les deux nombres complexes « et 3 tels que :
VzeC, 2% — (1+20)22 +3(1+i)z—10(1 +14) = (2 + 20) (2 + az + B)
0.5 pt 3 - a) Déterminer les deux racines carrées du nombre 5 — 12i.
0.5 pt b) Résoudre dans C I’équation (F).
Partie IT :
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct.
On consideére les points A, B, et C d’affixes respectifs a = -1+ 3¢, b= —2i et ¢ =2+ 1.
0.5 pt 1 - Montrer que le triangle ABC' est rectangle isocele en C.
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m —2m
2 - On considere la rotation R de centre B et d’angle 3 et la rotation Ry de centre A et d’angle 3 Soit
M un point du plan complexe d’affixe z et M; son image par la rotation Ri et My son image par la
rotation Ro
1443
0.5 pt a) Vérifier que I’écriture complexe de la rotation Ry est 2/ = <+2\[) z—/3—i.
0.5 pt b) Déterminer z3 laffixe de M2 en fonction de z.
0.5 pt ¢) Déduire que le point I, le milieu du segment [M; Ms], est un point fixe.
Exercice 4 : (6 pts)
Soit f la fonction numérique définie sur 'intervalle ]0;4o00[ par f(z) =z +In(x) et soit (C) sa courbe représen-
. N , - - =
tative dans un repere orthonormé (O, i,] ) ( On prend : ||i]| = ||4]| = lcm)
1pt 1- Calculer les limites suivantes : lim f(x), lim f(z), lim /() et lim (f(z)—2x).
T—+00 ’ z—0t T rzoFoo T T—+00
0.25 pt 2 - a) Donner le tableau de variation de la fonction f.
0.75 pt b) Montrer que f est une bijection de l'intervalle |0; 400 vers un intervalle J & déterminer, puis donner
le tableau de variation de la bijection réciproque f—1.
0.75 pt 3 - Calculer f(1) et f(e) puis construire (C) et (C') la courbe représentative de la fonction f~! dans le méme
= =
repere (O, i , j
1+e
0.5 pt 4 - a) Calculer I'intégral / f~Y(z)dz. ( On peut poser : t = f~1(x))
1
0.5 pt b) Déduire I'aire du domaine plan limité par (C~!) et les droites z =1, r=e+ 1 et y = .
5 - pour tout entier naturel non nul n, on considére I'équation (E,): x+Inx=n
0.25 pt a) Montrer que I’équation (F,) admet une unique solution z,.
0.5 pt b) Déterminer la valeur de 1 puis montrer que lim x, = +00
n—+oo
0.5 pt 6 - a) Montrer que (Vn € IN*); f(zp) < f(n) puis déduire que (Yn € N*); z, <n.
0.5 pt b) Montrer que (Vn € N*); n—Inn <z,
Tp—n x
0.5 pt c) Calculer les limites suivantes : lim ( L ) et lim ( = )
n—-+o00 n n—+oo \ n —1Inn
Exercice 5 : (4 pts)
Soient n un entier non nul et f, une fonction numérique définie sur R par :
2 n
x x
fn(2) R o AL s
0.5 pt 1 - Montrer que pour n > 2, il existe un unique réel a,, de I'intervalle |0;1[ tel que fn(ay) =0.
0.75 pt 2 - Montrer que la suite (o, )n>2 est strictement décroissante et déduire qu’elle est convergente.
1 tn
0.5 pt 3- a) Vérifier que pourt=1,Ona:1+t+t2 4. +t" 1= 1T 1-¢
2 3 n a n
« « « mog
0.5 pt b) Déduire que an—i—( n) +( n) +...+( n) =—1H(1—Oén)—/ dt.
2 3 n 0 11—t
Qn t?’l
0.5 pt 4 - a) Montrer que: (Vn>2); 1+In(l —ayp) = —/ 1 tdt.
0 _
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0.5 pt

0.75 pt

Qn
b) Montrer que : (Vn>2); 0< /
0

¢) En déduire que I=1—¢e"1 oul

t" 1
dt < .
1t = (nt1)(1l—an)
lim .
n—-+0o00

FIN
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Exercice 1 : ( 3.5 pts ) les parties I et II sont indépendantes

I - Dans I'anneau unitaire (M3(R),+, x), on considére les deux matrices

V5—1

5 0 1 0 0
A= i 9 1 et [ = 8(1)(1)
0 1 1
0,75 pt 1- Calculer I — A et A2
0,5 pt 2 - En déduire que A admet une matrice inverse que ’on déterminera.
IT - Pour tout a et b de I'intervalle I=]1;400[, on pose a*b=va2b? — a2 — b2 +2.
0,25 pt 1- Vérifier que V(z,y) € R? ;  2%y? —2?2 —y?+2=(22-1)(y? - 1)+ 1.
0.5 pt 2 - Montrer que * et une lois de composition interne dans I.
3 - On rappelle que (R*T, x) est un groupe commutatif.
S L R o I
On considére I'application . g
0,5 pt a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (R**, x) vers (I,x)
0,25 pt b) En déduire la structure de (7, ).
0,75 pt ¢) Montrer que 'ensemble I = {1/1+2™ /m € R} est un sous groupe de (I, ).
Exercice 2 : (3.5 pts ) les parties I et Il sont indépendantes
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O; ;)
T - Soit @ est un nombre complexe non nul, on considére dans C I’équation
(E):i2?+(2—i)az— (1+i)a® =0
0,75 pt 1 - Déterminer 27 et z3 les solutions de ’équation (E).
0,25 pt 2 - a) Vérifier que : 2120 = a?(i — 1).
-3
0,5 pt b) Montrer que : z122 est un nombre réel <= arg a = Tﬂ [g]
II- Soient ¢ un nombre réel non nul et z un nombre complexe non nul
On considere les points A, B,C,D et M d’affixes respectives 1, 1+14, ¢, ic et z.
0,5 pt 1- a) Montrer que A, D et M sont alignés <= (ic+ 1)z + (ic — 1)z = 2ic (remarquer que ¢ = ¢)
0,5 pt b) Montrer que : (AD) L (OM) <= (ic+1)z—(ic—1)z=0.
2 - Soit h laffixe du point H, le projeté orthogonal du point O sur (AD).
0,75 pt a) Montrer que : h— (1+1i) = 3(h —c).
c
0,25 pt b) En déduire que (CH) L (BH).
Exercice 3 : ( 3 pts )
1- On considére dans Z? I'équation (E) : 143z — 195y = 52
0,5 pt a) Déterminer le plus grand commun diviseur de 143 et 195, puis déduire que I’équation (F) admet des
solutions dans Z2.
0,75 pt b) Sachant que (—1;—1) est une solution particuliere de 1’équation (E), résoudre dans Z? 1’équation (E)
en précisant les étapes de la résolution.
2 - Soit n un entier naturel non nul premier avec 5.
0,5 pt Montrer que pour tout k& de N, on a n*F = 1[5].
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3 - Soient x et y deux entiers naturels non nuls tel que = = y[4].
0,5 pt a) Montrer que pour tout n de N*, on a : n* =n¥[5].
0,5 pt b) En déduire que pour tout n de IN*, on a : n* = n¥[10].
4 - Soient z et y deux entiers naturels tel que (z,y) est solution de I'équation (FE).
0,25 pt Montrer que pour tout n de IN*, les deux nombres n* et n¥ ont le méme chiffre des unités dans ’écriture
dans le systeme décimal.
Exercice 4 : (5.5 pts)
n est un entier naturel non nul. N
o
On consideére la fonction numérique f,, définie sur R par : f,(z) =+ —
Soit (Cy,) la courbe représentative de f,, dans le plan muni d’un repére orthonorme (O; ;,5)
0,5 pt 1- Calculer lim fn(x)et lim fr(x).
T—>—00 T—-+00
0,5 pt 2 - a) Etudier la branche infinie de (C,,) au voisinage de —oo.
0,5 pt b) Montrer que la droite (D) d’équation y = x est une asymptote oblique a la courbe (C),) au voisinage
de +00, puis déterminer la position relative de (Cy,) et (D).
0,75 pt 3 - Etudier les variations de fn et dresser son tableau de variations.
0,75 pt 4 - Construire la courbe (C3). (On prend f3(—0,6) ~0 et f3(—1,5)~0et In3~1,1)
0,25 pt 5- a) Montrer que pour n>3 on a : — < Inn
n
1pt b) Montrer que pour n > 3 'équation f,(x) = 0 admet exactement deux solutions =, et y, telles que :
r<—Innet — <y, <0.
n
0,5 pt c¢) Calculer lim z, et lim y,.
n—-+0o0o n—+oo
s . - o g(x)=—1—zlnz ;x>0
6 - On considére la fonction numérique g définie sur [0,4o0[ par : 9(0) = —1
0,25 pt a) Montrer que la fonction g est continue a droite au point 0.
-1 1
0,25 pt b) Vérifier que pour n>3 ona:g ( ) = nn.
Tn Tn
1
0,25 pt ¢) En déduire lim an
n—+00 Tp
Exercice 5 : (4.5 pts)
On considére la fonction numérique F définie sur [0;1] par :
1 In(l+2z)
FO)=1 et F(z)=————=—<sixz>0
(0 (0) = - 255 1
0,25 pt 1- Soit cl1é t de [0;1 t tout t de [0; < <1
P oit « un élément de [0;1], montrer que pour tou e [0;z] on a: 192 172
2 - Soit 2 un élément de ]0;1]
2
0,5 pt a) Montrer que F(r) = = Iy T dt
1
0,75 pt b) Montrer que ) < F(x) <1, et en déduire que F' est continue & droite en 0.
x
0,75 pt 3 - En utilisant une intégration par rt%s, montrer gue pour40, 0; 1 on a :
/ dt =
1+2¢ 1+2x ] (1+2€>
4 - Soit  un élément de ]0;1]
0,5 pt a) Montrer que F'(r) = et th
, ntrer qu r)=——
P 4 2370 \ 142t
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0,75 pt

0,75 pt

0,25 pt

4 (
3(1+42x)?
c¢) En appliquant le théoreme des accroigse s fipg 3 la fonctign F' sur [0; 2] montrer que
) ppliq ipsenpepty fitygy la fonctig [0;2] q

—4
b) Montrer que 3 < F'(z) € on pourra utiliser le résultat de la question 1)

. : B C3()+22)? AP .
d) Déduire que la fonction F' est demva%le a droité en 0 en pIQ(%cdlgaiﬁ) son nombre dérivé a droite au point
0.

FIN
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Exercice 1 : (3.5 ptS) (Les parties I et ITI sont indépendantes.)
partie I :
Pour tous a et b de l'intervalle I = [1;4-00[, on pose : a L b= (y/a+Vb—1)>
0.5 pt 1 - Montrer que L est une loi de composition interne sur 1.
0.5 pt 2 - Montrer que la loi L est commutative et associative.
0.25 pt 3 - Montrer que L admet un élément neutre a déterminer.
partie IT :
o . r 2(x-1)
On rappelle que (Ma2(R),+, X) est un anneau unitaire. Soit £ =< M(z) = 0 ) /reR*
0.5 pt 1- Montrer que E est une partie stable de (M2(R), x).
2 - On considére Papplication ¢ définie par: ¢ : R* —» E
0.5 pt a) Montrer que lapplication ¢ est un isomorphisme de (R*, x) dans (E, x)
0.5 pt b) En déduire la structure de (E, x).
2n ontl_2
0.75 pt c) Montrer que ’ensemble H = 0 ) /n € Z » est un sous groupe de (E, x).
Exercice 2 : (3.5 ptS) (Les parties I et ITI sont indépendantes.)
7N . 7 . % H
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O, u v )
partie I :
2 5
On considére dans ensemble €, Péquation suivante : (E): 2% —4(1 + §Z)Z + 3 +4i=0
2
0.5 pt 1- a) Vérifier que le nombre z; =1+ gz est une solution de I’équation (F).
0.25 pt b) Montrer que la deuxiéme solution de I’équation (E) est z2 = 3z1.
2 - soit # argument du nombre complexe z.
, 5
0.5 pt Ecrire en fonction de 6 la forme trigonométrique du nombre complexe — + 43.
partie IT :
On considere trois points A, B et Q) distincts deux a deux, d’affixes respectifs a, b et w.
Soit r la rotation de centre () et d’angle %
On pose P =7r(A) et B=r(Q) et soient p et ¢ les affixes respectifs de P et Q.
0.5 pt 1- a) Montrer que : p:w—i—e%(a—w) et q:w—&-e%m(b—w).
]. — % s
0.25 pt b) Montrer que : eim = 647.
1—e™3
0.5 pt c) Montrer que : Pma_ (979) 4
q—> w—>b
w—a 2in
2 - On suppose que : ( > =e3
w—2>b
0.25 pt a) Montrer que APQB est un parallélogramme.
h—
0.75 pt b) Montrer que arg < a> = g[2w] et déduire que le quadrilatéere APQB est un rectangle.
p—a
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Exercice 3 : (3 pts)
0.25 pt 1- a) Vérifier que 503 est un nombre premier.
0.75 pt b) Montrer que : 7992 = 1[503] puis déduire que 72098 = 1[503]
2 - On considére dans Z2 équation : (E): 49z — 6y = 1.
Sachant que (1,8) est une solution particuliere de (E), résoudre dans Z? 1'équation (E) en précisant les
0.5 pt étapes de la résolution.
3- Onpose N=1+7+7>4... 472007
0.25 pt a) Montrer que le couple (72096, N) est solution de I’équation (E).
1pt b) Montrer que : N =0[4] et N =0[503].
0.25 pt ¢) Déduire que N est divisible par 2012.
Exercice 4 : (7.5 pts)
partie I :
Soit ¢ la fonction numérique définie sur lintervalle [0;+o0 par : g(x) =In(1 +x) — 1—T—x
0.5 pt 1- Etudier les variations de la fonction g sur intervalle [0;400|.
0.5 pt 2 - Déduire le signe de g(z) sur l'intervalle [0;+o0].
partie IT :
Soit f la fonction numérique définie sur R par : f(z) =e*In(1+e~7)
1pt 1 - Montrer que : xEr_ir_loof(x) =1let wgrzloof(x) =0
0.5 pt 2 - Montrer que pour tout nombre réel z, On a : f'(z) = e*g(e™7).
0.5 pt 3 - Dresser le tableau de variations de la fonction f.
1pt 4 - Construire (C) la courbe représentative de la fonction f et (C’) la courbe représentative de la fonction
(=f) dans le méme repere (O7 z_>, 7)
(On admet que —0.7 est une valeur approchée de I’abscisse du seul point d’inflexion de la courbe (C)).
0.75 pt 5 - Montrer que pour tout x de |—1;0[, on a : 0 < f/(z) < g(e).
0.75 pt 6 - Montrer que I'équation f(z)+ x =0 admet une seule solution « sur R vérifiant : —1 < o < 0.
7 - On consideére la suite numérique (uy)nen définie par : { Zn—H - _féun) ; el
0 =
0.5 pt a) Montrer que : (Vn € N); —1 < uy, <0.
0.5 pt b) Montrer que : (Vn € N); |upt+1 — | < gle)|u, — af.
0.5 pt ¢) Déduire que : (Vn € N); |up — | < (g(e))™.
0.5 pt d) Sachant que : g(e) < 0.6 , calculer ngrfm Up.
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0.25 pt
0.5 pt
0.5 pt
0.5 pt

0.25 pt

0.5 pt

Exercice 5 : (2.5 pts)

T/ Int
On consideére la fonction numérique F' définie sur |0; +oo[ par : F(z) = /1 (12252) dt

1- Calculer F(1)
2 - a) Montrer que la fonction F est dérivable sur ]0;4o0[ et calculer F'(z).
b) Déduire que pour tout x de l'intervalle ]0;+oo[ F(z) = 0.

3 - En utilisant une intégration par parties, montrer que pour tout  de Uintervalle |0;+oo] :

T arctant

1
F(z)= (arctanx + arctan ) Inz— /
x 1 t

dt

1
4 - Montrer que (Vz > 0); arctan — = g —arctanz
x

2 [ arctant
5 - Déduire que (Vz > 0); Inz = 7/1 arctan &
m

FIN
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Vv L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
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Exercice 1 : (3.5 pts)

On rappelle que (Z,+, x) est un anneau unitaire commutatif et intégre .

1- On munit Z de la loi de composition interne * définie par :V(z,y) € Z? ; xxy=a+y—2

0,5 pt a) Montrer que la loi * est commutative et associative
0,25 pt b) Montrer que (Z, ) admet un élément neutre & déterminer.
0,5 pt ¢) Montrer que (Z,*) est un groupe commutatif.
2 - On munit Z de la loi de composition interne T définie par :
(V(z,y) EZQ) s xTy=xy—2c—2y+6
On considére lapplication f de Z vers Z définie par : (Vx € Z) ; f(x) =2 +2

0,5 pt a) Montrer que f est un morphisme bijectif de (Z,x) vers (Z,T)
0,25 pt b) Montrer que : ¥(z,y,2) € Z3 ; (zxy)Tz= (2T2)*(yTz)
0,75 pt 3 - En déduire de ce qui précede que (Z,*,T) est un anneau commutatif et unitaire.
0,25 pt 4 - a) Montrer que : Ty =2 si et seulement si x =2 ou y =2
0,25 pt b) En déduire que 'anneau (Z,,T) est intégre .
0,25 pt c) (Z,+,T) est-il un corps? (Justifier la réponse)

Exercice 2 : (3.5 pts)

partie I : Soit @ un nombre complexe non nul .

On considére dans C 'équation (E) d’inconnue z :  (E): 222 — (3+iv3)az+ (1+iv3)a®? =0
0,25 pt 1- Vérifier que le discriminant de I'équation (E) est : (—1+14v/3)%a?
0,5 pt 2 - Résoudre dans C I’équation (E)

partie IT : Le plan complexe est reporté au repére orthonormé direct (O, @, 7).

On considere les points A , B et M d’affixes respectives a , b= ae's et z

Soit r la rotation de centre M et d’angle g

On pose A; =r~1(A) et By =7"1(B) (ou r~! est la rotation réciproque de la rotation r )

soient aj et by les affixes respectifs de Ay et By
0,5 pt 1 - Vérifie que OAB est un triangle équilatéral.
0,5 pt 2 - a) Montrer que : a3 = <; —i\gg)a—i— (% +Z§)Z et by = (— % +i\é§)a+ (; —z?)z
0,5 pt b) Montrer que OA; M B; est un parallélogramme.

3 - Supposonsque: M=zAet M =B

0,5 pt a) Montrer que : 2:21 = —z:Z X %
0,75 pt b) Montrer que les points M , A; et By sont alignés si et seulement si les points M , O , A et B sont

cocycliques.
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Exercice 3 : (3 pts)
L’objectif de I’exercice est de rechercher les entiers naturels n strictement supérieure a 1 qui vérifient la propriété
suivante : (R):3" —2" =0[n]

1 - On suppose que n vérifie la propriété (R) et soit p le plus petit diviseur premier de n

0,75 pt a) Montrer que : 3" — 2" =0[p] , en déduire que p > 5
0,5 pt b) Montrer que : 2P~ 1 =1[p] et 3771 = 1|
0,5 pt ¢) Montrer qu’il existe un couple (a,b) de Z? tel que : an —b(p—1) =1
0,5 pt d) Soient r et q respectivement le reste et le quotient de la division euclidienne de a par p-1 <a =q(p—1)+r
avec: 0<r<p—1let qEZ)
Montrer qu'’il existe un entier naturel k tel que : rn=1+k(p—1)
0,75 pt 2 - Déduire de ce qui précede qu’il n’existe pas d’entier naturel n strictement supérieur a 1 vérifiant la
propriété (R).
Probléme : ( 10 pts )
On considere la fonction numérique h définie sur 'intervalle [1;4o0[ par :
M1)=1 et (Vao>1); h(z)=
zlnz
partie I :
0,25 pt 1- a) Montrer que h est continue & droite en 1
0,75 pt b) Montrer que : (V& > 1) ; Inz < 2 — 1 puis déduire que la fonction h strictement décroissante sur
11;4-00]
0,5 pt 2 - a) Calculer xgrilooh(r) puis dresser le tableau des variations de h
0,25 pt b) Déduire que : (Vz>1); 0<h(z)<1
partie II :
On consideére la fonction numérique g définie sur l'intervalle [1;+oo[ par :
S
(Vz>1); g(x) :/x mdt et g(1)=1In2
et soit (C) la courbe représentative de la fonction g dans un repére orthonormé (O,f,f)
2
0,25 pt 1- a) Vérifier que : (Vz > 1) ; /: ﬁdt =1In2
2
0,25 pt b) Vérifier que : (Vx> 1) ; g(z) —In2= : \flrjtl dt
0,5 pt c) Montrer que : (Vx> 1) ; g(z) —In2 = /I t=1
vz tint
0,5 pt 2 - a) Montrer que (Vo >1); (z—+vx)h(z) < g(z) —In2< (z — Va)h(V/x)
0,5 pt b) Déduire que g est dérivable a droite au point 1
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0,75 pt

0,75 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,25 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,75 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,25 pt

c) Montrer que : lim g(z)=+oo et lim 9(x) =0
T—>+00 rT—+00 T

1
3- a) Montrer que g est dérivable sur I'intervalle |1; 400 et que : (Vz > 1) ; ¢'(z) = =h(v/x
2

1
b) Déduire que (Vz>1) ; 0<g'(z)< 3 puis dresser le tableau des variations de g
¢) Construire la courbe (C)

partie III :
I-
1 - Montrer que la fonction k :  — g(z) —x + 1 est une bijection de l'intervalle [1;+o0[ vers l'intervalle
] — 00;1n 2]
2 - Déduire qu’il existe un unique réel « de Uintervalle |1;+00] tel que 1+ g(a)=a
II- On consideére la suite (up)ns0 définie par : 1<up<a et (Yn=0); upt1 =1+ g(uy)
1- a) Montrer que : (Vn>0); 1<u, <«
b) Montrer que la suite (up)nz0 est strictement croissante

¢) Déduire que la suite (uy)n>0 est convergente et que : HIJ'I_I Up =
T—r+00

1
2 - a) Montrer que : (Vn20); |up+1 —af < §\un —qf

2

c) Déduire une deuxiéme fois que : lim wu, =«
T——+00

1 n
b) Montrer que : (Vn=0) ; |up, —al < () |ug — af

FIN
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Exercice 1 : ( 3.5 pts )

les parties A et B sont indépendantes

partie A :

2 -1 (y-1)+(=-2)(y—2)
(z-Dy-1)+(-2)(y—2)

Pour tout z et y de Uintervalle G =1;2[ on pose : x*y =

0,5 pt 1 - Montrer que * est une loi de composition interne dans G
2 - On rappelle que (Ri, ><) est un groupe commutatif.
On considere I'application f de R vers G définie par :  f(x) = zii
0,75 pt a) Montrer que f est un isomorphisme de (R, x) dans (G,*)
0,5 pt b) En déduire que (G,*) est un groupe commutatif dont on déterminera 1’élément neutre.
partie B : 0 0 O 1 00
On rappelle que (M3 (R),+, X) est un anneau unitaire dont le zéroest O= [0 0 0| etlTunité /=10 1 0
0 0 0 0 0 1
0 3 2
et que (M3 (R),+,.) est un espace vectoriel réel, et on pose: A=10 0 1
0 0 0
0,5 pt 1- a) Vérifier que : A3 = O et en déduire que A est un diviseur de zéro dans 'anneau (M3 (R),+,.)
0,5 pt b) Vérifier que : (A2 —A+1I)(A+1) =1 en déduire que la matrice A+ I admet un inverse dans
(M3 (R),+, %) que Pon déterminera.
2 - Pour tout a et b de R on pose : M (a,b) = al +bA et I'on considére I'ensemble :
E— {M(a,b) / (a,b) € RQ}
0,75 pt Montrer que (F,+,.) est un espace vectoriel réel dont on déterminera une base.
Exercice 2 : (3 pts)
Une urne contient 3 boules rouges et 4 boules noires indiscernables au toucher.
partie A :
On tire au hasard successivement et avec remise quatre boules de 'urne, et on considere la variable aléatoire X
égale au nombre de boules noires tirées.
1pt 1 - Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X
0,5 pt 2 - Calculer E(X) lespérance mathématique de la variable aléatoire X
partie B :
On réalise I'expérience aléatoire suivante en trois étapes :
Etape 1 : On tire une boule de I'urne, on marque sa couleur et on la remet dans 'urne.
Etape 2 : On ajoute dans 'urne 5 boules de méme couleur que la boule tirée a ’étape 1.
Etape 3 : On tire successivement et sans remise 3 boules de 'urne qui contient alors 12 boules apres 1’étape 2.
On considere les événements suivants : N "la boule tirée a 1’étape 1 est noire"
R "la boule tirée a I’étape 1 est rouge"
E "toutes les boules tirées a ’étape 3 sont noires"
0,5 pt 1- Montrer que : p(ENN) = %
0,5 pt 2 - Calculer p(F)
0,5 pt 3 - Calculer la probabilité de I’événement R sachant que E est realisé.
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Exercice 3 : (3.5 pts)
partie A :
Soit @ un nombre complexe différent de 1
On considére dans l'ensemble C équation :  (E) : 222—2(a—1)z+(a—1)>=0
-1 -1
0,5 pt 1- Montrer que : 213 = (a 5 ) (1+i) et o= (a 3 ) (1 —1) sont les deux solutions de I’équation (E)
2- Onprend: a=e avec 0<O<
9 {0+
0,5 pt a) Montrer que : a—1=2sin <2> e‘( > )
1pt b) En déduire la forme trigonométrique de z1 et z2
partie B :
7’ 7N N 7’ . % %
Le plan complexe étant rapporté a un repére orthonormé direct (O, U v )
On admet que Re(a) <0, et on consideére les points A (a), B(—i), C (i) et B'(1)
0,5 pt 1- Déterminer en fonction de a, les affixes des points J et K milieux respectifs de [AC] et [AB]
0,5 pt 2 - Soit r1 la rotation de centre J et d’angle g, et Ty la rotation de centre K et d’angle g
On pose C' =11 (C) et A’ =ry(A) et soient ¢ I'affixe de C’ et o’ laffixe de A’
Montrer que : a’ = z1 et ¢/ = 29
r
0,5 pt 3- Calculer ; et en déduire que la droite (AB’) est une hauteur du triangle A’B’'C’
Exercice 4 : (8.25 pts)
1
@)= 2
1- Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle [0;+oo[ par : 1+221n®(z)
f(0)=1
0,5 pt a) Montrer que f est continue & droite au point 0, puis calculer 11513 f(x)
0,5 pt b) FEtudier la dérivabilité de f & droite au point 0
(On pourra utiliser le résultat lim zIn?(z) =0)
z—0t
—zl 141
0,5 pt ¢) Montrer que f est dérivable sur ]0;+oo[ et que :  (Va >0) ; f/(x) = zln(z)(1+ n(:;))
(1+a2 In? (z)) 2
0,5 pt d) Donner le tableau des variations de la fonction f
xX
2 - Soit F la fonction numérique définie sur [0;+o00[ par :  F(x) :/ f@)dt
0
- —
et soit (Cr) la courbe représentative de F' dans un repére orthonormé (O, 1, )
0,25 pt a) Déterminer une primitive de la fonction x +— () sur Uintervalle [e;+o0]
zln (z
0,5 pt b) Montrer que : (Vt>e) ; tln(t) < 4/1+t2In?(t) < /2tIn(t)
1 z 1
0,75 pt ¢) Montrer que: (Vz>e¢); —=In(In(z)) < / ——dt<Iln(ln(x))
V2 ¢ \/1+121n2(t)
s : - F(x)
0,5 pt d) En déduire que : lim F(z)=+oco0et lim =0
r—>+400 r—400 T
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0,5 pt e) Montrer que (Cr) admet deux points d’inflexions dont on déterminera les abscisses.
1
1pt f) Construire (Cr) (on prend F (1) = 0,5 et F <> ~0,4)
e
3 - Pour tout = de [0;+00[ on pose ¢ (x) =z — F (z)
0,75 pt a) Montrer que lim ¢(z) =400 et étudier les variations de ¢
r—+00
0,5 pt b) Montrer que pour tout entier naturel n, ’équation ¢ (x) = n admet une seule solution «;, dans Uinter-
valle [0;400]
0,5 pt ¢) Montrer que : (¥n € N) ; ap, > n puis calculer :  lim «,
n—+oo
F F
0,5 pt 4- a) Montrer que: (Vn>1);0< (an) < (n) +f(n)
o, n
(On pourra utiliser le théoreme des accroissements finis)
0,5 pt b) Calculer : lim n
n—+oo N
Exercice 5 : (1.75 pts)
n2
) arctan (n)
Pour tout entier naturel non nul n on pose : uy, = | ———— et v, =1n (up)
arctan (n + 1)
0,25 pt 1- Vérifier que : (V¥n>1) ; v, = n?(In(arctan (n)) — In (arctan (n +1)))
0,5 pt 2 - En utilisant le théoréme des accroissements finies , montrer que :
2
—n
Vn>1) (dc€nn+1|) ; v, =
(vn21) Qe €lmn+10) ; vn (1+c?)arctan (c)
—n? —n?
0,5 pt 3 - Montrer que : (Yn>1); 3 <vp <
(14 n?)arctan (n) (1 + (n+ 1)2) arctan (n+ 1)
0,5 pt 4 - Calculer lim wug,
n—>400
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Exercice 1 : (3 pts)
Pour tout n de IN* | on pose : a, =333....31 ( n fois le chiffre 3)
——r
n fois
0,5 pt 1 - Vérifier que les deux nombres a; et as sont premiers.
0,5 pt 2 - Montrer que pour tout n de IN* : 3a, +7= 107+,
0,75 pt 3 - Montrer que pour tout k de N : 1030%+2 =7[31] .
0,75 pt 4 - Montrer que pour tout k de IN : 3aggp+1 = 0[31] , puis en déduire que : 31 divise agopt1-
0,5 pt 5 - Montrer que pour tout n de IN*;si n = 1 [30] alors I"équation anx + 31y = 1 n’admet pas de solutions
dans Z? .
Exercice 2 : (3.5 pts)
On rappelle que (C;+; %) est un corps commutatif et que (Mao(IR);+; X) est un anneau unitaire de zéro O =
o 0
et d'unité I =
0 0 0 1
a a—b . 9
Pour tout a et b de R on pose : M(a,b) = et on considére 'ensemble E = {M(a,b) / (a,b) € R*}
b a+bd
0,5 pt 1 - Montrer que E est un sous-groupe du groupe (Ma(R),+) .
) 1 . £ 1os
0,75 pt 2 - Calculer J*=JxJ sachant que J = , puis en déduire que E n’est pas stable dans (Ma(R), x).
0 1
P . G I -1
3 - On définit sur M3(R) la loi de composition interne * par :A* B=A x N x B avec : N =
0 1
On consideére I'application ¢ de C* vers M2(IR) qui associe & chaque nombre complexe non nul a+1ib ( a
et b étant deux nombres réels) la matrice M (a,b)
0,5 pt a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers (Ma(R),*) .
0,25 pt b) On pose :E*=FE—{O} . Montrer que : ¢(C*) =E* .
0,5 pt ¢) Montrer que (E*, %) est un groupe commutatif.
0,5 pt 4 - Montrer que :(V(A4,B,C) € E3) Ax(B+C)=AxB+AxC .
0,5 pt 5 - En déduire de ce qui précede que (E,+,*)est un corps commutatif.
Exercice 3 : (3.5 pts)
Le plan complexe étant rapporté & un repére orthonormé direct (O,w,v)
Soit 6 un nombre réel tel que : 0 € [O, g} — {%}
1- On considére dans C 'équation suivante : (E) 2% — /2?2 + %0 =0.
0,25 pt a) Vérifier que le discriminant de I’équation (E) est : A= (\@iew)2 .
0,75 pt b) Ecrire sous forme trigonométrique les deux racines z; et zo de équation (E) dans I’ensemble C.
T 7r
- | (D) (D)
2 - On consideére les points I , J , T7 , Ty et A d’affixes respectives 1, —1 ;e 4/ e 4/ et /2e'.
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0,5 pt a) Montrer que les deux droites (OA) et (T172) sont perpendiculaires.
0,25 pt b) Soit K le milieu du segment [T17%2].Montrer que les points O , K et A sont alignés.
0,25 pt ¢) En déduire que la droite (OA) est la médiatrice du segment [T17T3] .
3 - Soit r la rotation de centre T} et d’angle T
0,25 pt a) Donner l'expression complexe de la rotation r.
0,5 pt b) Vérifier que I'affixe du point B image du point I par la rotation 7 est : b= /2% + 1.
0,25 pt ¢) Montrer que les deux droites (AB) et (I.J) sont perpendiculaires.
0,25 pt 4 - Déterminer Paffixe du point C' image du point A par la translation de vecteur (—7).
0,25 pt 5 - Montrer que A est le milieu du segment [BC].
Exercice 4 : (8 pts)
)= s
I)- On considére la fonction f définie sur lintervalle I = [0;+o0o[ par : 1+ 22
f(0)=0
0,5 pt 1- a) Montrer que f est continue sur [0;+o0] .
0,25 pt b) Etudier le signe de f(z) sur [0;+oo].
0,25 pt 2- a) Montrer que :(Vz € RY) f (i) =—f(z).
0,25 pt b) Montrer que la fonction f est dérivable sur ]0;4o00] .
0,5 pt ¢) Montrer que : (Ja €]0,1]) f/'(a) =0.
0,5 pt d) En déduire que : f’ (;) =0.
IT) - On considere la fonction F définie sur [0;+o00[ par : F(z) = /Zf(t)dt
Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé. ‘
0,5 pt 1- a) Vérifier que : (V¢ € [1,400[) % < 1ft2 <1.
1pt b) Montrer que : (Vt € [1,+00]) F(1) — % (Inz)* < F(z) < F(1) — =~ (Inz)?
! T 2 Int
( On remarquera que :F'(x) = ; f(t)dt—/1 W.Tdt)
1pt c) Calculer lim F(z)et lim Flz) puis donner une interprétation géométrique du résultat obtenu.
z—+00 z—+oo X
0,5 pt 2 - a) Montrer que F est dérivable sur [0;+oo[ puis calculer F'(z).
0,25 pt b) Etudier les variations de F sur [0;4-00].
II1)-
0,5 pt 1- a) Montrer que : (Vt €]0,+o0]) —tlnt < é
0,25 pt b) Montrer que :(V¢ € [0,400[) f(¢) < é
0,25 pt ¢) En déduire que : (Vz €]0,4+00[) F(z) <z
2 - On considere la suite (un),~ définie par : ug €]0;1[ et (Vn € N) : upt1 = F(up) .
0,5 pt a) Montrer que : (Yn € N) : u, €]0,1]
0,5 pt b) Montrer que la suite (u”)nZO est strictement décroissante et en déduire qu’elle est convergente.
0,5 pt ¢) Déterminer lim uy,

n—-+o0o
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0,5 pt

025 pt

025 pt

0,5 pt

0,5 pt

Exercice 5 : (2 pts)

On consideére la fonction g définie sur [0;+o0[ par : g(z) = —e

1- Montrer que g est continue sur [0;4o00].

2 - Pour tout réel = de l'intervalle [0;4o00[; on pose : L(z) = /xg(t)dt
a) Montrer que L est continue sur [0;+o0| "
b) Calculer L(z) pour 2 >0 .

c) Calculer lim L(z) et en déduire la valeur de L(0) .
z—0t

p=n—1
1
3 - Pour tout entier naturel non nul n > 1, on pose :S, = — Z g (£>
n n

Montrer que la suite (Sn)n21 est convergente puis déterminer sa limite.

FIN
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1

Exercice 1 : ( 2 pts )
Considerons trois urnes U,V et W.
L’urne W contient 3 boules indiscernables au toucher : 1 Boule noire et 2 boules blanches. chacune des urnes U
et 'V contient 4 boules indiscernables au toucher : 2 Boule noires et 2 boules blanches.
On consideére 'expérience suivante :
On tire au hasard une boule de I'urne W : Si elle est blanche, on la met dans I'urne U, puis on tire deux boules

simultanément de 'urne U, Si elle est noire, on la met dans 'urne V| puis on tire deux boules

0.25 pt 1 - Quelle est la probabilité pour que le tirage des deux boules soit de I'urne U ?
0.75 pt 2 - Calculer la probabilité de tirer deux boules blanches a la fin de 'expérience ?
3 - Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches a la fin de 'expérience. Déterminer la loi
1pt de probabilité de la variable X.
Exercice 2 : (1 pts)
Soit n un nombre entier naturel non nul.
Posons ¢, =2.10" —1 et b, =2.10" +1
0.5 pt 1 - Montrer que b, A ¢, = cn A2, puis en déduire que b, et ¢, sont premiers entre eux.
(a A'b représente le plus grand diviseur commun de a et b)
0.5 pt 2 - Déterminer un couple (xp,yn) de Z2 vérifiant : byx, +cnyn =1
Exercice 3 : (3.75 pts)
On pose J =] —1,1]
Partie I : Soient a et b deux éléments de I'intervalle J, on pose : axb = fjali)
0.75 pt 1 - Vérifier que (V(a,b) € J2) ;14+ab > 0, puis en déduire que * est une loi de composition interne dans J.
0.5 pt 2 - a) Montrer que la loi * est commutative et associative dans J.
0.25 pt b) Montrer que la loi * admet un élément neutre dans J qu’on déterminera.
0.5 pt ¢) Montrer que (J,*) est un groupe commutatif.
Partie IT : On considére 'application f définie sur R par : f(x) = ::jri
0.75 pt 1 - Montrer que la fonction f est une bijection de R vers J.
2 - Soit g la bijection réciproque de 'application f ( la détermination de g n’est pas demandé)
0.5 pt Quel que soient x et y de J, on pose : x Ly =f(g(x) x g(y))
Montrer que f est un homomorphisme de (IR*, x) vers (J*, L) tel que J* =J — {0}.
3 - On rappelle que (IR*, x) est un groupe commutatif et on admet que la loi L est distributive par rapport
0.5 pt a la loi * dans J.

Montrer que (J,*,L) est un corps commutatif.
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Exercice 4 : (3.25 pts)

Partie I :
0.5 pt 1- Résoudre dans I'ensemble C, I’équation : 22 4+8 =0 (a est la solution de ’équation telle que Re(a) >0 )
0.5 pt 2 - a) Déterminer le module et 'argument du nombre complexe 1+ a.
0.25 pt b) En déduire que cos () = \/2;7
0.5 pt c) Vérifier que (1+a)(1 —a) =141, en déduire la forme trigonométrique du nombre complexe 1 — a.

Partie IT : Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé direct (O, ﬁ>, V), on considere les points

A, B, M et M’ d’affixes respectifs a,—a,z et 2’ tels que zz’ +8=0.
0.25 pt 1 - Soit N le point d’affixe Z, conjugué de z.

Montrer que les droites (ON) et (OM’) sont perpendiculaires.
0.25 pt 2 - a) Montrer que : 2/ —a =822,
0.5 pt b) Montrer que si z % —a, alors : 2/ = —a et j:jr: =22
0.5 pt 3 - On suppose que les points A, B, M ne sont pas alignés.
Montrer que le point M’ appartient au cercle circonscrit au triangle ABM.

Exercice 5 : ( 7.5 pts )

Partie I : Soit f la fonction définie sur 'intervalle ]0,+oco[ par : f(x) = _\l/nix.

Et (Cg¢) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O; ?; T) unité 1 cm.
1pt 1- Calculer lim,_,y+ f(x) et limyx—, oo f(x), puis interpréter géométriquement les deux résultats obtenus.
0.75 pt 2 - Calculer f'(x), puis en déduire les variations de la fonction f sur l'intervalle 0, +oo].

3 - Pour tout n € IN*, on consideére la fonction gy, définie sur |0,1] par : gn(x) = f(x) —x"
0.25 pt a) Montrer que gy est strictement décroissante sur ]0,1].
0.5 pt b) En déduire que pour tout entier n > 1 il existe a;, €]0,1[ unique, tel que :
f(an) = (an)™
0.5 pt ¢) Montrer que pour tout entier n >1: g, (any1) < 0.
0.75 pt d) Montrer que la suite (an)n21 est strictement croissante, en déduire qu’elle est convergente.
4- On pose que : 1 =limy, 54 o an

0.25 pt a) Vérifier que : 0 < a3 <1<1.
0.25 pt b) Vérifier que : (vn € N*);h(an) =n avec h(x) = 3t + W
0.5 pt c) Montrer que : 1=1.
0.25 pt d) En déduire que lim,_, o0 (ap)" = 0.

Partie IT :
0.25 pt 1- a) Etudier le signe de lintégrale fi f(t)dt pour tout x de ]0,+ oo
0.5 pt b) En utilisant une intégration par parties, montrer que :

(Vx> 0); [} f(t)dt =4 — 4y/T +2y/XInz
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2

¢) En déduire, en cm?®, l'aire du domaine plan limité par la courbe (Cg) et les droites d’équations

0.25 pt respectives t =1,z =€ et y =0
2 - Pour tout entier naturel non nul n, on pose : U, = %Zﬁ;’f (%)
0.5 pt a) Montrer que pour tout entiers naturels n et k tels que :n>2et 1<k<n-—1,ona:
kt1
1 k+1 T 1 k
()< [ e )
n n k n" \n
0.5 pt b) Montrer que : (Vn € IN*); fi fO)dt <u, <1f()+ fi f()dt
0.5 pt ¢) En déduire que : lim, 1, U, =4
Exercice 6 : ( 2.5 pts )
On consideére la fonction g définie sur [0,4+o00[ par : g(x) = f\l/;(e_t2 dt.
1- Pour tout z de R, on pose : k(x) = fe*tht.
0.25 pt a) Vérifier que pour tout x de [0,+00[, on a : g(x) = —k(v/x).
0.5 pt b) Montrer que la fonction g est continue sur [0,+oo[ et dérivable sur |0, +ool:
0.5 pt ¢) Calculer g'(x) pour tout x > 0, puis en déduire que g est strictement décroissante sur [0, +oo|
. .gx)-g0) _ 1 ,-x
0.75 pt 2 - a) Montrer que : (Vx> 0); &= < -5z
b) En déduire que la fonction g n’est pas dérivable & droite en 0 et donner une interprétation graphique
0.5 pt du résultat obtenu.

FIN
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Exercice 1 : ( 3 pts )
1 - On considere dans I'ensemble C 1’équation suivante :
(E): 22— (5+iV3)2+4+4ivV3=0
0,25 pt a) Vérifier que (3 —iv/3)? est le discriminant de I'équation (F).
0,5 pt b) Déterminer a et b les deux solutions de I’équation (E) (sachant que : b € R)
0.25 pt ¢) Vérifier que : b= (1—iv3)a
2 - Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct.
Soit A le point d’affixe a et B le point d’affixe b.
0,5 pt a) Déterminer b; l'affixe du point B; image du point O par la rotation de centre A et d’angle g
0,5 pt b) Montrer que B est I'image de B; par 'homothétie de centre A et de rapport /3.
b 0
0,5 pt Vérifi : = —[27].
p c) Vérifier que arg(b_a> 6[ ]
0,5 pt d) Soit C' un point, d’affixe ¢, appartenant au cercle circonscrit au triangle OAB et différent de O et de
A. Déterminer un argument du nombre complexe
Exercice 2 : ( 3 pts)
Soit x un nombre entier relatif tel que : 2439 = 1436[2015]
0,25 pt 1 - Sachant que : 1436 x 1051 — 2015 x 749 = 1, montrer que 1436 et 2015 sont premiers entre eux.
2 - Soit d un diviseur commun de x et de 2015
0,5 pt a) Montrer que d divise 1436.
0,5 pt b) Déduire que = et 2015 sont premiers entre eux.
0,75 pt 3 - a) En utilisant le théoréeme de FERMAT, montrer que :
p140 = 1[5] et 2140 =1[13] et  2'40=1[31] (remarquer que : 2015 =5 x 13 x 31 ).
0,5 pt b) Montrer que : 2440 = 1[65] puis déduire que : 2449 = 1[2015].
0,5 pt 4 - Montrer que : z =1051[2015].
Exercice 3 : (4pts)
1 0
On rappelle que (M2(IR),+, X) est un anneau unitaire dont I'unité I = et que (R,+) est un groupe
0 1
. i 1—2 T
commutatif. Pour tout réel z, on pose M (x) =
-2z 142z
et on considére 'ensemble F = {M (z)/x € R}.
On munit E de la loi de composition interne T définie par :
(V(z,y) € R?) M(2x)TM(y)=M(z+y+1)
1- Soit j Papplication de R dans F définie par :  (Vz € R) j(x)=M(z—1)
0,5 pt a) Montrer que j est un homomorphisme de (IR,+) vers (E,T).
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0,5 pt b) Montrer que (E,T) est un groupe commutatif.
0,5 pt 2- a) Montrer que (V(z,y) € IRQ) M(z) x M(y) = M(z+y+xy).
0,5 pt b) En déduire que F est une partie stable de (M2(IR), X) et que la loi " x " est commutative dans E.
0,5 pt ¢) Montrer que la loi " x " est distributive par rapport a la loi " T " dans E.
0,5 pt d) Vérifier que M(—1) est 1’élément neutre dans (E,T) et que I est I’élément neutre dans (E, x).
0,25 pt 3 - a) Vérifier que (Ve e R—{-1}) M(z)x M (f_:;) =1
0,75 pt b) Montrer que (E,T,X) est un corps commutatif.
Exercice 4 : (6.5pts)
Partie I : Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle [0,+o00| par :
f0)=0et flz)=x(1 +1n2$) pour z >0
Soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans le plan rapporté & un repére orthonormé (O;f; j)
0,5 pt 1 - Calculer zgrfoo f(x) et Ill)gloo @, puis interpréter graphiquement le résultat obtenu .
0,25 pt 2 - a) Montrer que la fonction f est continue & droite en 0.
0,5 pt b) Calculer xl_i)ra1+ @ puis interpréter graphiquement le résultat obtenu .
0,5 pt c) Calculer f/(x) pour x > 0, en déduire que f est strictement croissante sur [0, +oo].
0,25 pt 3 - a) Montrer que la courbe (C') admet un point d’inflexion I d’abscisse e~!.
0,25 pt b) Etudier la position relative de la courbe (C) par rapport a la droite d’équation : y = x.
0,5 pt c¢) Tracer la courbe (C). (On prendra e~! ~0,4).
Partie IT : On considere la suite numérique (uy,),,o définie par :
w=e 1 et (YneN); ur1=f(uy)
0,5 pt 1- Montrer par récurrence que : (Vvn € IN) ; e~ ! <uy, < 1.
0,5 pt 2 - Montrer que la suite (up),5q est strictement croissante, puis déduire qu’elle est convergente.
3 - On pose : nll)rilooun =1
0,25 pt a) Montrer que e ! <I1<1
0,5 pt b) Déterminer la valeur de .
Partie ITI : Soit la fonction numérique F' définie sur [0,+oc| par :
z
F(x) :/1 f(t)dt
0,25 pt 1- a) Montrer que la fonction H : z — —ixQ + %xQ Inz est une primitive de la fonction h : z — zlnx sur
10, +o0l.
T 2 T
0,5 pt b) Montrer que : (Va > 0) /1 tIn?(t)dt = ?IHQ(LE) —/1 tIn(t)dt
0,5 pt c) En déduire que : (Vz >0) F(x)= —2 + %EQ - Jj?2111(31:) + x—;ln2 (x)
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0,25 pt 2 - a) Montrer que la fonction F' est continue sur 'intervalle [0,4o0].
1
0,5 pt b) Calculer lim+ F(z) puis déduire la valeur de l'intégrale / f(x)dx.
z—0 0
Exercice 5 : (3.5 pts)
On consideére la fonction numérique g définie sur l'intervalle [0, +oo[ par :
2x eft
g(0)=1In2 et g(z) :/ Tdt pour z >0
x
0,5 pt 1- a) Montrer que : (Vo >0) (Vt€[2,2z]) e 2*<e<e™.
0,5 pt b) Montrer que : (Vo >0) e **In2<g(z)<e “In2..
0,25 pt ¢) En déduire que la fonction g est continue & droite en 0 .
0,75 pt 2 - Montrer que la fonction g est dérivable sur I'intervalle ]0,+oco [, puis calculer ¢’(x) pour x > 0. .
—t _

0,5 pt 3- a) Montrer que : (Vt>0) —1< ‘ <e!

(On pourra utiliser le théoréme des accroissements finis )

—In2 —2x _ -z
0,5 pt b) Montrer que: (Vz>0) —1< g(x) =1 < ‘
x x

0,5 pt ¢) En déduire que la fonction g est dérivable & droite en 0 .

FIN
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Exercice 1 : ( 4 pts )

Partie I : On munit ’ensemble R par la loi de composition interne * définie par :

(V(z,y) ER?); ay=a+y—e+1

0.25 pt 1- a) Montrer que la loi * est commutative dans IR.
0.5 pt b) Montrer que la loi * admet un élément neutre qu’on déterminera.
2 - Sachant que 'équation : (E) : 34z —e?® =0 admet deux solutions distincts a et b dans R, Montrer que
0.5 pt la loi * n’est pas associative.
Partie IT : On rappelle que (Ma(IR),+, x) est un anneau non commutatif unitaire dont le zéro est la matrice
nulle 0 et dont l'unité est la matrice identique I = ! (1) et (C*, x) est un groupe commutatif et que
(M2(R),+,-) est un espace vectoriel réel.
Pour tout couple (z,y) € R?, on pose M (x,y) = z _23
2
On considére I'ensemble F = {M(z,y)/(z,y) € R*}
0.5 pt 1- Montrer que F est un sous-espace vectoriel de espace (Ma(RR),+,)
0.5 pt 2 - Montrer que F est une partie stable de (M2(R), x)
3 - Soit p lapplication de C* vers F définie par : (V(a:,y) € IRQ) i el +iy) = M(x,y)
0.5 pt a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers (F, x)
0.25 pt b) On pose F*=F — {M(0,0)}. Montrer que : ¢ (C*) = F*
0.25 pt ¢) En déduire que (F*, x) est un groupe commutatif.
0.75 pt 4 - Montrer que (F,+, x) est un corps commutatif.
Exercice 2 : (3 pts)
Partie I : Soit a un élément de Z.
0.5 pt 1- Montrer que si a et 13 sont premiers entre eux alors : a?916 = 1[13].
2 - On considére dans Z I’équation (E) : 22015 = 2[13] et 2 une solution de (E).
0.5 pt a) Montrer que z et 13 sont premiers entre eux.
0.5 pt b) Montrer que : z = 7[13]
0.5 pt 3 - Montrer que ’ensemble des solutions de I’équation (E) est : S ={7+13k/k € Z}
Partie IT : Considérons une urne U contenant cinquante boules numérotées de 1 a 50 indiscernables au toucher.
1 - On tire au hasard une boule de I'urne. Quelle est la probabilité de tirer une boule portant un nombre
0.5 pt solution de ’équation (E).
2 - On tire au hasard une boule de I'urne, on note son numéro et on la remet dans I'urne. On répéte cette
0.5 pt expérience trois fois de suite. Quelle est la probabilité d’obtenir exactement deux fois une boule portant

un nombre solution de I’équation(E) ?
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Exercice 3 : (3 pts)
On considére dans I’ensemble des nombres complexes C I'équation : (E):z%2 — (1+4)z+2+2i=0
0.25 pt 1- a) Vérifier que A = (1 — 3i)? est le discriminant de ’équation (E)
0.5 pt b) Déterminer z; et zz les solutions de ’équation (E) dans C ( on prendra z; 'imaginaire pur)
0.5 pt ¢) Montrer que % =2 F
2 - Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct (O, ﬁ>, 7)
On consideére les points A et B d’affixes respectifs z; et zs.
0.25 pt a) Déterminer le nombre complexe e 'affixe du point E, milieu du segment [AB].
b) Soit R la rotation de centre A d’angle —7, et ¢ I'affixe de point C tel que R(E) = C.
0.5 pt Montrer que : zc = —% + %Z
1pt ¢) Soit D le point d’affixe d =1+ %z Montrer que le nombre ( ZCQ__(?) X (Z(;__zzll) est réel , puis donner
une interprétation géométrique du résultat obtenu.
Exercice 4 : (6 pts)
Soit n est un entier naturel non nul.
On consideére la fonction f, définie sur l'intervalle R par : f,(x) = m
Et (Cy) la courbe représentative de f, dans un repére orthonormé (O; i ; j ).
0.75 pt 1- a) Calculer limy_4 o0 frn(x) et limy_, o frn(x) puis interpréter graphiquement les deux résultats obtenus.
0.75 pt b) Montrer que la fonction f,, est dérivable sur R puis calculer f; (x) pour tout z de R.
0.25 pt ¢) Montrer que la fonction f;, est strictement croissante sur IR.
0.5 pt 2 - a) Montrer que le point I, (n, %) est un centre de symétrie pour la courbe (C,).
0.5 pt b) Construire la courbe (Cy),
c¢) Calculer l'aire du domaine plan limité par la courbe (C1) et les droites d’équations respectives : z =0,
0.75 pt r=1et y=0.
0.75 pt 3 - a) Montrer que pour tout n € N*, I'équation f,,(z) =z admet une solution unique u, €]0,n|.
0.5 pt b) Montrer que : (Vn € IN*) (Vz € R); fry1(z) < fo(x)
0.75 pt ¢) Montrer que la suite (un)n21 est strictement décroissante, en déduire qu’elle est convergente .
0.5 pt d) Calculer limy_y oo Unp.
Exercice 5 : ( 4 pts )
On counsideére la fonction g définie sur R* par : g(z) = fjx %Stdt.
0.5 pt 1 - Montrer que la fonction g est paire.
0.75 pt 2 - Montrer que la fonction gest dérivable sur ]0,+oo[. puis calculer ¢'(x) pour z > 0
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0.5 pt

0.75 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

3 - a) En utilisant une intégration par parties, montrer que; pour tout z >0 :

3% cost sin3z — 3sinx 3% sint

t 3z

b) Montrer que pour tout z de ]0,~+o0[, On a : |g(z)| < 2 puis déduire lim,_, o0 g(2)
4 - a) Montrer que : (Vx>0);0§fjx@dt§2x
(Remarquer que : (Vt>0); 1 —cost <t)
- . _r3 t—1
b) Vérifier que (V& > 0);g(z) —In3 = [’ <t=Lqt

c) En déduire que : lim,_,q+ g(x)

FIN
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Exercice 1 : ( 3.5 pts )

1 00
On rappelle que (M3(R),+, X) est un anneau unitaire d'unité 7 = [0 1 0| et que (C,+,X) est un corps
0 0 1
commutatif.
z+y 0 -2y
Pour tout (x,y) de R? on pose : M(z,y) = 0 0 0 et £ = {M(x,y) i (z,y) € IRQ}
y 0 z—y
0,5 pt 1- Montrer que E est un sous-groupe du groupe (Ms(R),+)
0,5 pt 2- Vérifier : (V(z,y) € R?) (V(/,¢/) € R?) : M (z,y) x M (' ,¢/) = M (z2’ — yy',xy’ +ya’)
3- Onpose: B*=FE— {M (0,0) } et on considere I'application ¢ : C* — E qui au nombre complexe z = x+iy
associe la matrice M (z,y) de E, avec (z,y) € R?
0,25 pt a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers (E, x)
0,75 pt b) En déduire que (E*, x) est un groupe commutatif d’élément neutre M (1,0)
0,5 pt 4 - Montrer que (E,+, x) est un corps commutatif.
0 0O
5- Onpose:A=|0 1 0
0 0O
0,5 pt a) Calculer A x M (z,y) pour M (z,y) € E
0,5 pt b) En déduire qu’aucun élément de E n’admet pas de symétrique dans (M3 (R), x)
Exercice 2 : (3 pts)
partie A :
Soit (a,b) dans IN* x IN* tel que le nombre premier 173 divise a® + b°
0,25 pt 1- Montrer que a'™ = —bp!7! [173]  (remarquer que : 171 = 3 x 57)
0,25 pt 2 - Montrer que : 173 divise a si et seulement si 173 divise b
0,25 pt 3 - On suppose que 173 divise a. Montrer que 173 divise a + b
4 - On suppose que 173 ne divise pas a
0,5 pt a) En utilisant le théoréeme de FERMAT, montrer que : a7 = b'72 [173]
0,5 pt b) Montrer que : a'™ (a+b) =0 [173]
0,5 pt ¢) En déduire que 173 divise a + b
partie B :
On considére dans IN* x IN* I’équation suivante :  (E) 23 +y3 =173 (2y + 1)
Soit (z,y) un élément de IN* x IN* solution de (E), on pose x +y = 173k avec k € IN*
0,25 pt 1- Vérifier que : k(z—y)?+(k—1)zy=1
0,5 pt 2 - Montrer que : k=1, puis résoudre 1’équation (E).
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Exercice 3 : (3.5 pts)
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, u_>, v_>>
On considere dans le plan complexe deux points My et My tels que les points O, My et Mo sont distincts deux
a deux et non alignés.
Soien2t z1 et zo les affixes respectives des points M7 et My et soit M le point dont 'affixe z vérifie la relation :
2129
T ata
0,5 pt 1- a) Montrer que : Z:z xz—i:—l
0,5 pt b) En déduire que le point M appartient au cercle circonscrit au triangle OMj Ms
0,5 pt 2 - Montrer que si z2 =z7 alors M appartient a ’axe des réels.
3 - On suppose que Ms est I'image de M par la rotation de centre O et de mesure d’angle o ou « est un
réel de 'intervalle ]0; 7]
0,5 pt a) Calculer 29 en fonction de 23 et de «
0,5 pt b) Montrer que le point M appartient & la médiatrice du segment [M; Ms]
4 - Soit § un réel donné de I'intervalle |0; |
On suppose que 21 et zo sont les deux solutions de 'équation : 62 — (e + 1)t + (el —1) =0
0,5 pt a) Sans calculer 27 et zo vérifier que : 2z = ZZ:Z%
0,5 pt b) Donner en fonction de 8, la forme trigonométrique du nombre complexe z.
Exercice 4 : (7 pts)
partie A :
0,5 pt 1- En appliquant le théoreme des accroissements finis a la fonction ¢ — e~*, montrer que pour tout réel
strictement positif z, il existe un réel 6 compris entre 0 et = tel que : e = 1 _xe_z
2 - En déduire que :
0,25 pt a) (Vz>0) ; l—z<e™®
0,25 pt b) (Vz>0) ; z+1l<e®
0,25 pt c) Vz>0) ; O<ln<efe_zl) <z
partie B :
On considére la fonction numérique f définie sur [0;4o0[ par : f(z) = efefl siz>0et f(0)=1
Et soit (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, z—>, j—>>
0,5 pt 1- a) Montrer que la fonction f est continue & droite en 0.
0,5 pt b) Montrer que : ;rgl—&r-loo (f(x) — x) = 0 puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
22
0,25 pt 2 - a) Montrer que : (Vx >0); z— 5 <—-eT+1
(On pourra utiliser le résultat de la question 2-a) de la premiére partie)
22 23 22
0,5 pt b) En déduire que : (VxZO);?—ESe_””—Fx—lg?
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z)—1 e *4+z-1
0,5 pt 3 - a) Vérifier que: (Vz>0); f() = +2 f(z)
x x
s . fl@)-1 1 . .
0,75 pt b) En déduire que : lim ———— = — puis interpréter le résultat obtenu.
z—0t x 2
0,75 pt 4 - a) Montrer que f est dérivable en tout point de ]0;+o00[ et que :
e?(e®—1—1x)
Vr>0); fllz) = ——=5—~
(>0 ) =S5
0,5 pt b) En déduire que la fonction f est strictement croissante sur [0;+o0].
(On pourra utiliser le résultat de la question 2-b) de la premiére partie)
partie C :
On considere la suite numérique (uy,),,~, définie par : ug >0 et uy41 =In(f (up)) pour n € N
0,5 pt 1 - Montrer que pour tout entier naturel n on a : uy, >0
0,5 pt 2 - Montrer que la suite (uy),>( est strictement décroissante et en déduire qu’elle est convergente.
(On pourra utiliser le résultat de la question 2-c¢) de la premiere partie)
0,5 pt 3 - Montrer que 0 est I'unique solution de I’équation : In(f (u,)) = « puis déterminer la limite de la suite
(Un)ngo
Exercice 5 : (3 pts)
z 1
On consideére la fonction numérique F' définie sur U'intervalle I =10;+o0[ par : F(z) = / dt
In(2) Vet —1
0,5 pt 1- a) Etudier le signe de F'(x) pour tout x de I
0,5 pt b) Montrer que la fonction F' est dérivable sur I'intervalle I et calculer F’ (x) pour tout x de I.
0,25 pt ¢) Montrer que la fonction F est strictement croissante sur I'intervalle [
0,5 pt 2 - a) En utilisant la technique de changement de variable en posant : u = v/e* — 1, montrer que pour tout
r 1 0
xdelona: / dt =2arctan (vVe*—1) — —
In(2) Ve'—1 ( ) 2
0,5 pt b) Calculer lim F(z)et lim F(x)
r—0t T—r+00
0,25 pt 3 - a) Montrer que la fonction F' est une bijection de l'intervalle I dans un intervalle J que ’on déterminera.
0,5 pt b) Déterminer F~! la bijection réciproque de F.
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Exercice 1 : (3 pts)

On a deux boites U et V. La boite U contient 4 boules rouges et 4 boules bleues. La boite V' contient deux
boules rouges 4 boules bleues.

On considére I’épreuve suivante : On tire au hasard une boule de la boite U : Si elle est rouge, on la remet dans
la boite V puis on tire au hasard une boule de la boite V, si elle est bleue on la pose de coté puis on tire une

boule de la boite V.
Soient les événements suivants : Ry « La boule tirée de la boite U est rouge »

By « La boule tirée de la boite U est bleue »
Ry « La boule tirée de la boite V' est rouge »

By « La boule tirée de la boite V est bleue »

0,5 pt 1 - Calculer la probabilité de chacun des deux événements Ry et By.
0,5 pt 2 - a) Calculer la probabilité de I’événement By sachant que I’événement Ry est réalisé.
0,5 pt b) Calculer la probabilité de I’événement By sachant que I'événement By est réalisé.
1pt 3 - Montrer que la probabilité de I’événement By est : ;—1
0.5 pt 4 - En déduire la probabilité de 'événement Ry, .
Exercice 2 : ( 3.5 pts )
1 00
On rappelle que (M3(R),+, %) est un anneau unitaire d'unité 7 = [0 1 0| et que (C,+,X) est un corps
0 0 1
commutatif.
x+2y 0 5y
Pour chaque nombre complexe z = = +iy ol (z,y) € R? on pose : M(z) = 0 1 0
-y 0 z—2y
et on considére 'ensemble E = {M(z)/z € C}
1- On munit E de la loi de composition interne * définie par :
(VzeC) (V' €C) : MR)*M(2)=M(z)+M(z')— M(0)
1 pt Montrer que (F,*) est un groupe commuatif.
2 - On considére application ¢ : C* — F qui associe au nombre complexe z de C* la matrice M (z) de E
1pt a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (C*, x) dans (FE, X)
0,5 pt b) En déduire que (E —{M(0)}, x) est un groupe commutatif.
1pt 3 - Montrer que (E,*, x) est un corps commutatif.
Exercice 3 : (3.5 pts)

On considére dans I'ensemble C I'équation :  (E) : 22— (14+/3) (14+1)2+4i=0
0,5 pt 1- a) Vérifier que le discriminant de 'équation (E) est : A= [(v3—1) (1 — i)}2
1 pt b) Ecrire sous forme trigonométrique les deux solutions de (F)
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Y 7’ . %
2 - Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O, U, v
On considére les deux points A et B d’affixes respectives a = 1+iv/3 et b= /3 +1i
1
0,75 pt a) Montrer que ’ensemble (D) des points du plan complexe dont Paffixe z vérifie z = 5(12 est une droite
qui passe par le point B
b) Soient M et M’ deux points d’affixes respectives z et 2’ tels que : 2’ = az —b et z = b Montrer
b? 2
0,5 pt que : =
(¢ =b)(z=b) |z —0]?
0,75 pt ¢) En déduire que la droite (D) est une bissectrice de ’angle <BM , BM >
Exercice 4 : (6.5 pts)
n est un entier naturel non nul.
n
Soit fp, la fonction numérique définie sur Pintervalle |0;+oo] par : fy (z) =In(z) — —
x
— —
et soit (Cy) la courbe représentative de la fonction f, dans un repére orthonormé (O7 v, ) )
0,75 pt 1- a) Etudier les deux branches infinies de la courbe (Cy,).
0,75 pt b) Etudier les variations de la fonction f,, sur |0;+oo[ puis donner son tableau de variation.
0,5 pt c) Construire (C2)
0,5 pt 2 - Montrer que la fonction f, est une bijection de |0;4o00[ dans R
0,5 pt 3 - a) Montrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 1, il existe un unique nombre réel «,, de
Iintervalle ]0;+o00[ tel que : fp () =0
0,5 pt b) Comparer fy, (z) et fpt+1(x) pour tout x de |0;+00]
0,5 pt c) Montrer que la suite (a,),,~; est strictement croissante.
0,5 pt 4- a) Montrer que: (Vz>0) ; In(z)<uz
0,5 pt b) Montrer que : lim ay =400
n—-+oo
1 Qn41
5 - Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1 on pose : I, = 7/ fn (x)dz
Apt+1 — Qn Ja,
0,5 pt a) Montrer que : (Vn € N*) (3ep, € [amsamt1]) @ In= fn(cn)
1
0,5 pt b) Montrer que : (VneIN*) 0<1I, <
Qnp+1
0,5 pt ¢) Déterminer lim I,
n—-+oo
Exercice 5 : (3.5 pts)
n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On considére la fonction numérique gy, & variable réelle x définie sur l'intervalle [n; +oo[ par :
xT
1
dt
/n In (t)
0,5 pt 1- a) Montrer que la fonction g, est dérivable sur Uintervalle [n;4oo[ puis déterminer sa fonction dérivée
premiere g;
0,25 pt b) Montrer que la fonction g, est strictement croissante sur U'intervalle [n;+oo].
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0,5 pt

0,25 pt
0,25 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,25 pt

-1
2 - a) Montrer que : (Vz>n) ; gp(z)>In (xl
(On pourra utiliser 'inégalité :(Vt >0) ; In(l1+¢) <t)

b) En déduire que lim g, (z) =+o0
T——+00

3 - a) Montrer que g, est une bijection de 'intervalle [n;+o0o[ dans I'intervalle [0; +o0[.

Un, 1
b) En déduire que : (Vn>2) (A up, >n) / () dt=1

4 - On consideére la suite numérique (uy,),~o définie dans la question 3-b).

Un+1l ] n+l 1
a) Montrer que : (Vn>2) ; / dt :/ —— 4t
Un n

In (¢) In (¢)

b) En déduire que la suite (uy),,~o est strictement croissante.

c) Déterminer lim u,
n——+00

FIN
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Exercice 1 : ( 3.5 pts )
On rappelle que (M3(R),+, x) est un anneau unitaire dont le zéro est la matrice nulle
000 1 00
O=|[0 0 0] et dont'unité est la matrice [= [0 1 0| et que (C,+, x) est un corps commutatif.
0 0 O 0 0 1
1 0 0 a b —=b
Onpose A=|[1 1 0] et pour tout couple (a,b) de R? , M(a,b) =0 0 O
11 1 b —a a
On considére I'ensemble : E = {M(a,b)/(a,b) € R?}.
0,5 pt 1 - Montrer que E est un sous groupe de (M3z(R),+)
2 - On définit sur M3(R) la loi de composition interne T par :
(V(a,b,c,d) e RY)  M(a,b)TM(c,d) = M(a,b) x A x M(c,d)
0,5 pt Vérifier que E est une partie stable de (M3(R),T).
3 - On considere 'application ¢ de C* vers E qui & tout nombre complexe non nul a + ib (ou (a,b) € R?)
faite correspondre la matrice M (a,b) de E.
0,75 pt a) Vérifier que p est un homomorphisme de (C*, x) vers (E,T) et que o(C*) = E* ot E* = FE — M (0,0).
0,75 pt b) On déduire que (E*,T) est un groupe commutatif dont on déterminera ’élément neutre J.
0,5 pt 4 - Montrer que la loi T est distributive par rapport a la loi + dans FE.
0,5 pt 5 - On déduire que (E,+,T) est un corps commutatif .
Exercice 2 : (3.5 pts)
Soit m un complexe non nul.
Premiére partie :
On considere dans C Péquation, (E): 222 —2(m+1+9)z+m?+(1+i)m+i=0
0,5 pt 1- Vérifier que le discriminant I'équation de (F) est : A = (2im)>.
0,5 pt 2 - Résoudre dans C ’équation (E).
Deuxiéme partie :
Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé directe (O, e, e3 )
142 1—1
On suppose que m € C—{0,1,i} et on pose : 21 = —QH(er 1) et z= Tz(eri)
On considere les points : A , B, M , M| et My d’affixes respectives 1, i, m, z1 et zo.
0,25 pt 1- a) Vérifier que: z1=1iz3+1
14
0,5 pt b) Montrer que M; est 'image de Ma par la rotation de centre Q d’affixe w = -2|-Z et d’angle g
— —1
0,5 pt 2 - a) Vérifier que : 2Z7m_m -
z1—m m—i
0,5 pt b) Montrer que si les points M, M7 et My sont alignés , alors le point M appartient au cercle (T)
dont I'un des diametres est le segment [AB].
0,75 pt ¢) Déterminer l’ensemble des points M tels que les points Q , M | M7 et Ma sont cocycliques. (
remarquer que ATY i)
Zo—w
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Exercice 3 : (3 pts)
On admet que le nombre 2017 est premier et que 2016 = 2°3%7
Soit p un nombre premier supérieur ou égale a 5
1- Soit le couple (x,y) € IN* x IN* tel que : px +yP~! = 2017
0,25 pt a) Vérifier que : p < 2017 .
0,5 pt b) Montrer que p ne divise pas y
0,75 pt ¢) Montrer que : 3P~ '=1[P] puis en déduire que p divise 2016
0,5 pt d) Montrer que : p=7
1pt 2 - Déterminer ,suivant les valeurs de p, les couples (x,y) de IN* x IN* vérifiant : pz +yP~1 =2017.
Exercice 4 : (10 pts)
Premiére partie :
On consideére la fonction f définie sur 'intervalle [0;4o00[ par :
) 1
f(0)=0 et (Vze]0;4o00]); f(x)z(l%—;)e x
- —
et soit (C) sa courbe représentative dans un repeére orthonormé (O, 1,9 )
(on prendra [[fl] = [/ = 2¢m)
0,25 pt 1- a) Montrer que la fonction f est continue & droite au point 0
0,5 pt b) Montrer que la fonction f est dérivable & droite au point 0
0,5 pt ¢) Montrer que la fonction f est dérivable sur ]0;+oo| puis calculer f'(z) pour tout z dans D'intervalle
10;4-00[
0,5 pt 2 - a) Calculer lirf f(x) , puis interpréter graphiquement le résultat obtenu .
T—r+00
0,25 pt b) Dresser le tableau de variation de la fonction f
0,75 pt 3 - a) Montrer que la courbe (C) admet un point d’inflexion I qu’on déterminera .
0,5 pt b) Tracer la courbe (C) (On prend f(1) ~0,7 et 4e=3~0,2).
Deuxiéme partie :
1
Soit la fonction F définie sur [0;+oo] par : F'(x) :/ f(®)det
x
0,25 pt 1- Montrer que la fonction F' est continue sur [0;+o00].
0,5 pt 2 - a) En utilisant une intégration par parties , montrer que :
1 71 __ 1 1 ——
(Va €]0;400]) /e tdt=e"t —ze 113—/ ~e tdt
x xr t
1 1
0,25 pt b) Déterminer : / (1+ ;)e t dt pour tout x de l'intervalle |0;+oo].
xT
1
0,5 pt c) Montrer que : / f(z)dz=e1.
0
0,5 pt 3- a) Calculer en cm? 'aire du domaine délimité par la courbe (C) et les droites d’équations respectives ,
r=0,x=2ety=0
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0,5 pt

0,25 pt

0,25 pt

0,5 pt

0,25 pt

0,25 pt

0,25 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

4 - Soit la suite (up)nxo définit par : u, = F(n) — F(n+2).

a) En utilisant le théoréme des accroissements finis , montrer que pour tout entier naturel n il existe un
nombre réel v, appartenant & I'intervalle |n;n + 2[ tel que :

1

1\ ——

Up = 2 1+v— e Un
n

1
1\ —— 1\ ——
b) Montrer que : (Vn € IN*); 2(1+)e n<un<2<1+ )e n+2
n n+2

¢) Déduire lim wuy,
n—+oo

Troisiéme partie :

1- a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n , il existe un nombre réel strictement positif unique
1

ap, tel que :  f(ap) —e n .

b) Montrer que la suite (an)n>1 est croissante.

n n

1 1 1
c) Vérifier que : (VneIN*); —— +1in <1+> —__
a n

1
2 - a) Montrer que : (Vt€[0;400[); 1—t< g <1—t+t2
x? 2 23
b) Montrer que : (Vz €[0;4+00[); ——<—z+in(l+z)<—

2 3y
3 - Soit n un entier naturel supérieur ou égale a 4.
a) Vérifier que : a4 >1, en déduire que : a, >1 (On admet que et >2).
2 2d2
b) Montrer que: 1—-——<=—2<1 (On pourra utiliser les questions 1 —c et 2 —b de la partie 3).
In
¢) Montrer que : 5 <ap (On pourra utiliser les questions 3 —a et 3—b de la partie 3 ).

En déduire lim ay,.
n—-+oo

2
d) Déterminer lim an\/7
n—+oo n

FIN
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Exercice 1 : (4.5 pts)

On rappelle que (C,4+,x) est un corps commutatif, que (Ma2(RR),+, %) est un espace vectoriel réel et que

(M2(R),+, X) est un anneau unitaire, non commutatif et non integre .

On pose : I = Lo ,J = 0 -3 et M(z,y) = v pour tout (z,y) € R? et E = {M(z,y)/(z,y) €
0 1 1 0 Yy x
R?}.
0.75 pt 1- Montrer que E est un sous espace vectoriel de (M2(R),+, x) de dimension 2.
0.5 pt 2 - a) Montrer que E est stable dans (M2(R), x).
0.75 pt b) Montrer que : (E,+, x) est un anneau unitaire et commutatif.
3- Onpose E*=FE\{M(0,0)} et on considére 'application ¢ de C* vers E* définie par :
Y(z,y) €R?  p(x+iy)=M (:(:, %)
0.75 pt a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (C*, x) vers (E*, X).
0.5 pt b) En déduire que (E*, x) est un groupe commutatif.
0.75 pt ¢) Montrer que J2°17 = ¢ (31008 1\/§> , puis déterminer I'inverse de la matrice J2017 dans (E*, x).
0.5 pt 4 - Montrer que (E,+, x) est un corps commutatif.
Exercice 2 : (3 pts)
Un sac contient 2n boules (n € IN*), dont n sont blanches et n sont noires.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
Un jeu consiste a tirer une boule du sac a noter sa couleur et a la remettre dans le sac, puis a tirer du méme sac
une nouvelle boulle et & noter aussi sa couleur.
La régle du jeu indique que :
e Si les deux boules tirées sont blanches, on gagne 20 points.
e Si les deux boules tirées sont noires,on perd 20 points.
e Si les deux boules tirées sont de couleurs différentes, le gain est nul.
1 - Calculer la probabilité de gagner 20 points, la probabilité de perdre 20 points et la probabilité de réaliser
0.75 pt un gain nul.
2 - On répete 5 fois le jeu précédent.
0.5 pt a) Calculer la probabilité de gagner 100 points.
1 pt b) Calculer la probabilité de gagner 40 points.
3 - Au cours d’un jeu , on considére la variable X qui prend uniquement les valeurs —20 si on perd, 0 si le
gain est nul et +20 si on gagne.
0.5 pt a) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoireX.
0.25 pt b) Calculer l'espérance mathématique de la variable aléatoire X.
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Exercice 3 : ( 2.5 pts )
Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O, €7,€3).
Soient M le point d’affixe le nombre complexe non nul z et M’ le point d’affixe 2/ = % (z + %)
0.5 pt 1 - Déterminer le nombre complexe z pour que les deux points M et M’ soient confondus.
2 - On suppose que M est distinct des points A et B d’affixes respectifs 1 et —1.
2
0.5 pt Montrer que : % = (%)
3 - Soit (A) la médiatrice du segment [AB].
0.75 pt Montrer que : si M appartient & (A) alors M’ appartient a (A).
4 - Soit (T) le cercle dont un diametre est [AB].
0.75 pt Montrer que si M appartient & (I') alors M’ appartient a la droite (AB)
Exercice 4 : (10 pts)
Partie A :
f(ﬂ?) _ arcte;n(x) = }0’4»00[
Soit f la fonction numérique définie sur I = [0; +oo[ par : '
f0)=1
0.5 pt 1 - Montrer que f est continue sur 'intervalle I.
0.5 pt 2 - a) Soit z dans I. Montrer que Vt € [0;2] ; 1+le < 1+1t2 <1.
0.5 pt b) Montrer que : (Vo €l); 5> <arctan(z) <w.
0.75 pt ¢) Montrer que f est dérivable a droite en 0.
0.5 pt 3- a) Sachant que f est dérivable sur ]0;4oc[, Calculer f'(z) pour tout z de ]0;4oc] .
0.25 pt b) Etudier les variations de f sur I.
Partie B :
1 rz
g(x)== [ f(t)dt; x €]0;400
Soit g la fonction numérique définie sur I = [0;4o00[ par : * fo ] [
9(0) =1
0.5 pt 1- a) Montrer que : (Vz €]0;+0[); f(z)<g(z) <1
0.75 pt b) Montrer que g est dérivable a droite en 0.
2 - Montrer que g est dérivable sur l'intervalle ]0;400] et que :
. . ! —1 _
- veeltools o) = 1 (f(@) ~ glx)
0.25 pt 3 - Montrer que g est décroissante sur 'intervalle 1.
X
4 - a) Montrer que : lim / f(®)dt=0
T——+00
0.75 pt (Remarque que : Vx E?O;—i—oo[; 0 <arctan(z) < )
0.5 b lculer : i
pt ) Calculer I_l)gl_loog(x)
Partie C :
0.75 pt 1 - Montrer que I’équation g(z) = 2 admet une solution unique « dans ]0;1[.
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0.5 pt

0.75 pt

0.75 pt

0.75 pt

2- a) Vérifier que : Vo €]0;400[; 0<1— f(z) < 175

(on pourra utiliser la question 2-b) partie A)

b) Montrer que : Vz € ]0;+00]; 'g/(x)’ <1

ug € Rt
3 - Soit (un)n>o une suite numérique définie par : ; pour tout n dans IN
Unt1 = g(un)
a) Montrer que :(Vn € IN); |upq1 —af < 3 |u, —al.

b) Montrer que la suite (uy)neN est convergente.

FIN
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Exercice 1 : ( 3.5 pts )
On rappelle que (C,+, x) est un corps commutatif et que (Mz(R),+, X) est un anneau unitaire de zéro la matrice
nulle O = g 8 et d’unité la matrice [ = ((1) 2) et que (M2(R),+,.) est un espace vectoriel réel.
Pour tous (z,y) € R? , on pose M(z,y) = T
y z+2y
et on considére I'ensemble : E = {M(z,y)/(z,y) € R*}.
0,25 pt 1 - Montrer que E est un sous groupe du groupe (Ma(R),+).
0,25 pt 2 - a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel (Ma(R),+,.).
0,5 pt b) On pose J = M (0,1). Montrer que (I,J) est une base de 'espace vectoriel (E,+,.).
g:; i: 3 - a) Montrer que E est une partie stable de (M2(R), x).
0,5 pt b) Montrer que (E,+, x) est une anneau commutatif.
4 - soit ¢ lapplication définie de C* vers My (R) par :
(Y(wy) € R~ {(0,00} ); pla+iy) = M(z+y,—y) = (“yy fyy)
0,5 pt a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers (Ma(R), x).
0,5 pt b) On pose E* = E—{O}. Montrer que ¢(C*) = E*.
0,25 pt c) En déduire que (E*, X) est un groupe commutatif.
0,25 pt 5 - Montrer que (E,+,X) est un corps commutatif.
Exercice 2 : (3 pts)
Soit p un nombre premier tel que : p =3+ 4k (k € IN*).
0.5pt 1- Montrer que pour tout entier relatif = , si 22 = 1[p] alors 2P~5 = 1[p].
2 - Soit = un entier relatif vérifiant xP~> = 1[p].
0,5 pt a) Montrer que x et p sont premiers entre eux.
0.5 pt b) Montrer que : 2P~1 =1 [p]
0.5 pt c) Vérifier que 2+ (k—1)(p—1) =k(p—5).
0,5 pt d) En déduire que : 22 =1 [p]
0.5 pt 3 - Résoudre dans Z I’équation 5% = [67].
Exercice 3 : (3.5 pts)
Soit m un nombre complexe .
I - On consideére dans C I'équation , (Ep,): 22+ (im+2)z+im+2-m=0
0,25 pt 1- a) Vérifier que le discriminant de équation (E,,) est A = (im — 2i)2.
0,5 pt b) Donner suivant les valeurs de m l'ensemble des solutions de (E,y,).
0,5 pt 2 - Pour m =1iv2, écrire les deux solutions de (E,,) sous la forme exponentielle .
II - Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, u_>, v_>>
On considére les points : A , Q, M, et M’ d’affixes respectifsa=—-1—1, w=1i, met m' = —im—1+i.
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1 - Soit R la rotation d’angle %ﬂ et qui transforme M en M’.
0.25 pt a) Vérifier que Q) est le centre de la rotation R.
0,5 pt b) Déterminer I'affixe b du point B tel que A= R(B)
0,5 pt 2 - a) Vérifier que m’—a:w_(bl(m—b).
0,5 pt b) En déduire que les points A, M et M’ sont alignés si et seulement si les points A, B ,Q et M sont
cocycliques.
0,5 pt ¢) Montrer que I’ensemble des points M tel que les points A, M et M’ soient alignés est un cercle dont
on déterminera le centre et le rayon.
Exercice 4 : (7.5 pts)
Partie I :
Tt
0,5 pt 1- a) Montrer que (Vz € ]0;+00]) ;/ mdt =z —1In(l+2)
0
0,5 pt b) En utilisant le changement de variable u = 2 ; montrer que :
2
Tt 1 [* 1
Vz € ]0;4+00]) ; —dt:f/ du
( } D o 1+t 2Jo 1+u
1 —1 1 1
0,5 pt ¢) En déduire que (Vz €]0;+00[) ; T < z DI(QJC—i— ) < 3
-1 1
0,25 pt d) Déterminer lim %
=0t x
Partie IT :
z+1
f(z)= ( i >ln(x+1) ;220
On consideére la fonction f définie sur [0;4o00[ par :
f(0)=1
. 7 . N Ve % %
et soit C sa courbe représentative dans un repere orthonormé <O, 1, )
0,25 pt 1- a) montrer que f est continue a droite en 0.
0,5 pt b) montrer que f est dérivable a droite en 0. (on pourra utiliser le résulta de la question 1.2).
0,75 pt ¢) Calculer lim f(z); lim M puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
T—+00 r—+o00 I
0,5 pt 2 - a) Monter que f est dérivable sur ]|0;+o0[ , puis vérifier que :
r—In(l+4+=x
(Vo €]0;+00]) : f(x) = %
0,25 pt b) En déduire que f est strictement croissante sur [0;+o0[.
0,25 pt c) Vérifier que f([0;400]) = [1;+00].
0,5 pt 3 - Représenter graphiquement la courbe (C). (on construira le demi tangente a droite au point d’abscisse 0)
Partie IIT :
1- On considére la fonction g définie sur |0;+o00[ par : g(x) = f(x) — .
1
0,5 pt a) Monter que (Vz €]0;400]) : 0< f/(z) < 3
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0,5 pt b) En déduire que g est strictement décroissante sur ]0;+o00[ et que g (]0;+o0]) = |—o0;1].
0,25 pt ¢) Monter que I'équation f(z) =z admet une solution unique « € ]0;+o0].
2 - soit a un réel de l'intervalle |0;4o00].
On consideére la suite (up)n>0 définie par : up =a et (Yn € IN): upy1 = f(un)
0,25 pt a) Montrer que : (Yn € N) wuy, > 0.
1
0,5 pt b) Montrer que : (Vn € N) |upy1 —a] < B [un — al.
1 n
0,5 pt ¢) Montrer par récurrence que :(Vn € N)  |u, —a| < (2) la — «.
0,25 pt d) En déduire que le suite (u,) converge vers a.
Exercice 5 : (2.5 pts)
x 2
On considere la fonction F' définie sur R par :F'(x) = / e dt
0
0,5 pt 1 - Montrer que F' est continue et strictement croissante sur R.
0,5 pt 2 - a) Montrer que (Vz € ]0;+00[) : F(z) > z. puis en déduire lir_ir_l F(x).
T—r+00
0,5 pt b) Montrer que F' est impaire, puis en déduire lim F(z).
T—r—00
0,5 pt ¢) Montrer que F' est une bijection de R dans R.
0,5 pt d) Montrer que la bijection réciproque G de la fonction F est dérivable en 0, puis calculer G’(0).
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Exercice 1 : (3,5 pts)

On rappelle que (M2(R),+, x) est un anneau unitaire de zéro la matrice nulle § =

et d’unité la

1
matrice I = et que (M2(IR),+,.) est un espace vectoriel réel de dimension 4 . Pour tout couple
1

(z,y) € R?, on pose M(x,y) = * V) On considére lensemble
0 x

E={M(z,y)/(z,y) € R}

0.5 pt 1- Montrer que E est un sous-groupe du groupe (Ma(IR),+).
0.5 pt 2 - a) Montrer que E est un sous-espace de I’espace vectoriel (Ma2(R),+, .)
0.25 pt b) Montrer que l'espace vectoriel réel (F,+,.) est de dimension 2
0.25 pt 3 - a) Montrer que E est une partie stable pour la loi x
0.5 pt b) Montrer que (E,+, x) est un anneau commutatif.
4 - On définit dans M2(IR) la loi de composition interne T' par :
(VM (z,y) € M2(R)) (VM (2',y) € Ma(R))
M (z,y)TM (m',y’) = M(z,y) x M (z’,y/) — M(y,0) x M (y/,O)
Soit ¢ 'application de C* vers F définie par : ¢ ~ E
x+iy — M(z,y)
0.25 pt a) Montrer que E est une partie stable pour la loi T
0.25 pt b) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers (E,T)
0.25 pt ¢) On pose : E* = E—{0}. Montrer que (E*,T) est un groupe commutatif.
0.5 pt 5 - a) Montrer que la loi T est distributive par rapport a la loi + dans F
0.25 pt b) Montrer que (E,+,T) est un corps commutatif.
Exercice 2 : (3,5 pts)
1- Pour tout nombre complexe Z € C— {3} on pose : h(z) =1 (2;_2;).
0.5 pt a) Vérifier que : h(z) =222 —2iz—2=0
0.5 pt b) Résoudre dans C I'équation : (E): 2% —2iz—2=0
2 - Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé directe (O, er , e )
On note a et b les deux solutions de ’équation (E) tel que : Re(a) =1
Et pour tout Z € C — {i,a,b} On consideére les points M(z), M'(h(z)),A(a) et B(b)
0.75 pt a) Montrer que : (Z(é)):g) =— (i:z)
0.75 pt b) En déduire que : (W) =7+ (MB,MA)[27].
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0.5 pt 3 - a) Montrer que si M et A et B sont alignés alors M, A, B et M’ sont alignés.
0.5 pt b) Montrer que si M, A et B ne sont pas alignés alors M, A, B et M’ sont cocycliques.
Exercice 3 : (3 pts)
On lance 10 fois de suite une piece de monnaie parfaitement équilibrée.
On désigne par X la variable aléatoire égale a la fréquence d’apparition de la face "pile". (c’est-a-dire le nombre
de fois d’apparition de la face "pile" divisé par 10)
1pt 1- a) Déterminer les valeurs prise par X
1 pt b) Déterminer la probabilité de I’événement [X = %}
1pt 2 - Quelle est la probabilité de ’évenement : X supérieur ou égale a %
Exercice 4 : Probléme (11 pts)
) x) = (Inz 2 >0
Soit f la fonction numérique de finie sur I'intervalle [0,+o00 | par : { jz (;f )
On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; iJ
1- a) Montrer que f est continue & droite en 0.
1 1\ 2
0.5 pt (On pourra remarquer que : f(z) = (4331 In (aﬂ))
0.75 pt b) Calculer lim f(x)et lim @ puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
T—+00 r—+00
0.75 pt 2 - a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 , puis interpréter graphiquement le résultat obtenus.
0.75 pt b) Montrer que f est dérivable sur |0,+occ[ puis calculer f/(x) pour z > 0.
¢) Etudier les variations de f sur [0,400[, en déduire que :
1 pt (Va €[0,1]);0 < a(nz)? < (4)°
0.5 pt d) Tracer la courbe (C) dans le repere (0;7;7)
(On prendra pour unité |i]| = ||j|| =2cm )
3 - Pour tout réel z >0, on pose F(z f f@)
0.5 pt a) Montrer que la fonction F' est derlvable sur Pintervalle [0, 400l
1pt b) Calculer F’(z) pour z > 0, en déduire le sens de variation de F sur 1’ intervalle [0, +oc].
0.75 pt 4 - a) En utilisant la méthode d’ intégration par parties, calculer | al Vt(Int)dt pour tout x > 0.
0.75 pt b) Montrer que pour tout x >0
2 9 8 16 16
F(z)=—-zvz(lnz)"+ —2zv/zlnx — —zvr+ —
(¢) = —geve(ne)” + sove 57 IVT+ o
¢) En déduire en m?, 'aire du domaine limite par la courbe (C) et les droites d’équations respectives
1 pt r=0etx=1et y=0.
5 - Pour out entier naturel n non nul, on pose u, = fi f(z)dz.
1pt a) Montrer que la suite (uy),~; est bornée et strictement monotone.
0.75 pt b) Montrer que la suite (uy),~; est convergente puis calculer lir4r_1 Up,.
= T—r+00
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& In désigne la fonction logarithme népérien.
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Exercice 1 : (3.5 points)

On rappelle que (C,+, x) est un corps commutatif et que (Mz(R),+, X) est un anneau unitaire de zéro la matrice
0

1
Soit * la loi de composition interne définie sur C par :

nulle O = et d’unité la matrice I =

(V(z,y) € R?) (V(a,b) € R?) ; (z+yi)(a+bi) =za+ (2*b+a’y)i

0,25 pt 1- a) Montrer que la loi * est commutative sur C.
0,5 pt b) Montrer que la loi * est associative sur C.
0,25 pt ¢) Montrer que la loi x admet un élément neutre e que l'on déterminera .
0,25 pt d) Soit (x,y) € R* x R. Montrer que le nombre complexe x + yi admet le nombre complexe é - %i
comme symétrique pour la loi .

2 - On consideére le sous-ensemble F de C défini par : £ = {m +yi/reR:;y€ IR}
0,25 pt a) Montrer que E est stable pour la loi * dans C.
0,5 pt b) Montrer que (E,*) est un groupe commutatif.
0,5 pt 3 - On considere le sous-ensemble G de E défini par : G = {1+ yi/y € R}

Montrer que G est un sous-groupe de (E,*) .
4 - On considére ’ensemble F' = ¢ M (z,y) = vy [(z,y) € RY xR
0 =z
0,25 pt a) Montrer que F est stable pour la loi x dans Ma(R).
0,5 pt b) On considere 'application ¢ : FE — F
r4yi —  M(x2y)
Montrer que ¢ est un isomorphisme de (E,*) vers (F, x)
0,25 pt ¢) En déduire que (F, x) est un groupe commutatif.
Exercice 2 : (3.5 pts)
Soit m un nombre complexe non réel (m € C\R)
I- On considere dans C I'équation, d’inconnue z définie par :
(E): 22— (14 (14+m)z+2im=0

0,25 pt 1- a) Montrer que le discriminant de ’équation (E) est non nul.
0,5 pt b) Déterminer z1 et 29, les deux solutions de 1’équation (FE)

2 - On suppose dans cette question que m =e avec 0 <0 <
0,5 pt a) Déterminer le module est un argument de 21 + 23.
0,25 pt b) Montrer que si z129 € R alors 21 + 20 = 2
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IT - Le plan complexe rapporté un repére orthonormé direct (O, u_>, v_>>,

On considere les points suivants :

A, B et C d’affixes respectives a=1+14, b=(1+i)met c=1—14

D Timage de B par la rotation de centre O et d’angle g et Q le milieu du segment [CD].
(1—=4)(1—m)

0,5 pt 1- a) Montrer que laffixe de Q est w= >
h—
0,25 pt b) Calculer
0,5 pt ¢) En déduire que (OQ)L(AB) et que AB = 20Q.
2 - La droite (OQ) coupe la droite (AB) au point H d’affixe h
h—a , . .
0,5 pt a) Montrer que b est réel et que est imaginaire pur.
— —a
0,25 pt b) En déduire h en fonction de m.
Exercice 3 : (3 points)
On admet que 2969 ('année amazighe actuelle ) est un nombre premier.
Soient n et m deux entiers naturels vérifiant :  n® +m® =0 [2969]
1 - On suppose dans cette question que 2969 que ne divise pas n.
0,5 pt a) En utilisant le théoréme de BEZOUT, montrer que : (Ju €Z) :uxn= 1 [2969]
0,5 pt b) En déduire que : (ux m)® = —1 [2969] et que (u x m)?%%® = —1 [2969]
( On remarque que : 2968 =8 x 371 )
0,5 pt ¢) Montrer que 2969 ne divise pas u X m
0,5 pt d) En déduire qu'on a aussi (u x m)?%% =1 [2969).
0,5 pt 2 - a) En utilisant les résultats précédents, montrer que 2969 divise n.
0,5 pt b) Montrer que : n®+m® =0 [2969] <= n =0 [2969] et m =0 [2969].
Exercice 4 : ( 10 points )
1
PARTIE I - On considére la fonction f définie sur R par : f(x) =4z (e_z + 2%~ 1) et on note (C) sa courbe
- =
représentative dans un repére orthonormé (O, v, )
0,5 pt 1- Calculer chIEloof(x) et Ill)l}_loof(x)
0,5 pt 2- a) Montrer que f est dérivable sur R et que (V2 € R): f'(z)=4(e™"—1)(1—2)
0,75 pt b) Etudier les variations de f sur R, puis donner son tableau de variations.
5 3
0,5 pt c) Montrer que : Jla € } 2;2[ tel que f(a) =0 ( On prendra e2 = 4.5)
- _ @
0,25 pt d) Vérifier que : e =1— 5
0,5 pt 3 - a) En appliquant le théoréeme de ROLLE & la fonction f/, montrer qu’il existe o de l'intervalle ]0;1[ tel

que : f"(20) =0
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0,5 pt b) En appliquant le théoréme des accroissement finis & la fonction f” , montrer que pour tout z différent
1"
x
de zg de lintervalle [0;1], on a : /(@) >0
r— X0
0,25 pt ¢) En déduire que I(xg, f(x0)) est un point d’inflexion de la courbe (C).
0,5 pt 4 - a) Etudier les branches infinies de la courbe (C).
- = - -

0,5 pt b) Représenter graphiquement la courbe (C) dans le repére (O, 1,7 ) (On prendra : |z = ||l7]l =

lem , f(1) = —0,5 et il n’est pas demandé de représenter le point I )

0,25 pt 5- a) Vérifier que : (Va € ]—o050a]) ; f(z) <0
« 20(a® -3 3
0,75 pt b) Montrer que : / flx)dz = % , puis en déduire que : 3 <a<+3
0
0,5 pt ¢) Calculer en fonction de a, en em?, I'aire du domaine du plan limité par la courbe (C) et les droites

d’équations respectives y =0, r=0et z =«

PARTIE IT - On considére la suite numérique (up,)nen définie par :

wp<aet (VneWN) ; upt1 =up+ fup)
0,5 pt 1- a) Montrer par récurrence que : (Vn € IN) u, < « (utiliser 5-a) de la PARTIE I)
0,25 pt b) En déduire que la suite (un)pen est décroissante.
2 - On suppose que 0 <wug et on pose (Vz €R) ; g(z)=e"+ %Jc — Z
0,5 pt a) Montrer que (Vz € R) ; g(z) >0 (On prendra : In(2) = 0,69)
0,5 pt b) En utilisant le résultat de la question précédente, montrer que (Vvn e IN) ; 0<u,

(On remarque que : f(z) +z =4xg(zx) )

0,25 pt ¢) Montrer que (up)neN est convergente
0,5 pt d) Calculer lim wu,
n—-+0o0o

3 - On suppose que ug <0

0,5 pt a) Montrer que : (Yn€N) ;  wupy1 —up < f(ug)
0,5 pt b) Montrer que : (VneN) ;  wu, <wug+nf(ug)
0,25 pt ¢) En déduire lim wuy

n—-4o00

FIN
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Exercice 1 : (3.5 pts)

Soit a un nombre complexe non nul.

partie A :

On considére dans I’ensemble des nombres complexes C I’équation d’inconnue z :

(Ey) : 22 —iaV3z—a? =0

0,25 pt 1- a) Vérifier que le discriminant de (E,) est : A = o?
0,5 pt b) Résoudre dans C I’équation (FE,)
0,5 pt 2 - Sachant que @ = |a|e* (X € R), mettre les deux racines de I'équation (E,) sous la forme exponentielle.
partie B :
7 \ 7 . %
On suppose que le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O7 U, v
1+iv3 —-1+4+iv3
On considere les points Q, M; et Ma d’affixes respectivement o, z1 = %[a et 20 = Ja et soit R la
T
rotation de centre O et d’angle 3
0,5 pt 1- a) Montrer que R(Q) = Mj et que R(M1) = Mo
0,25 pt b) En déduire que les deux triangles OQMj, et OM7 My sont équilatéraux.
0,25 pt 2 - a) Vérifier que : 21 — 22 = «
0,5 pt b) Montrer que Les deux droites (QMa) et (OM;) sont orthogonales.
0,25 pt ¢) En déduire que OQM; My est un losange.
29— 29— |ofel?
0,5 pt 3 - Montrer que pour tout réel 6, le nombre : Z = 2 .2 o 5 est une réel.
z1—a 21— |alé
Exercice 2 : (3 pts)
Une urne contient n boules numérotées de 1 a n (n € IN*, n > 3). On retire, sans remise, ’'une aprés 'autre toutes
les boules de cette urne. Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
1pt 1 - Quelle est la probabilité pour que les boules 1, 2 et 3 sortent consécutivement et dans cet ordre ?
1pt 2 - Calculer la probabilité que les boules 1, 2 et 3 sortent dans cet ordre (consécutivement ou pas) ?
1 pt 3 - On consideére la variable aléatoire X,, égale au nombre de tirages nécessaire pour obtenir les boules 1, 2
et 3.
Detérminer la loi de probabilité de X,
Exercice 3 : ( 3.5 pts )
On considére V’espace vectoriel de dimension 2 noté (Va,+,.).
(7= — 1> 15 — 1 1=
Soit (Z,j) une base de V2. On pose : e; = §z+ 5] et ey = 51 — §j
Soit * la loi de composition interne définie par :
Y(z,y,2',y) € R* <x7+ y}) * (x’f—i— y’f) = (z2' +yy)i+ (xy +y2') ]
— —
0,25 pt 1- a) Montrer que (61 , €9 ) est une base de V
- R e e e T T T S S S S
0,25 pt b) Vérifier que: e; xe; =e1 ; ex *xeg =eg et ep xea =ex xe; =0
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— — — — — —
0,25 pt ¢) Montrer que : V(X, X" Y,Y") € R4 (Xel +Yes ) * (X/el +Y'es ) =XX'e1 +YY ey
0,25 pt 2 - a) Montrer que la loi * est commutative.
0,25 pt b) Montrer que la loi * est associative.
0,25 pt ¢) Montrer que la loi * admet un élément neutre.
0,25 pt d) Montrer que (Va2,4,#) est un anneau commutatif unitaire.
3 - Soit @€ Vo — {0}. On note E; = {\ii/)\ € R}
0,25 pt a) Montrer que (Egz,+) est un sous-groupe du groupe (Va,+)
0,25 pt b) Montrer que (Egz,+,.) est un sous-espace vectoriel de Uespace (Va,+,.)
0,5 pt ¢) Montrer que : Ej stable pour * <= la famille (4 x @, ) est liée
4 - On suppose que : (Ja € R*) ; d*d = au
On consideére l'application ¢: R* —» Ej
T
T = —
o
0,5 pt a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (R*, x) vers (Egz,*)
0,25 pt b) En déduire que (Egz,+,*) est un corps commutatif.
Exercice 4 : (10 pts)
partie A :
On consideére la fonction g définie sur I =]—1;+o00[ par : g(z)=1+2? —2x(14+2)In(1+z)
0,25 pt 1- a) Montrer que lim g(x)=2
z——1%
0,5 b) Mont li =—
,5 pt ) Montrer que Jm g (x) 00
0,5 pt 2 - Montrer que g est dérivable sur I et que (Vx €1); ¢'(z)=—-2(1+22z)In(1+2x)
3 - On donne le tableau de variations de g :
T -1 1 0 +00
2
g (z) - 0 + 0 -
2 1
g9(x)
5 In2
4 2 —00
0,5 pt a) Montrer qu'il existe un réel strictement positif o unique tel que : g(a) =0
0,25 pt b) Vérifier que : & <1 (On prendra : In2 =0.7)
0,5 pt c) En déduire que : (Vz € |-1;a) ; 0 < g(z) et que (Vo € Ja;+o0]) ; g(z) <0
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0,5 pt

0,5 pt

0,75 pt
0,5 pt
0,75 pt
0,25 pt
0,5 pt
0,25 pt

1pt

1pt

0,5 pt

1pt

partie B

On considére la fonction f définie sur I =]—1;400[ par :  f(x) =

In(1+z)

- 2
_ _})14’93

Soit (C) sa courbe représentative dans repére orthonormé (O, 1,7

1- a)

b)

2- a)

b)
)
3- a)
)

)
d)

o

=3

<]

Calculer hm+ f (z) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
r——1

Montrer que lirf f (z) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
T—>+00

Montrer que f est dérivable sur I et que : (Vz € 1) ; f'(z) = %
(1+2)(1+a2)
Donner le sens de variation de f sur I
1
Vérifi : =—— et Ve el < —
érifier que f(a) 2a(1+a)e que (Vz €l) f(x)_2a(1+a)

Donner I’équation de la tangente (7') a (C') au point d’abscisse 0
Montrer que : (Vz >0) ; In(l+2z) <z
En déduire que : (Vo >0) ; f(x) <=z

Représenter graphiquement (7) et (C) (On prendra : o = 0.8 et HZH = H;H =2cm)

partie C :

On pose :

1- a)
b)

1
2 - En utilisant la méthode d’intégration par parties, calculer : K = /
0

J:/Olf(a;)dx

1—
En utilisant le changement de variable : t = I—FJ’ montrer que : J = %1112
x

- Déterminer, en cm?

d’équation = =0 et la droite d’équation x =1
arctan ()
1+2x

FIN

, laire du domaine plan limité par la courbe (C) , la tangente (T'), la droite
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Exercice 1 : ( 3.5 points/au choix )
Si tu choisis de traiter Exercice 1, il ne faut pas traiter Exercice 2
On consideére dans Z x Z I'équation (D): 723 —13y=5
1- Soit (x,y) € Z x Z une solution de I’équation (D).
0,5 pt a) Montrer que x et 13 sont premier entre eux.
0,5 pt b) En déduire que : 22 =1 [13]
1pt ¢) Montrer que : 23 = 10 [13]
0,5 pt d) En déduire que : 22 = 3 [13]
1pt 2 - Déduire des questions précédentes, que I’équation (D) n’admet pas de solution dans Z x Z.
Exercice 2 : ( 3.5 points/au choix )
Si tu choisis de traiter Exercice 2, il ne faut pas traiter Exercice 1
On note par M2 (IR) ’ensemble des matrices carrées d’ordre deux.
10
On rappelle que (M2(IR), 4+, x) est un anneau non commutatif unitaire d’unité I = <0 1) et que (IR*,x) est
un groupe commutatif.
1
On consideére le sous-ensemble E de Ma(IR) défini par : E = { <0 x) /reRetye ]R*}.
Y
0,5 pt 1- a) Montrer que E est une partie stable de (Ma(R), ) .
0,5 pt b) Montrer que la multiplication n’est pas commutative dans E.
1 1 -Z 1 -z 1 1 0
0,5 pt c) Vérifier que : (Vz € R) (Vy € R¥); )« Y= e ) =
0 y 0o 1 o 1)\o0y 0 1
0,5 pt 2 - Montrer que (E, x) est un groupe non commutatif.
-1
3 - On considere le sous-ensemble F' de E défini par : F' = {M(x) = (g * > Jx € IR*}
T
0,5 pt a) Montrer que 'application ¢ définie par : (Vo € R*); ¢(x) = M(z) est un homomorphisme de (R*, x)
vers (E, x).
1pt b) En déduire que (F, x) est un groupe commutatif dont on précisera ’élément neutre.
Exercice 3 : (3.5 points/obligatoire)
Soit m un nombre complexe non nul.
Premiére partie :
On consideére dans C I'équation d’inconnue z, (E): 23 —2mz? +2m2z —m> =0
0,5 pt 1- Résoudre dans C 'équation (E) (On remarque que m est une solution de ’équation (E))
2 - On note 21 et 2o les deux autres solutions de I’équation (F) autre que m.
1 1 1
0,25 pt a) Vérifier que : — + — = —.
z1 z9 m
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0,5 pt b) Dans le casoum=1+ eig, écrire sous la forme algébrique z1 et zo .
Deuxiéme partie :
7N \ 7 . % %
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O, U, )
On consideére les points A et B d’affixes respectives a = me's et b=me '3,
On note :
— P le centre de la rotation d’angle (g) qui transforme O en A.
— @ le centre de la rotation d’angle (g) qui transforme A en B.
— R le centre de la rotation d’angle (g) qui transforme B en O.
0,25 pt 1 - Montrer que les points O, A et B ne sont pas alignés.
5 2 tm
1 pt 2 - a) Montrer que affixe de P est p= mgel% et que laffixe de R est r = mge_l%
7
0,5 pt b) Montrer que I'affixe de @ est ¢ = m+/2sin (17;)
0,5 pt 3 - Montrer que OQ = PR et les deux droites (OQ) et (PR) sont perpendiculaires.
Exercice 4 : (13 points/obligatoire)
Premiére partie :
On consideére la fonction f définie sur l'intervalle I = [0;+oc0[ par :
3 1
f(0)=0 et (Vx €]0;+00]) ; f(z)=a’ln{l1+-
T
- =
et soit (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, 1, )
(On prendra. 7] = 1] = 1em)
0,5 pt 1- On appliquant le théoréme des accroissements finis & la fonction ¢ — In(¢) sur lintervalle [z;x + 1],
1 1 1
t (P): (Vx €]0; ;o —— <In|l14+—-) < -
montrer que : (P): (Va € ]0;+00]) P n( +x) -
0,5 pt 2 - a) En utilisant la proposition (P), montrer que la fonction f est dévrivable & droite en 0.
0,5 pt b) En utilisant la proposition (P), montrer que la courbe (C) admet une branche paraboliques dont on
précisera la direction.
0,75 pt 3 - a) Montrer que la fonction f est dérivable sur |0;+o0[ et que :
(Vzel0i4oo]) ; flla)=322(n(142) - ——
’ ’ x 3(1+x)
0,5 pt b) En déduire que f est strictement croissante sur I (On pourra utiliser la proposition (P))
0,25 pt c) Dresser le tableau de variation de la fonction f.
4 - pour tout x € ]0;+00[, on pose : g(x) = M
T
1
0,75 pt a) Vérifier que (Vz €]0;4+00]) ; ¢'(z) =2 (ln (1+1) - M), en déduire que g est strictement
x
croissante sur R .
0,5 pt b) Montrer que I’équation g(x) =1 admet sur IR% , une solution unique notée «
3
puis vérifier que a € ]1;2[ (On prendra In(2) = 0,7 et In <2> =1,5))
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0,5 pt
0,5 pt

0,25 pt

0,5 pt
0,5 pt
0,5 pt
0,25 pt

0,5 pt

0,5 pt
0,5 pt
0,25 pt
0,5 pt
0,25 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,25 pt

c) En déduire que les seuls solutions de I'équation f(z) =z sont 0 et «.
5 - a) Représenter graphiquement la courbe (C) (On précisera la demi-tangente & droite en O et la branche
parabolique de (C))

b) Montrer que f est une bijection de I vers I . (On notera f~! sa bijection réciproque)

Deuxiéme partie :

On consideére la suite (uy)nso définie par : 0 <ug < a et (Vn €IN); upy1 = f (up)
1- Montrer par récurrence que : (Vn € N); 0 <wuy, < a.
2 - a) Montrer que : ¢(]0;af) =]0;1[.
b) En déduire que la suite (uy,)nz0 est strictement croissante.
¢) Montrer que la suite (un)ps0 est convergente.
3 - Déterminer lim wu,.

n—+oo
Troisiéme partie :

1
On considere la fonction F' définie sur l'intervalle I par : (Vz €I) ; F(x)= / f(t)dt
x

1- a) Etudier suivant les valeurs de z, le signe de F(z).

=3

Montrer que la fonction I est dérivable sur I et déterminer sa dérivée premiére F”.

<]

En déduire que F est strictement décroissante sur I.

)
)
)
) Montrer que : (Vz € [1;4+00]) ; F(z)<(1—z)ln(2).
)
)

[\
1
V]

b) En déduire lim F(z).

T——+00

3 - a) En utilisant la méthode d’intégration par parties, montrer que :

. . _In@2) o 1\ 1 #

1 43 3
t t 1
b) Calculer /I I—Hdt pour tout x €]0;4o00[ (On remarque que i t2—t+1— H_—l)

5 2 22 oz

1 4 1
¢) En déduire que : (Vz €]0;4+00]); F(a:):ﬁ—ﬁ+§71+iln(l+z)f%ln <1+$>

1
d) Calculer lim F(z), en déduire la valeur de / f(®)dt
0

z—0t

P 2k k
4 - Pour tout entier naturel non nul n, on pose : v, = Z (F ( ) - F ())
P 2n n

a) Montrer que pour tout n € IN* et pour tout k € {0,1,...,n—1} :

()< (252) ()2 (2)
2n 2n 2n n 2n n

1 k=n k 1 k=n—1 k
b) En déduire que : (Vn € N*) ; —%Zf<n) Svnﬁ—% Z f<n)
k=1 k=0
2k +1 kE+1
(On remarquera que : ———— < ——)
2n n

¢) Montrer que la suite (vy)pen+ est convergente et déterminer sa limite.

FIN
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Baccalauréat Sciences mathématique

Session de Rattrapage juillet 2020

MATHEMATIQUES

Série : Baccalauréat Sciences Mathématiques A & B

DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

Vv L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;

Vv Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant 1’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter;

COMPOSANTES DU SUJET

COMPOSANTES DU SUJET

Le candidat doit traiter au total trois exercices

Ce sujet comporte quatre exercices indépendants entre eux et répartis suivant les domaines comme

suit :
e Exercice 1 : Arithmétique (au choix) ........ ... 3.5 points
e Exercice 2 : Structures Algébriques (au choix) ........... ...l 3.5 points
e Exercice 3 : Les Nombres Complexes (obligatoire) .............coviiiiiiiiian.. 3.5 points
e Exercice 4 : L’analyse (0bligatoire) ...........c.oouiiniuiiiiiiiiiiiiniiiiiaean.. 13 points

# On désigne par Z le conjugué du nombre complexe z

# In désigne

la fonction logarithme népérien.




Examen du Baccalauréat Session de Rattrapage juillet 2020

Tu choisis de traiter EXERCICE 1 ou bien EXERCICE 2

Tu traites obligatoirement EXERCICE 3 et EXERCICE 4

Exercice 1 : (3.5 pts / au choix)

Si tu choisis de traiter EXERCICE 1 il ne faut pas traiter EXERCICE 2

Soient p et ¢ deux nombres premiers vérifiant : p <gq et 9PTI71 =1 [pq]

0.5 pt 1- a) Montrer que p et 9 sont premiers entre eux.
1pt b) En déduire que : 9Pt =1 [p] et que 99 =1 [p]
0.5 pt 2 - a) Montrer que p— 1 et g sont premiers entre eux.
0.5 pt b) En utilisant le théoréeme de BEZOUT, montrer que : p =2
0.5 pt 3- a) En utilisant le théoréeme de FERMAT, montrer que : 9971 =1 [q]
0.5 pt b) En déduire que : ¢ =5
Exercice 2 : (3.5 pts / au choix)
On note M3 (R) 'ensemble des matrices d’ordre 3 & coefficients réels.
On rappelle que (M3 (R),+,.) est un espace vectoriel réel de dimension 9 et que (M3 (R),+, X) est un anneau
0 00 100
non commutatif unitaire dezeroO =0 0 0| etdunité /=10 1 0
0 00 0 01
r -y y)
On considére le sous-ensemble :  E =< M(z,y,2)=]0 =z 0 |/(z,y,2) €R3
y x—z =x
Premiére partie :
0.25 pt 1- a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de (M3 (R),+,.)
0.5 pt b) Déterminer une base de (E,+,.)
0.25 pt 2 - a) Vérifier que :
Y(z,y,2) € R3 V(2 y,2") €ER? ; M(z,y,2) x M(2,y,2") = M(xz' —yy, 29/ +ya',22")
0.5 pt b) Montrer que (E,+, x) est un anneau commutatif
Deuxiéme partie :
On considére le sous-ensemble F' de E des matrices de la forme M (x,y,0) ou (z,y) € R?
0.25 pt 1- Montrer que F' est un sous-groupe du groupe (E,+)
2 - On note ¢ 'application de C* vers E définie par : V(z,y) € R? ; o(x+iy) = M(z,y,0)
0.25 pt a) Monter que ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers (E, x)
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0.5 pt b) En déduire que (F*,x) est un groupe commutatif. (F* désigne F' —{O})
0.5 pt ¢) Montrer que (F,+, x) est un corps commutatif dont on précisera 1'unité.
01 0
0.25 pt 3- a) Vérifier que: (VM(z,y,00€F) ; [0 0 0| xM(z,y,00=0
0 00
0.25 pt b) En déduire qu’aucun des éléments du sous-ensemble F' n’admet un inverse pour la multiplication dans
M3 (R)
Exercice 3 : (3.5 pts / obligatoire)
I- Soit m un nombre réel non nul.
On considere dans I’ensemble des nombres complexes C, les deux équations :
(B):224+224+14+m%2=0 et (F):234+2(1—i)22+(1+m?—4i)z—2i(1+m?) =0
0.5 pt 1- Résoudre dans C I’équation (FE)
0.25 pt 2 - a) Montrer que Iéquation (F') admet une solution imaginaire pure que on déterminera.
0.5 pt b) Résoudre dans C I’équation (F)
II- Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O, i, )
On consideére les deux points : A(—1+1im) et B(—1—1im)
Soient Q le milieu du segment [AB], A’ le milieu du segment [OB] et B’ le milieu du segment [OA]
La rotation de centre () et d’angle (—g) transforme A en P(p), la rotation de centre A’ et d’angle (—g)
transforme B en Q(q) et la rotation de centre B’ et d’angle (—g) transforme O en R(r)
1.5 pt 1- Montrer que: p=—-1+m, qzlgi(—l—im) et r=gq
0.25 pt 2 - a) Vérifier que : q—r=—ip
0.5 pt b) En déduire que : OP = QR et que les deux droites (OP) et (QR) sont orthogonales.
Exercice 4 : ( 13 pts / obligatoire)
Premiére partie :
On consideére la fonction f définie sur 'intervalle I = [0,1] par f(z) =zIn(2 —z)
et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé O,_",j‘ .
0.75 pt 1- a) Montrer que f est dérivable sur I et que: Vx el ; f(x)=In(2—=x)— ) f .
0.5 pt b) Montrer que la fonction dérivée f est strictement décroissante sur I
0.75 pt ¢) Montrer qu’il existe un unique réel a €]0;1[ tel que : f'(a) =0 et que f(a)= Q(iQOé
0.75 pt 2- a) Etudier les variations de f, puis donner son tableau de variations.
0.5 pt b) Montrer que la courbe (C') est concave.
0.5 pt ¢) Montrer que: (Vtel), Vzel); f(x)<f(t)(z—1t)+f(t)
0.5 pt d) En déduire que: (Vxel); f(z)<zln(2) et f(z)<—z+1.
0.5 pt 3 - Représenter la courbe (C)) (On prendra : [|7]| = 2em)
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0.75 pt

0.5 pt
0.5 pt

0.75 pt

0.5 pt

0.5 pt

1pt

1pt

0.25 pt

0.5 pt

0.75 pt

0.5 pt

0.75 pt

4 - Calculer, en cm?, l'aire du domaine plan limité par la courbe (C) et les droites d’équations respectives :

r=0,xz=1¢e y=0

Deuxiéme partie :
Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On consideére la fonction f,, définie sur I =[0,1] par : fnp(z) =2"In(2 —x)
1- a) Vérifier que f, est positive sur I et que f,,(0) = fr(1)
b) Montrer qu'il existe au moins a,, €]0,1[ tel que : f},(an) =0

2 - a) Montrer que f, est dérivable sur I et que : Vaz €Tl ; fl(x)=a""tg,(z)ou:
x

z)=nln(2—z)—
gn(z) ( ) 9_ o
b) Montrer que la fonction g, est strictement décroissante sur I
¢) En déduire que ay, est unique.

3 - On considere la suite (a,),,5, ainsi définie.

n+1
a) Montrer que : Vn 2 2; fp(an) = — X —>—, en déduire que : lim fr(ay) =0
n 2— [0 7% n—+oo
b) Montrer que : Vn > 2; gp(ant1) = —In(2 —apy1), en déduire que la suite (ap)ps2 est strictement

croissante.
c) Montrer que la suite (ap)n>2 est convergente.
d) Montrer que lim «p =1
n—-+0o0o
Troisiéme partie :

1
Pour tout entier naturel n > 2, on pose : I, = / fn(x) dzx
0

1 - Montrer que la suite (I;)n>2 est décroissante en déduire qu’elle est convergente.

1 1 CCn+1
2 - En utilisant une intégration par parties, montrer que : I, = —— / dx
n+1lj)y 2—x

1
3 - Montrer que : (Vn>2); 0<I,<——, en déduire que lim I,=0
n+1 n—+00

FIN
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Baccalauréat Sciences mathématique

Session Normale juin 2021 I

MATHEMATIQUES

Série : Baccalauréat Sciences Mathématiques A & B

DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

v L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé;

v L’usage de la couleur rouge In’est pas autorisé;

COMPOSANTES DU SUJET

L’épreuve comporte 3 exercices indépendants.

Les exercices peuvent étre traités selon ’ordre choisi par le candidat.

— Exercice 1 : Probléme d’Analyse ............ .. 12 points
— Exercice 2 : Nombres Complexes . ............oiuuiiiiiiiiee i nainen.. 4 points
— Exercice 3 : Arithmétiques ........ ... i 4 points
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0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt
0.5 pt
0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt
0.5 pt
0.5 pt
0.5 pt

0.5 pt

Exercice 1 : (12 pts)

Pour tout entier naturel n, on considere la fonction f,, définie sur R par :

€T

T)= +nx
fn(2) 14-e®
. 7’ . \ 7 % %
Soit (Cy,) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1,7 ).
(on prend 7= H?H =1lcm)

Partie I :

1- a) Calculer 1;1_100( fn(x) —nz + 2) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.

li
T—r
b) Montrer que la courbe (C,) admet, en —oco, une asymptote (A,) dont on déterminera une équation

cartésienne.

2 - a) Montrer que la fonction f,, est dérivable sur R et que :

, o —2e”
(VzeR) ; folx)= 7(1 o)’ +n

4e®
T — <1
(14e2)

c) En déduire le sens de variations de fy, sur R.

b) Montrer que : (Vz € R) ;

(On distinguera les deuz cas : n=0etn>1)
3 - a) Déterminer I’équation de la tangente a la courbe (Cy,) au point I d’abscisse 0.
b) Montrer que le point I est le seul point d’inflexion de la courbe (Cy,).
4 - Représenter graphiquement dans le méme repere, les deux courbes (Cp) et (C2).

5 - Pour tout réel t > 0, on pose A(t) laire du domaine plan limité par (C,) et les droites d’équations
respectives : y=nx -2, x=0et z =t
a) Calculer A(¢) pour tout ¢t >0
b) Calculer , lim A(t)

—+00

Partie II :

On considere la suite (up),,>q définie par :
u=0 et (VneN) ; upt1 = folun)

Montrer que 1’équation fo(x) =2 admet une unique solution a dans R
Montrer que :  (Vz €R) ; |fj(z)] < 3.

Montrer que : (VR € N) ; |unt1 —af < L u, —al.

En déduire que : (VneN) ; |up, —al < (%)n la].

c¢) Montrer que la suite (up),>( converge vers .

Partie III :

On suppose dans cette partie que n est un entier tel que n > 2
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0.5 pt 1- a) Montrer que pour tout n > 2, il existe un unique réel x, solution de ’équation f,(z) =0.
0.5 pt b) Montrer que pour tout entier n >2;, 0<ax, <1.

2
<On prendra =L < 1.47)
1+e

0.5 pt 2 - a) Montrer que pour tout entier n > 2,  fry1(zn) >0
0.5 pt b) En déduire que la suite (2,),,~, est strictement décroissante.
0.5 pt c) Montrer que la suite (zp),~, est convergente.
. 1 1 2e
0.5 pt 3 - a) Montrer que pour tout entier n > 2, — <z, < — .
n n\1l+e
0.5 pt b) En déduire lim z, , puis montrer que : lim nx,=1.
n—-+o0o n—-+oo
0.5 pt 4 - a) Montrer que pour tout entier n>2, ona: x, <z
0.5 pt b) En déduire : lim (z,)".
P ) n%+oo( n)

Exercice 2 : (4 pts)

Soient a , b et ¢ trois nombres complexes non nuls tel que : a+b=c

0.5 pt 1- a) Résoudre dans I’ensemble C I'équation d’inconnue z
(E) : 22— (a+b+c)z+cla+b) =0

0.5 pt b) On suppose dans cette question que : a=1, b=e€'3 et c=a—>b
Ecrire les deux solutions de ’équation (E) sous forme exponentielle.
- =
2 - Le plan complexe est rapporté a un repeére orthonormé direct (O, U,V )

On consideére les trois points A (a) , B(b) et C'(¢) qu’on suppose non alignés.
Soient P (p) le centre de rotation d’angle § qui transforme B en A, et @ (q) le centre de rotation d’angle

(—=%) qui transforme C en A , et D (d) le milieu du segment [BC].

1pt a) Montrer que : 2p=b+a+(a—b)i et 2g=c+a+(c—a)i
p—
0.5 pt b) Calculer : ——
p ) Calculer —d
0.5 pt ¢) En déduire la nature du triangle PDQ

3 - Soient E le symétrique de B par rapport a P et F' le symétrique de C' par rapport a @ et K le milieu du
segment [EF.

0.5 pt a) Montrer que laffixe de K est k=a+ % (c—b).

0.5 pt b) Montrer que les points K , P, @ et D sont cocycliques.

Exercice 3 : (4 pts)

Partie I : On considére dans Z x Z 1’équation (E) : 47x —43y =1

0.25 pt 1 - Vérifier que le couple (11,12) est une solution particuliere de 1’équation (E).
0.75 pt 2 - Résoudre dans Z x Z I’équation (F).
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0.5 pt
0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

Partie IIT : On considére dans Z le systéme & deux équations suivant (S) : {

Partie I : On considére dans Z 'équation (F) : 24! =4 [43].

1- Soit x € Z une solution de I’équation (F).
a) Montrer que z et 43 sont premiers entre eux, en déduire que : 42 =1 [43].
b) Montrer que : 4z =1 [43], en déduire que : z =11 [43].

2 - Donner l'ensemble des solutions dans Z de 1'équation (F).

x4 =4 [43]

1- Soit  une solution du systeme (S).
=11 |43
a) Montrer que z est solution du systéme (S’) : v [ ]
x =10 [47)
b) En déduire que : x =527 [2021] (On pourra utiliser la partie 1 ).

2 - Donner 'ensemble des solutions dans Z du systeme (.5).

FIN

247 =10 [47]
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MATHEMATIQUES

Série : Baccalauréat Sciences Mathématiques A & B

DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

Vv L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
Vv Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant 1’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte 4 exercices :

— Exercice 1 : Analyse ..........ooiiiii 8 points
— Exercice 2 : ANalyse . ... 4 points
— Exercice 3 : Nombres complexes ........ ... 4 points
— Exercice 4 : Arithmétique ....... ... .. 4 points
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0,25 pt
0,25 pt
0,75 pt
0,5 pt

0,25 pt
0,25 pt
0,25 pt

0,25 pt

0,25 pt

0,25 pt

0,5 pt
0,5 pt
0,5 pt
0,5 pt
0,25 pt

0,25 pt

0,5 pt

0,25 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

Exercice 1 : ( 8 pts )

Partie I :

On consideére la fonction f définie sur l'intervalle I =]—o0;1] par :

f@)=In(1-2x)

- —
Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, )

1- a) Montrer que la fonction f est continue sur I
b) Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur I
x
c) Calculer lim f(z), lim f(z)et lim f@)
r—1— T——00 r——00 I

Interpréter graphiquement les résultats obtenus
Donner le tableau de variations de f

Montrer que la courbe (C') est concave.

Montrer que f est une bijection de I vers R

On note f~! sa bijection réciproque.
b) Déterminer f~!(x) pour z € R

c¢) Vérifier que : f~1(-1)=1—e"!

Partie II :

Pour tout réel x et pour tout entier naturel n > 2, on pose :
2 n
T x
Pyz)=o+—-+-+—
n () 2 n

— =
Représenter graphiquement la courbe (C') dans le repére (O, 1,9 )

1- Montrer que pour tout entier n > 2 , il existe un unique réel x,, € ]0;1[ tel que : P, (zy,) =1

2 - Déterminer le réel a = x9 et vérifier que: 0<a<1

3- a

=3

]

)
)
) Montrer que pour tout entier n > 2, on a : x, € ]0;¢]
d)

Montrer que la suite (2,,),,~, €st convergente.

4 - pour tout réel z € I et pour tout entier n > 2, on pose : fp ()

—m

a) Montrer que : (Vz€l); (Vn>2) f) (z) = I
-z
an

(V€ [0;0]) 5 (Vn >2)

b) Montrer que : Il (z) ‘ <

c) En déduire que : (Vz € [0;0]) ; (Yn>2) |fn(x)] <

d) Montrer que: (Vn>2) |f(zn)+1| < a

1

lim z,

e) En déduire la valeur de
n—+o00

1—

Montrer que pour tout entier n > 2, on a : Py (2,) > 1

l—«
a?’L

(%

En déduire que la suite (zy,),,~, ainsi définie est strictement décroissante.

= f(x) + P (x)
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Exercice 2 : (4 pts)
- 2
On consideére la fonction F' définie sur R par :  F(x) = / et~ 5 dt
0
0,5 pt 1- a) Déterminer le signe de F () en fonction de x
1pt b) Montrer que F est dérivable sur R et calculer sa dérivée premiere F' (z)
0,5 pt 2 - a) En utilisant la méthode d’intégration par partie, montrer que :
1 1 22
/ F(x)dz :/ (1—z)e*~ 3 dx
0 0
1
0,5 pt b) Calculer / F(x)dx
0
3 - On considere la suite (un),~; définie par :
1 k=n—1 % 2
N x
(Vne]N*);unzﬁ Z (n—k)/ﬁ e’ S dx
k=0 n
k=n—1 k=n—1
1 k+1 1 k
Lt . *\ . P _ — — —
0,5 pt a) Vérifier que :  (Vn e IN*) ; up, = - Z (n k)F( p > ~ Z (n k)F<n>
k=0 k=0
122 (k&
0,5 pt b) M : N up = — —
5P ) Montrer que (VneN*) ; up, - ZF <n)
k=1
0,5 pt ¢) En déduire que la suite (up), >, est convergente et déterminer sa limite.
Exercice 3 : (4 pts)
m est un nombre complexe différent de 2 et de —i
- —
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O, U, v )
On considere dans I'ensemble C ’équation d’inconnue z :
(BE) : 22— (m—i)z—im=0
0,5 pt 1- a) Vérifier que le discriminant de équation (E) est (m +1)?
0,5 pt b) Déterminer z; et 2o les deux solutions de (F)
0,75 pt ¢) Sachant que m = el%, écrire le nombre z; + 29 sous forme exponentielle.
2 - On considére les points A, B et M d’affixes respectifs 2, —i et m et soit M’ le symétrique de M par
rapport a ’axe imaginaire.
0,5 pt a) Déterminer en fonction de m l'affixe de M’
0,75 pt b) Déterminer en fonction de m laffixe du point N tel que le quadrilatére ANM’B soit un parallélo-
gramme.
1pt ¢) Montrer que les deux droites (AM) et (BM') sont perpendiculaires si et seulement si Re ((2 —i)m) =
Re (m2)
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1pt

1pt

0,5 pt
0,5 pt

1pt

Exercice 4 : (4 pts)

Soit a un entier naturel supérieur ou égal & 2 et soit A =1+ a+a?+a®+a* +a® +ab

Soit p un nombre premier impair tel que : p divise A
1- a) Montrer que a” = 1[p], en déduire que (Vn € N) ; a™ = 1[p]
b) Montrer que a et p sont premiers entre eux, en déduire que : (¥Ym € IN) ; aP~bm = 1[p)]
2 - On suppose que 7 ne divise pas p—1
a) Montrer que : a =1[p)
b) En déduire que: p=7

3 - Montrer que si p un nombre premier impair tel que : p divise A, alors : p="7 ou p = 1[7]

FIN
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MATHEMATIQUES

Série : Baccalauréat Sciences Mathématiques A & B

DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

Vv L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
Vv Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant 1’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte 4 exercices :

— Exercice 1 : Probleme d’analyse ........... ... .. 10 points
— Exercice 2 : Nombres compleXes . ...........ouuiiiieiiiee i, 3.5 points
— Exercice 3 : Arithmétiques ........ ... i 3 points
— Exercice 4 : Structures algébriques .............. ... 3.5 points

# On désigne par Z le conjugué du nombre complexe z
& In désigne la fonction logarithme népérien.
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0,25 pt

0,25 pt

0,5 pt
0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,25 pt
0,25 pt
0,25 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt
0,5 pt
0,5 pt

0,25 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

Exercice 1 : (10 pts)
Partie A :

1 - Vérifier que, (VI€R+) ; 0§17x+z27%§z3
2 - En déduire que, (Vz € RT) ; 0§x7%2+%71n(1+x)§%
Partie B : On considére la fonction f définie sur I = [0;+o0] par :

—In(1
£(0) = 1 et pour tout z de ]0;+oc[ : f(z) = L(ZJFQS)
x
- =
Et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonrmé (O, 1, )

a) Montrer que f est continue a droite en 0

=3

(
)
) Montrer que f est dérivable & droite en 0
)

c) Calculer lirf f(x) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu
T—>+00

2 - a) Montrer que, (Vx €]0;+00]) ;, f/(z)= —9@)
ou:g(z)=r+ ;57 —2In(1+2)

Montrer que , (Vz€l) ; 0<g/(x)<a?

En déduire que, (Vzel) ; 0<g(z) < %

)
)
d) Déterminer le sens de variations de f
) Dresser le tableau de variation de f
)

— —
Représenter grahiquement la courbe (C') dans le repére (O7 1,7 )
— —
( On prendra ||z ||=2cm et || g || = 2em)
Partie C :
1 - Montrer qu’il existe un unique réel « €]0;1[ tel que f(a) =«
2 - On considere la suite (up)pen définie par :

Uy = % et (Vn € ]N) 7 Un41 = f(u”)

a) Montrer que: (YneNN) ; wu, € [0;1]

b) Montrer que : (VneN) ; |upy1 —al < (%) |un, — af

c¢) Montrer par récurrence que, (Yn € IN) ; |u, —af < (3)"
)

=9

En déduire que la suite (uy)nen converge vers «

Partie D : Pour tout x € I , on pose : F(z / f(@)
1- Montrer que la fonction F est dérivable sur I et calculer F'(z) pour tout x € I
2 - a) En utilisant la méthode d’intégration par parties, montrer que :
(Vz €]0;+00[) ; F(z)=2I2— (1+1)In(1+2)
b) Calculer lim F(z), puis déduire que : fo t)dt =2In2 —1

xz—0t

2

c) Calculer en em?, I'aire du domaine plan limité par la courbe (C'), ’axe des abscisses, I’axe des ordonnées

et la droite d’équation x =1
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Partie E : On pose, pour tout k de N , A, = f(k)— fkkH f()dt
k=n—1
et pour tout n € IN* | S, = Z Ay
k=0
0,25 pt 1- a) Vérifier que: (VEeN) ; 0<Ap < f(k)— f(k+1)
0,5 pt b) En déduire que : (vneIN*) ; 0<S5, < %
0,25 pt 2 - a) Montrer que la suite (Sp)pen+ est monotone
0,25 pt b) En déduire que la suite (Sy)nen+ est convergente
0,25 pt ¢) Montrer que la limite ¢ de la suite (Sy,),en+ vérifie : % —2n2</t< %
Exercice 2 : (3.5 pts)
Soit m un complexe non nul donné et j = 3 + ?z =¥
Partie I : On considére dans I'ensemble C I'équation d’inconnue z, (Ey,): 22 +mj2z+m?j=0
0,5 pt 1- Vérifier que : j3=1et 14j+42=0
0,25 pt 2 - a) Montrer que le discriminant de équation (Ey,) est A = [m (1 —j)]?
0,5 pt b) Déterminer z1 et 29 les deux solutions de 1’équation (E,,)
0,5 pt 3 - Dans cette question, on suppose que, m=1+1
Montrer que (z1 + 22)2Y22 est un imaginaire pur.
Partie II : Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O, 17 , v_>)
Soit ¢ la transformation du plan complexe qui & tout point M (z) fait correspondre
le point M'(2') tel que : 2/ = (1+7)z
0,25 pt 1 - Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de I'application ¢
2 - On considére les points A, B et C' d’affixes respectives m, mj et mj>
Et on note A’(a’) , B'(V) et C'(c') les images respectives des points A, B et C par
Papplication ¢ et soient P(p), Q(q) et R(r) les milieux respectifs
des segments [BA'|, [CB'] et [AC"]
0,75 pt a) Montrer que : a’ = —mj% | ¥ = —m et ¢ = —mj
0,25 pt b) Montrer que : p4qj+7j2=0
0,5 pt ¢) En déduire que le triangle PQR est équilatéral.
Exercice 3 : (3 pts)
Soit n un entier naturel strictement supérieur a 1
On considére dans IN? 'équation  (E,) : (z+1)" — 2" =ny
Soit (x,y) une solution de I’équation (E,) dans IN? et soit p le plus petit diviseur premier de n
0,25 pt 1- a) Montrer que (z+1)" = 2™ [p)
0,25 pt b) Montrer que p est premier avec x et avec (x + 1)
0,25 pt ¢) En déduire que : (z+ 1)P~1 = 2P~ 1 [p]
MTM-groupe Maroc 117 option SM A&B
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0,5 pt 2 - Montrer que si n est pair, alors I'équation (E,) n’admet pas de solution dans IN?
3 - On suppose que n est impair

0,5 pt a) Montrer qu’il existe un couple (u,v) de Z? tel que : nu+ (p—1)v =1

( On rappelle que p est le plus petit diviseur premier de n )

0,25 pt b) Soient ¢ et r respectivement le quotient et le reste dans la division euclidienne de u

par (p—1). Vérifier que : nr=1—(p—1)(v+ ngq)
0,5 pt ¢) On pose : v = —(v+ng). Montrer que : v' >0

0,5 pt d) Montrer que ’équation (E,) n’admet pas de solution dans IN?

Exercice 4 : ( 3.5 pts )

On rappelle que (M2(R),+, X) est un anneau unitaire non commutatif d’unité

I= ! . et que (Z,+, x) est un anneau commutatif unitaire et integre.
Soit E= 4 m(ap)= [* *") j(ap) e 22
b a
0,25 pt 1- a) Montrer que E est un sous-groupe de (Ma(R),+)
0,25 pt b) Vérifier que pour tout a , b, cet d de Z, on a :
M(a,b) x M(c,d) = M (ac+ 3bd,ad + be)
0,5 pt ¢) Montrer que : (F,+, X) est un anneau commutatif et unitaire.

2 - Soit ¢ application définie de E vers Z par :
(V(a,b) € Z%); ¢ (M(a,b)) = [a® — 30|

0,5 pt Monter que ¢ est un homomorphisme de (E, x) vers (Z, x)

3 - Soit M(a,b) e E

0,25 pt a) Montrer que M(a,b) x M(a,—b) = (a? —3b%) .1
0,5 pt b) Montrer que si M(a,b) est inversible dans (E, x) alors ¢(M(a,b)) =1
0,5 pt c) On suppose que p(M(a,b))=1

Montrer que M (a,b) est inversible dans (E, x) et préciser son inverse
0,25 pt 4 - a) Montrer que : V(a,b) € Z?; o(M(a,b)) =0 a=b=0
0,25 pt b) En déduire que 'anneau (E,+, x) est intégre.
0,25 pt c) Est-ce que (E,+, X) est un corps ? justifier votre réponse.

FIN
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Baccalauréat Sciences mathématique

Session de Rattrapage juillet 2022'

MATHEMATIQUES

Série : Baccalauréat Sciences Mathématiques A & B

DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

Vv L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
Vv Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant 1’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte 4 exercices :

— Exercice 1 : Probleme d’analyse ........... ... .. 10 points
— Exercice 2 : Nombres compleXes . ...........ouuiiiieiiiee i, 3.5 points
— Exercice 3 : Structures algébriques .............. ... 3.5 points
— Exercice 4 : Arithmétique ....... ... ... 3 points
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0.25 pt

0.25 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.25 pt

0.5 pt

0.5 pt
0.5 pt

0.25 pt

0.25 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt
0.5 pt
0.25 pt
0.25 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

Exercice 1 : (10 points)
Partie A :

1- Montrer que : (Vz € R); 14+z <e”

2- a) Montrer que: (Vz e RT);0<1—e %<z
72 23
b) En déduire que : (Vxr € R"); 0 < 17:C+?76_x < 3
l—xz—e* 1
c¢) Montrer que : lim # =——
z—07F x 2

Partie B :

On consideére la fonction f définie sur I = [0,+o0] par :

f(0)=1et Vo €]0,4+00[ ; f(x)=

-
1

%
Et soit (%) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; i >

1- a) Montrer que f est continue & droite en 0

fl@)=1 1-2z—e2 1-z—e"
- 2 - 2

b) Vérifier que : (Vx> 0);

€T x x

3
¢) En déduire que f est dérivable a droite en 0 et que la nombre dérivé a droite en 0 est ——

—2z
2 - a) Montrer que : (Vz >0); f'(z) = < 2x+1—-e€"(142))
x

2
b) Montrer que : (Vo >0); f'(x) < —e~2*  (On pourra utiliser : 1 +z < e?)

¢) En déduire le sens de variations de f sur I
—2x
3
22
a) Montrer que : (Vx >0); 1+$+? <er

3 - On admet que : (Vz >0); f"(z)= ¢ (—4a? — 4z — 2+ €*(2+ 22 + 2?))

b) En déduire que : (Vo >0); f"(z) >0

3

4 - On admet que : lim f'(z)=—=
z—0t 2

. / _
a) Montrer zll)r—ll:loof (x)=0

b) En déduire que : (Vz € I); |f/(x)| <

N W

5- a) Calculer liril f(z) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
T—r+00

=5

) Dresser le tableau de variations de f

<]

) Déterminer la position relative de la courbe (%) par rapport a sa demi-tangente au point 7°(0,1)

- =
d) Représenter graphiquement la courbe (%) dans un repére (O; 137 )

Partie C :

1- Pour tout z de [0,1], on pose , g(z) = f(z) — =
a) Montrer que g est une bijection de [0,1] vers un intervalle J que ’on déterminera.

b) Montrer qu'’il existe un unique réel a € ]0,1[ tel que f(a) =«

2 - Pour tout entier naturel non nul n et pour tout entier k € {0,1,...,n}, on considére les nombres réels
ko Thk+1 Th+1
T, = — et on pose , I}, :/ f(®)dt et Jy :/ f(xy)dt
n Tl Tk
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3 [Tk+1
0.5 pt a) Montrer que : Vk € {0,1,...,n}; |Jk7Ik\§§/ ft—xp)dt
T
P 3 fa\2
0.5 pt b) En déduire que : Vk € {0,1,...,n}; |Jp — 1| < 1 (—)
n
«
3 - On pose : L:/ ft)dt
0
k=n—1
k 3a?
0.5 pt a) Montrer que pour tout n € IN* : ¢ Z f <a> - L < o
n n 4n
k=0
— k
0.5 pt b) En déduire que : lim, 400 @ 2;871 f (a) = [ f()dt
n n
Exercice 2 : (3.5 pts)
Soit m € C\{—1,0,1}
Partie I : On considére dans C 1’équation (E,,) d’'inconnue 2. (Ep,) : mz? — (m—1)22 — (m—1)2 =0
0.25 pt 1- a) Montrer que le discriminant de ’équation (E,,) est A = (m? —1)?
0.5 pt b) Déterminer z; et 2z les deux solutions de 1’équation (Ey,)
2 - On prend uniquement dans cette question m = e avec 0 < 6 < 7. Ecrire z; et 23 sous forme exponentielle.
0.5 pt
— =
Partie IT : Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O, u , v ).
On considere les deux points A et B d’affixes respectifs m — 1 et % -1
0.5 pt 1 - Montrer que les points O, A et B sont alignés si et seulement si m € IR.
2 - On suppose que m n’est pas un nombre réel.
Soient C' I'image du piont B par la rotation de centre A et d’angle § et D I'image du point A par la
rotation de centre O et d’angle § et soient P(p), Q(q) et R(r) les milieux respectifs des segments [ACT,
[AD] et [OB].
a) Montrer que l'affixe du point C est : c=m — 1+ (% —m) '3 et que laffixe du point D est : d =
0.5 pt (m—1)e'3
0.5 pt b) Montrer que : 2(p—1) =m—1+ (L —m) (ei% - 1) et 2(q—7) = (m—1)e's — (L —m)
0.25 pt ¢) Montrer que : ¢—r =¢'3 (p—7)
0.5 pt d) Quelle est la nature du triangle PQR? (justifier votre réponse)

Exercice 3 : (3.5 points)

On rappelle que (M3(IR),+, X) est un anneau unitaire non commutatif et non intégre d’unité

1 00
I=10 1 0| (Laloi x étant la multiplication usuelle des matrices)
0 01
1 0 O
Pour tout réel @ on pose M(a)= | a+1 3 —1| etsoit G={M(a)/a € R}
2a+3 6 -2
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1- Soit ¢ 'application de R vers M3(IR) définie par : (Va € R); ¢(a) = M(a)

FIN

0.5 pt a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (R,+) vers (M3(RR), X)
0.5 pt b) Montrer que ¢(R) = G, en déduire que (G, x) est un groupe commutatif.
0.5 pt c) Déterminer J I’élément neutre dans (G, x)
0.5 pt d) Déterminer U'inverse de M (a) dans (G, x)
0.5 pt e) Résoudre dans (G, x) 'équation : M (1) x X = M(2)
0.25 pt 2 - a) Montrer que : (Va €R); M(a) x J=M(a)x I
0.5 pt b) En déduire que pour tout a € R, M (a) n’est pas inversible dans (M3(IR), x)
1 0 0
c) Vérifier que les matrices de la forme X = | 24+2 3 0| avec z € R, sont solutions dans (M3(IR), X)
3z+5 6 1
0.25 pt de Péquation : M (1) x X = M(2)
Exercice 4 : ( 3 points )
0.5 pt 1 - Montrer que 137 est un nombre premier.
0.5 pt 2 - Déterminer un couple (u,v) de Z? tel que : 38u + 136v = 2
3 - Soit z € Z tel que : 23 = 1[137]
0.5 pt a) Montrer que z et 137 sont premiers entre eux.
0.5 pt b) Montrer que : 236 = 1[137]
0.5 pt ¢) Montrer que : 2% = 1[137]
0.5 pt 4 - Résoudre dans Z I'équation (E): ' = 1[137]
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Liste des membres du groupe MTMgroup

PRENOM NowMm DIRECTION PEDAGOGIQUE g
El Mustapha Ait Youssef AZILAL D
JAOUAD BELKADI Taroudant m
Lahcen Lafdili Guercif H
HASSAN MEGDOUL Guelmim U
Bouazza LOUKILIA Khouribga =
NABIL KCHIRI SAFI m
MOUNDIR NICER RHAMNA m
MOHAMMED LAKHAL SIDI SLIMANE

MERIEM ELMKHENTER SAFI O
ISSAM KHALOUFI MEDIOUNA O
MOHAMED ABDESSAMAD AZOUGA Casablanca

OTMAN ELHADDAOUI KELAA DES SRAGHNA

BRAHIM AIT IBBOUH AZILAL

Khalid Zaou chtouka ait baha

CHARAF_EDDINE BOUHAFS sidi benour

YASSIR NOUIHAL MARRAKECH

Rachid AOUISSI TAOURIRT

ABDERRAHIM HADDER Casablanca

SAID MANSOURI MIDELT

Smail Abouhouda Casablanca

Rachid Abou Israe Sidi Kacem

ABDELKRIM-AMINE IDRISSI KENITRA

Ayoub sadki

HANANE CHAHAT TAZA

Abdellah El Aabbadi Agadir

ELALAMI ELAMRAOUI nom

GROUP
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PRENOM

SAID

El Mustapha
Abderrahim
Lahcen
HASSAN
ABDENNABI
JAOUAD
ZAKARIA
YASSIR
LAHCEN

ABDELKRIM-AMINE
AHMED
HANANE
MERIEM
ISSAM
YOUSSEF
SAID

Bouazza

NABIL
MOUNDIR
MOHAMMED
SAID
MOHAMED
MOHAMED ABDESSAMAD
OTMAN

ADIL

Hamza
BRAHIM

ayoub

Zakaria

Khalid
CHARAF EDDINE
Mohamed
Rachid
ABDERRAHIM
Mohamed

Smail

SAID
ABDELAALY
OULAID

Said

Ali

MOHAMED
Rachid

Mounir

Ayoub

Aziz

Abdellah
ELALAMI

Ait Youssef
Lamrani
Lafdili
MEGDOUL
ELKHALIFI
BELKADI
HAJHOUJI
NOUIHAL
ATTOUALI

IDRISSI
SAOURA
CHAHAT
ELMKHENTER
KHALOUFI
HADDOUZ
MENNOU
LOUKILIA
KCHIRI
NICER
LAKHAL
ABDELLAOUI
SOUHAIL
AZOUGA
ELHADDAOUI
BENNAJI

EL ANDALOUSSI
AIT IBBOUH
Laslami

Berki

Zaou
BOUHAFS
GAFSI
AOUISSI
HADDER
Ferjani
Abouhouda
MANSOURI
TADOUMMANT
EN-FEUR

Ait Ouahmane
ZAAOUAT
EDDEBDI
Abou Israe
ezahery

sadki

ouali

El Aabbadi
ELAMRAOUI

DIRECTION PEDAGOGIQUE
ERRACHIDIA
AZILAL
Tanger-Assilah
Guercif
Guelmim
Tanger Assilah
Taroudant
Casablanca
MARRAKECH
SIDI KACEM

KENITRA
ESSAOUIRA
TAZA

SAFI

MEDIOUNA
MARRAKECH
Casablanca
Khouribga

SAFI

RHAMNA

SIDI SLIMANE
TANGER-ASSILAH
Casablanca
Casablanca
KELAA DES SRAGHNA
AGADIR
TANGER-ASILAH
AZILAL
Casablanca

El Hajeb

chtouka ait baha
sidi benour

A

N
o
=)
£
=
@)
<
-
&)
o

TAOURIRT
Casablanca
El youssoufia
Casablanca
MIDELT
TATA
MIDELT
Marrakech

TANGER
Sidi Kacem
Berrechid

marakech
Agadir
nom
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Baccalauréat Sciences Mathématiques A & B

EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Session : NORMAL 2023

DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

v L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;

v' Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter;

COMPOSANTES DU SUJET

3

-,

R
0.0
R
0’0

R
L4

< Exercice 1 :
Exercice 2 :
Exercice 3 :
Exercice 4 :
Exercice 5 :

Ce sujet comporte 5 exercices :

Probleme d’analyse ................ ... ... ... 7.75 points
Probléme d’analyse .............. .. .. . i 2.25 points
Nombres complexes ..., 3.5 points
Arithmétiques ...... ... ... 3 points
Structures algébriques ................ ... .. 3.5 points

& On désigne par % le conjugué du nombre complexe z
& In désigne la fonction logarithme népérien
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0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.25 pt

0.25 pt

0.5 pt

0.75 pt

0.5 pt

0.25 pt

0.25 pt

0.75 pt

1 Session : NORMAL 2023
Partie 1

1 - a) Montrer que : Vt € [O,+w{;ﬁg%ﬂ§%(1+ﬁ)

b) En déduire que : Vz € {0, +00 {; 224% <In(l+z) <3 (x +2x)

2 - Soit g la fonction numérique de la variable réelle = définie sur |0, +oo[ par :

In(1+ z)

9(z) = —

. -1 _ —
Montrer que : limg_s0 % = 71

>0

Partie 11

Soit f la fonction numérique de la variable réelle = définie sur [0, +oo[ par :

f(0) =1 et Vz €]0, 400 [; f(z) = g(x)e™™

- -

On note (C') sa courbe représentative dans un repeére orthonormé (O, 1, 7)
1 - Calculer lim, 4 f(2) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.

2 - a) Montrer que f est continue a droite en 0

b) Vérifier que : Va €]0, +00 {; f)=1 _ <571*1) g(z) + (M)

T x T

c) En déduire que f est dérivable a droite en 0 et déterminer f7(0)

3 - Montrer que f est dérivable sur ]0, +oo[ puis que :

r—(1+2)%In(1+2) —

Vz €]0
x €0, 400 20+ 1)

S f(x) =

z—(14x)2 In(1+x)

z2(1+x) <0

4 - a) Montrer que : Vz €]0, 400 [; —% <
b) En déduire que : Vz €]0, 400 [; —3 < fl(z)<0
5 - a) Dresser le tableau de variations de f

b) Construire la courbe ( C' ) en faisant apparaitre la demi-tangente & droite au point

d’abscisse 0 . (On prendra ||i]| =2 cm )
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0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.25 pt

0.5 pt

0.25 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.25 pt

0.25 pt

0.5 pt

Partie 111

1 - Montrer que 'équation d’inconnue x : f(x) = 3z, admet une unique solution a dans |0, +-o00[

2 - Soient 3 € Rtet (uy), oy la suite numérique définie par :
1
up =B et Vn € Nyup 41 = gf (un)

a) Montrer que : Vn € Ny u, >0
b) Montrer que : Vn € N; |up1 — af < 3 |u, — qf
c) Montrer par récurrence que : Vn € N; [u, — af < 5=(8 — o
d) En déduire que la suite (u,),y converge vers a
2  Session: NORMAL 2023
On consideére la fonction numérique : x — e* et soit (I') sa courbe représentative dans un repere
orthonormé (O,;,j) Pour tout n € N* et pour tout k£ € {0;1;...;n}, on note M, le point de la
courbe (I') de coordonnées (%, e%)
1- a) Montrer que : Vk € {0;1;...;(n —1)}3cx 6}%,%[ tel que : e Tt —en = Leor
b) Montrer que : Vk € {0;1;...;(n —1)}; MM = 21+ €2
(M My désigne la distance de My & My, )
c) En déduire que : Vk € {0;1;...;(n —1)};  Ly1+ e < MMy < 21+ 2
2 - Soit (Sp),,cn+ la suite numérique définie par : Vn € N*; .S, = 22;01 My My,

a) Vérifier que : Vn € N*; %ZZ;& Viten <8, < IS V1+ en

b) En déduire que : limy,_,n Sy = [ V1 + e2%dx

3 Session : NORMAL 2023

On considére le nombre complexe : u = 1+ (2 — v/3)i

1 - a) Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes : 1 —i et 1 4 /3i

<17i>2(1£ﬁi> _ B

c) En déduire que : tan () =2 — /3

b) Montrer que :

d) Montrer que : u = (V6 — \/i)e%

2 - On considere les deux suites numériques (2,),,cn €t (Yn),en définics par :

Tn+l = Tn — (2 - \/g)yn

Yn+1 = (2 - \/g)xn + yn

xo=1,y90 =0 et (VYn € N);

MTM-Group ( MathsForBac ) 3/5 Option SM A & B




Examen du Baccalauréat Session : NORMAL 2023

0.5 pt

0.5 pt

0.25 pt

0.25 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.25 pt

0.25 pt

0.5 pt

0.5 pt

a) Montrer par récurrence que pour tout n € N, x,, + iy, = u"
b) En déduire que pour tout n € N: z, = % et y, = L}?)ﬂ
(cos 75) (cos 75
3 - Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O; e, €3) Pour tout entier
p p PP P
naturel n, on note A, le point d’affixe u"

a) Déterminer les entiers n pour lesquels les points O, Ag et A, sont alignés.

b) Montrer que pour tout entier n, le triangle OA, A, 1 est rectangle en A,
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Soit p un nombre premier impair. On considére dans Z 1’équation (E) : 22 = 2[p]
1- a) Montrer que : 2P~1 = 1[p]
b) En déduire que : 2f =1 [p] ou 27 =-1 [p
(On remarque que : (2% - 1) (2;%1 + 1) =2r-1 1)
2 - Soit « une solution de ’équation (E)
a) Montrer que p et x sont premiers entre eux.
b) En déduire que : 2" = 1[p] (On pourra utiliser le théoréme de Fermat)
c) Montrer que pour tout k € {1,2,...,p— 1}, p divise C]l;
(On rappelle que : (Vk € {1,2,...,p—1}) ij = Wik)! et que : kC’]f = pC;;__ll)

3 - a) En utilisant la formule de Moivre, montrer que :

(1+1i)P = 25 cos <pz> + 2% sin (PZ)

(i étant le nombre complexe tel que : i = —1)
‘ h=bot kek | xRt k(2k+1
b) On admet que : (1+4)P =37, % (=D)*CF+i>,_,* (=1)"C,
Montrer que : 2% cos (p%) €Z et 2% cos (p%) = 1[p] (on pourra utiliser la question3-)

4 - En déduire que si p = 5[8] alors I’équation (E) n’admet pas de solution dans Z

5 Session : NORMAL 2023

0 0
On rappelle que (Ms (RR),+,x) est un anneau non commutatif de zéro la matrice O =
0 0
1 0
et d’unité la matrice J = , et que (M3(R),+,.) est un espace vectoriel réel.
0 1
Tty Y
On considére 'ensemble E = ¢ M (z,y) = /(z,y) € R?
2y r-y
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0.25 pt
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Partie 1

1 - Montrer que F est un sous-groupe de (Ma(R),+)

2 - Montrer que E est un sous- espace vectoriel de (M3(R), +,.)

3 - a) Vérifier que : V (z,y,2',y") € Ry M(z,y) x M (2',y') = M (z2’ + 3yy', v/ + ya')
b) En déduire que (E,+,z) est un anneau commutatif et unitaire.

4 - a) Vérifier que : M(v/3,1) x M(—+/3,1) = O

b) En déduire que (E, +, X) n’est pas un corps.
Partie I1

Soient F:{x+y\/§/(m,y)€(@2}etG: M(z,y) = vy /(x,y) € Q?

2y vy
1 - Montrer que : V(z,y) € Q% x + yv/3 = 0 sietseulementsi (z = 0 et y = 0)

2 - Montrer que F' — {0} est un sous-groupe de (R*, x)

3 - Soit ¢ lapplication définie de F' — {0} vers E par :
V(a,y) € Q° = {(0,0)}; oz +yv3) = M(z,y)

a) Vérifier que : o(F —{0}) = G — {O}
b) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (F' — {0}, x) vers (E, x)
c) En déduire que (G — {O}, x) est un groupe commutatif.

4 - Montrer que (G, +, X) est un corps commutatif.

FIN
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Baccalauréat Sciences Mathématiques A & B

EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Session : RATTRAPAGE 2023

DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

v' L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;

v' Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter ;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte j exercices :

2 2 2
0.0 0" 0.0

7
0"

Exercice 1 : Probléme d’analyse ..................... ... .. ... ...,
Exercice 2 : Nombres complexes ..................................
Exercice 3 : Structures algébriques ............... ... ...
Exercice 4 : Arithmétique .......... ... ... . .. i

10 points
3.5 points
3.5 points

....... 3 points

& On désigne par % le conjugué du nombre complexe z
& In désigne la fonction logarithme népérien
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Partie 1

On considére la fonction f,, définie sur I = [0; +o0[ par :

fn(0) =0et (Vo €]0;+00]) ; fulx) =+/x(Inz)" ; avec n un entier naturel non nul

Et soit (C,) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0,7, )

0.5 pt 1- a) Vérifier que (z € ]0;4+00[) ; Vz(lnz)" = (2n)" (w?ln In (x2lrz)>n, et en déduire que f,, est
continue en 0
0.5 pt b) Calculer xEI—Poofn(m)
0.75 pt c) Vérifier que (Vx € ]0;+00]) ; fix = (2n)" {mi‘jjl)r , et en déduire que wli}rfoohfj),
puis interpréter graphiquement le résultat obtenu
0.5 pt d) Calculer, suivant la parité de n, £i£%frfv), puis interpréter graphiquement le résultat
2>0
obtenu )
0.75 pt 2 - a) Montrer que f,, est dérivable sur |0; +o00[ et que (Vz € ]0; +00|) f!(z) = 2\1/5 (Inz)"' (2n+ Inz)
0.25 pt b) Vérifier que (Vn > 2) ; f)(x) =0 si est seulement si (z =1 ou z = e~2")
1 pt c) Etudier, suivant la parité de n, le sens de variation de f,, et donner son tableau de
variations
0.25 pt d) Montrer que si n est impair, et n > 3, alors le point d’abscisse 1 est un point d’inflexion
de (Cp)
Partie 11
On considére la suite (up)n>1 définie par : (Vn € IN*); w, = f(B) avec B € |1;¢|
0.25 pt 1- a) Montrer que: (Vn e IN*) ; 0 < u, <+ /e
0.25 pt b) Montrer que la suite : (u,),>1 est décroissante
0.25 pt c) Déterminer nllg-loou"
0.5 pt 2 - a) Montrer que pour tout entier n non nul, il existe un unique réel x,, € |1;e[ tel que :
fa(zn) =1
MTM-Group ( MathsForBac ) 2/5 Option SM A & B
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0.75 pt b) Montrer que la suite (z,)nen+ ainsi définie est croissante, en en déduire qu’elle est
convergente
3- Onpose:l= lim x,
n—-+oo
0.5 pt a) Montrer que 1 <l <e
0.25 pt b) Mont lim (Inz,)" = —
.25 p ontrer que lim (Inz,)" = N
0.25 pt c) Montrer que sil < e, alors lim nln(lnz,) = —cc
n—-+00
0.25 pt d) En déduire la valeur de [
Partie III

1 2
On pose pour tout x € I ; F(z) = / <f1 (t)) dt

0.25 pt 1 - a) Montrer que la fonction F' est continue sur I
1 pt b) En utilisant une double intégration par partie, montrer que (Vx € |0;+oc[) ; F(z) =
2 2
T x 1
——In? —1 —(1—2?
5 n(av)—i—2 n(m)+4( x%)
0.5 pt 2 - a) Calculer lii%F(:n)
20
0.25 pt b) En déduire la valeur de F'(0)
0.5 pt c) Calculer, en ¢m?, le volume du solide engendré par la rotation d'un tour complet autour de
=
'axe des abscisses de la portion de la courbe (C;) relative a U'intervalle [0; 1] (H i H = lcm)

2  Session: RATTRAPAGE 2023

Partie 1

Aot

r+y

\/g(l_x}rz)

1 - Soit (z;y) € R% une solution du systéme (S). on pose : z = /T + i,/y

On considére dans R? le systéme suivant, (S)

On note d’abore que l'ensemble de définition du systéme (S) est : D = (Rt x R")\ {(0;0)}

1 12 4.
0.25 pt a) Montrer que z + — = — + —i
z ) 5
9 12 4. L1 .
0.75 pt b) Montrer que z* — = + 52 z+ 1 =0, et déduire les valeurs possibles de z
MTM-Group ( MathsForBac ) 3/5 Option SM A & B
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0.25 pt

0.5 pt

c¢) En déduire les valeurs du couple (z;y)

2 - Résoudre dans RZ le systéme (S)
Partie 1T

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, @, ¥)
Soit (U) le cercle de centre O te de rayon 1 et A(a); B(b) et C(c) trois points du cercle (U) deux a

deux distincts
_ 1
1- Montrer que: (Vz2€C) ; |z|=12=—
z

2 - a) La droite passant par A et parallele a (BC') coupe le cercle (U) au point P(p)

be
Montrer que p = —
a

b) La droite passant par A et perpendiculaire & (BC') coupe le cercle (U) au point Q(q)
Montrer que ¢ = —p

c) La droite passant par C' et parallele & (AB) coupe le cercle (U) au point R(r)
Montrer que les deux droites (PR) et (OB) sont perpendiculaires

3  Session: RATTRAPAGE 2023

a 0 O

E={M(abc)=|0 b —c|/(asbc) €R?

0 ¢ b
1 00
Rappel : (M3(RR);+; %) est un anneau unitaire et non commutatif d'unité : I =g 1 ¢
0 01

1 - Montrer que F est un sous-groupe de (M3(R); +)

2 - On munit 'ensemble R x C de la loi x tel que : V ((; 2); (2'; 2")) € (Rx C?) ; (z;2)*(2;2') =
(x+ 252+ 2)
On considére I’application ¢ définie de F vers R x C tel que : V(a; b;c) € R? ; o (M (a;b;c)) =
(a;b+ ci)

a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de (E;+) vers (R x C;x) et que p(E) =R x C
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b) En déduire que (R x C;*) est un groupe commutatif
3 - On munit R x C de la loi de composition interne 1" définie par :
V((2;2);(2'2")) € R x €)? 5 (232)T(2'12") = (vRe(?) + 2'Re(2); 22')
(Re(z) désigne la partie réelle du nombre complexe z)
a) Montrer que T est commutative
b) Vérifier que (0;1) est I’élément neutre de 7" dans R x C
c) Vérifier que Vo € R; (1;¢)T (z; —i) = (0;1) ; et en déduire que T est non associative dans
RxC
4 - Soit G ={(Im(z);z) /z € C} (Im(z) désigne la partie imaginaire du nombre complexe z)
a) Montrer que G est un sous-groupe de R x C;x)
b) Soit ¢ I'application définie de C* vers R x C par : Vz € C*;¢(z) = (Im(2); 2)
Montrer que ¢ est un endomorphisme de (C*; x) vers (R x C;T)
c) En déduire que (G\ {(0;0);T}) est un groupe commutatif
5 - Montrer que (G;*;T") est un corps commutatif
4 Session : RATTRAPAGE 2023 3 2
Soit p un nombre impair, on pose : S =1+p+p> +p3+... +pP !
Soit ¢ un nombre premier positif qui divise S
1 - a) Montrer que p et ¢ sont premiers entre eux
b) En déduire que : p?~! = 1[q]
c) Vérifier que : pP~! = (p — 1)S, et en déduire que : p? = 1[q]
2 - Supposant que p et ¢ — 1 sont premiers entre eux
a) Montrer que : p = 1[g] en utilisant le théoreme de Bézout
b) En déduire que S = 1[g]

3 - Montrer que : ¢ = 1[p]

FIN
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Baccalauréat Sciences Mathématiques A & B

EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Session : NORMAL 2024

DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

v L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;

v' Le candidat peut traiter les exercices de I'épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter ;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte 5 exercices :

R

« Exercice 4 : Structures algébriques
R

« Exercice 1 : Probléme d’analyse ..................................
« Exercice 2 : Probléme d’analyse ......................... ... ......
< Exercice 3 : Nombres complexes ............. ... ... ...

« Exercice 5 : Arithmétiques .......... .. .. .. ...l

7.5 points
2.5 points
3.5 points
3.5 points

....... 3 points

& On désigne par % le conjugué du nombre complexe z
& In désigne la fonction logarithme népérien
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Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle [1,4o00| par

In(x)
x2—1

f(1) = % et pour tout x 6} 1,400 {, flx) =

-

Soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthogonal (O, 1, 7).

0.5 pt 1 - Montrer que f est continue a droite en 1 .
0.5 pt 2 - Calculer lim, 4 f(z) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
1-— 1 —Vt+In(1 t
0.25 pt 3 - a) Soit ¥ €]1,+0c0[. En posant t = (z —1)2, vérifier que : (m +1;12(x) = Vit 1;( +Vh)
m [R—

1 —Vt+In(1+ V1) ~1
0.5 pt b) Montrer que (Vi €|0,40c0[,ona: —= < <

(On pourra utiliser le théoréme des accroissements finis sur 'intervalle [0;¢] )

1 -2+ In(z) 1

0.25 pt c¢) En déduire que : lim,_,;+ e =3
£(@) - 5
) — =
9 In(x) 1 In(z) —z+1
0.5 pt 4 - Mont vV 1 = —
p a) Montrer que : Vx €]1, 400 |, 1 $_1><2<m+1) 2 1)
0.5 pt b) En déduire que f est dérivable a droite en 1 puis interpréter graphiquement le résultat
obtenu.
L2 =1 L2 —1
5 - Pour tout = € [1,+o00[, on pose I(z) = [] Tdt et  J(z)=J[] Tdt
0.5 pt a) Montrer que : Vz € [1,+o00[, 0<I(x) < J(x)
2 -1 (x—1)2
0.5 pt b) Montrer que pour tout x € [1,4+o00[, on a: I(z) = In(z) — 5,2 et J(x)=
x x
-2 I(x)
0.5 pt Mont : Vo €]1, . fl(x) = X
p ¢) Montrer que : Vz €]1, +00 { f(x) CESERNIE)
1
0.5 pt d) En déduire que : Vz €]1, +00 [, —5 < f(x) <0
0.25 pt 6 - a) Dresser le tableau de variations de la fonction f.
0.5 pt b) Tracer la courbe (C). (On prendra ||i]| =1 cm et ||j]| =2 c¢m )
0.5 pt 7 - Montrer que ’équation f(x) = x — 1 admet une unique solution a dans |1, 2[.

8 - Soit (an),cy la suite numérique définie par : ag € [1, 400 [ et pour tout n € N, ap11 =1+ f(an)

1
0.5 pt a) Montrer que : Vn € N, |ap41 —al < 3 lan — a
1 n
0.5 pt b) Montrer par récurrence que : Vn € N, |a, —a| < <2> lag — al
0.25 pt c) En déduire que la suite (an), oy est convergente.
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Soit F' la fonction numérique définie sur I'intervalle [0; 1] par : F'(z) = [ e’ dt

0.5 pt 1 - a) Montrer que F est continue et strictement croissante sur [0; 1].
0.5 pt b) En déduire que F est une bijection de [0; 1] vers [0; 8] avec f = fol e’ dt.
2 - On note F~! la bijection réciproque de F.
Pour tout n € N*, on pose : S, = %22:1 F1 <1]zﬁ)
0.5 pt a) Montrer que la suite (Sy,),cy- est convergente de limite £ = ;foﬁ F~Y(t)dt.
0.5 pt b) Montrer que ¢ = ;fol ue™ du
(On pourra effectuer le changement de variable u = F~1(t) )
0.5 pt c) En déduire que 4 = 62_51
3 Session : NORMAL 2024
Le plan complexe est rapporté a un repeére orthonormé direct (O, w, ). On considére dans C
’équation d’inconnue z : (E,): 22 —2iz+a=0 ou acC
Partie 1
0.25 pt 1 - a) Montrer que le discriminant de I’équation (E,) est A = —4(1 + «).
0.25 pt b) Déterminer ’ensemble des valeurs o pour lesquelles I'équation (E,) admet dans I'ensemble
C deux solutions distinctes.
0.5 pt 2 - On note 21 et 22 les deux solutions de 'équation (E,,)
Déterminer z; + zo et z122.
Partie II
Soient 2, M et M5 les points d’affixes respectivement «;, z1 et zo.
1 - On suppose que a = m? — 2m avec m € R.
0.5 pt a) Déterminer z; et zy en fonction de m.
0.25 pt b) En déduire que les points O, M; et My sont alignés.
2 - On suppose que les points O, M1 et My ne sont pas alignés.
0.25 pt a) Montrer que % est un imaginaire pur si et seulement si Re (2122) = 0.
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0.25 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

1 pt

0.5 pt

0.5 pt

1 pt

b) Montrer que : |21 — z|> = |21 + 22> — 4Re (2172)
c) En déduire que L est un imaginaire pur si et seulement si |21 — 22| = 2.
22

3 - a) Montrer que :(z; — z)* = A

b) Déterminer I'ensemble I' des points 2 pour que le triangle O M; M, soit rectangle en O.

4 Session : NORMAL 2024

On rappelle que (M2(R), +, X) est un anneau unitaire non commutatif dont le zéro est la matrice

00 1 0
0= et 'unité est la matrice I =

0 0 01

On considere dans C x C* la loi de composition interne T définie par :
Y((a,b), (¢,d)) € (C x C)?;  (a,b)T(c,d) = (ad + ¢, bd)
( d étant le conjugué du nombre complexe d ).
1 - a) Vérifier que (¢,2)T(1,4) = (2, 2¢), puis calculer (1,7)7(z, 2).
b) En déduire que la loi T' n’est pas commutative dans C x C*.

2 - Montrer que la loi T est associative dans C x C*.

3 - Vérifier que (0, 1) est I’élément neutre pour 7' dans C x C*.

1
4 - a) Vérifier que Y(a,b) € C x C*, (a,b)T <_(Bl’ b) =(0,1).

b) Montrer que (C x C*,T ) est un groupe non commutatif.
5 - a) Montrer que R x R* est stable par la loi de composition interne 7.

b) Montrer que R x R* est un sous-groupe du groupe (C x C*,T).

5 Session : NORMAL 2024 37

Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts et 7 un entier naturel premier avec p et avec q.
1 - a) Montrer que p divise 77~1 — 1 et que ¢ divise r7~! — 1.
b) En déduire que p et ¢ divisent p=Dle=1) _ 1,
c) Montrer que pq divise rP=D@=1) _ 1,

2 - Résoudre dans Z 'équation 202492z = 3(mod221). (On donne : 221 = 13 x 17).

FIN
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EPREUVE DE MATHEMATIQUES
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DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

v L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;

v' Le candidat peut traiter les exercices de I'épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter ;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte 5 exercices :

R

« Exercice 4 : Structures algébriques
R

% Exercice 1 : Analyse ...
% Exercice 2: Analyse ............. i
< Exercice 3 : Nombres complexes ............. ... ... ...

< Exercice 5 : Arithmétique ........... .. ... ... .

6.5 points
3.5 points
3.5 points
3.5 points

....... 3 points

& On désigne par % le conjugué du nombre complexe z
& In désigne la fonction logarithme népérien
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0.75 pt
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0.5 pt

0.25 pt

0.5 pt

0.25 pt

0.25 pt

0.5 pt

0.25 pt
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0.5 pt

0.25 pt

0.5 pt
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Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2
On considére la fonction numérique f,, définie sur I = [0; +o00] par :
fn(0) =0et Vo € ]0;+00] ; folzr) =2 —2"Inx

Et on note (C,) sa courbe représentative dans un repére orthonormé

1 - a) Montrer que f, est continue & droite en 0

x
b) Montrer que lim f,(z) = —oc0 et lim fn(2) = —oo puis interpréter graphiquement le
x——+00 rx—+oco I

résultat obtenu
c) Montrer que f, est dérivable & droite en 0 et que son nombre dérivé a droite en 0 est égal
al
d) Montrer que f, est dérivable sur]0; +oo[ et que
Vo €]0;+00] ; fi(z)=1—2"! —nz"tlnz
e) Montrer que f,, est strictement croissante sur [0; 1] et strictement décroissante sur [1; +o0[
2 - a) Montrer que pour tout entier n > 2, on a Vo € [0;4+00[ ; fot1(z) < fo(z)
b) En déduire la position relative des deux courbe (Cy,) et (Cpy1)
3 - a) Montrer que pour tout entier n > 2, il existe un unique réel oy, € ]1;2[ tel que : f,(ay,) =0
(On prendra In2 ~ 0.7)
b) Vérifier que (Yn >2) ap 1Ina, 1 =1
¢) En déduire que pour tout n > 2 | fr(ant1) = ant1 — 1
d) Montrer que la suite (o, )n>2 ainsi définie est strictement décroissante

e) En déduire que la suite (ay)n>2 est convergente

4 - Onposel= lim a,
n—-+0o00

a) Montrer que 1 <1 <2

~ In(In(an))
In(ay,)

In(In(a,
c) On suppose que [ > 1. Calculer lim M
n—+00 ln(an)

b) Montrer que pour tout n >2 |, n—1=
en fonction de [

d) En déduire que la valeur de la limite [
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0.25 pt

0.5 pt

0.25 pt

0.5 pt

0.25 pt

0.25 pt

0.25 pt

0.25 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.25 pt

0.5 pt

0.5 pt

2  Session: RATTRAPAGE 2024

1
1 - a) Calculer 'intégrale / dz
) 8 0o 1+ 22
k=n n
b) Pour tout entier n > 1 ; on pose u,, = —
) = p n kZ::l n2 + k2

Montrer que la suite (uy)n>1 est convergente puis déterminer sa limite

1 1
2 - Montrer que /0 mdw S 1

3 - a) Montrer que (Vx € [0;1]) ; 0<e*—1<ex

b) En déduire que (Vz € [0;1]) ; 0<e®*—1—2 < 2

\)

k=n
4 - Pour tout n > 1, on pose wy, = Z (en2+k2 — 1)
k=1

k=n 2
e n
a) Montrer que : pour tout entier n > 1 ; 0 < w, —u, < 3 E (n2 n k2>
k=1

b) Montrer que la fonction : @ — (1 + 2?)~2 est strictement décroissante sur [0; 1]

c) En déduire que pour tout entier n > 1 et pour tout entier k € {1,2,...... ,n}, on a

L (Y
<1+ <> ) s/ (1+2?)2dx
n n k=1
5 - a) Montrer que pour tout entier n > 1, on a 0 < wy, — u, < <

— 2n

b) En déduire que la suite (wy)n>1 est convergente et déterminer sa limite
3  Session: RATTRAPAGE 2024

Soit m € C*
Partie 1

On considére dans C 1’équation d’inconnue z ; (E): 22— (2+i)mz +m?(1+14) =0
1 - a) Vérifier que le descriminant de 1’équation (E) est A = (im)?
b) Résoudre dans C 'équation (E)

2 - Soient z; et 22 les deux solutions de (E)

Mettre sous la forme exponentielle 2129 dans le cas ot m = re?? (r € R% | 6 € R)

Partie 11

MTM-Group ( MathsForBac ) 3/5 Option SM A & B
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Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, ; , e? )

On pose z1 =m et 20 = m(1 +1)

Soit M le point d’affixe z1 et My le point d’affixe 2z et M3(z3) 'image du point O par la rotation
de centre My et d’angle ( — g) et My(z4) 'image du point M; par 'homothétie de centre O et de
rapport k <k: € R* — {1})

1 - Calculer z3 en fonction de m et z4 en fonction de m et k

24 — 22 R3 — 21
X

2 - Donner la forme algebrique de
Z4 — 21 Z3 — 29

3 - En déduire que les points M7, Mo, M3 et M, sont cocycliques si et seulement si k = —2

4  Session: RATTRAPAGE 2024

On munit 'ensemble C des nombres complexes de la loi de composition interne * définie par :

V(z, 2 y,y) € R* 5 (z+iy) * (' +iy') = (wy +9°2") + iyy’
Partie 1

1- a) Vérifier que 1%2i =2
b) Montrer que la loi de composition interne % n’est pas commutative
2 - Montrer que la loi * est associative
3 - a) Vérifier que : 1% (14 2i) =2
b) En déduire que : (C,*) n’est pas un groupe
4 - Soit E le sous-ensemble de C défini par E = {1: +yi/x € Rety € R*}
a) Montrer que E est stable dans (C, %)

b) Montrer que (F,*) est un groupe non commutatif

Partie 11

On considere les sous-ensembles de E définies par F' = {yi Jy € IR*} et G = {:U +i/x € R}
1 - Montrer que F' est un sous-groupe de (E, x)
2 - On considére 'application ¢ définie de R vers C par : (Vz € R); p(z) =z +1

a) Montrer que p(R) =G

MTM-Group ( MathsForBac ) 4/5 Option SM A & B
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b) Montrer que ¢ est un endomorphisme de (R, +) vares (C, )

c¢) En déduire que (G, *) est un groupe commutatif

5 Session : RATTRAPAGE 2024 37

1 - En utilisant 'algorithme d’Euclide, déterminer l'entier u € {1,2,...... ,22}

tel que 10u = 1[23]

2 - Soient m un entier naturel et q et r, respectivement, le quotient et le reste de la dicision

euclidienne de m par 10

a) Montrer que m = 10(q + ur)[23]

b) Montrer que : 23 divise m < 23 divise (¢ + ur)

x = 1[23]
3 - On considere dans IN le systeme (.5) :
x = 2[10]

a) Montrer que si z est une solution du systéme (.S) alors il existe ¢ € IN tel que z = 10g + 2
et 23 divise (¢ + 7)

b) Résoudre dans IN le systéme (.5)

FIN
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Liste des membres du groupe MTMgroup

PRENOM DIRECTION PEDAGOGIQUE g
El Mustapha Ait Youssef AZILAL D
JAOUAD BELKADI Taroudant m
Lahcen Lafdili Guercif H
HASSAN MEGDOUL Guelmim O
Bouazza LOUKILIA Khouribga =
NABIL KCHIRI SAFI ﬁ
MOUNDIR NICER RHAMNA m
MOHAMMED LAKHAL SIDI SLIMANE

MERIEM ELMKHENTER SAFI O
ISSAM KHALOUFI MEDIOUNA &)
MOHAMED ABDESSAMAD AZOUGA Casablanca

OTMAN ELHADDAOUI KELAA DES SRAGHNA

BRAHIM AIT IBBOUH AZILAL

Khalid Zaou chtouka ait baha

CHARAF EDDINE BOUHAFS sidi benour

YASSIR NOUIHAL MARRAKECH

Rachid AQUISSI TAOURIRT

ABDERRAHIM HADDER Casablanca

SAID MANSOURI MIDELT

Smail Abouhouda Casablanca

Rachid Abou Israe Sidi Kacem

ABDELKRIM-AMINE IDRISSI KENITRA

Ayoub sadki

HANANE CHAHAT TAZA

Abdellah El Aabbadi Agadir

ELALAMI ELAMRAOUI nom

GROUP
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Liste des membres du groupe MTMgroup

PRENOM
SAID

El Mustapha
Abderrahim
Lahcen
HASSAN
ABDENNABI
JAOUAD
ZAKARIA
YASSIR
LAHCEN

ABDELKRIM-AMINE
AHMED
HANANE
MERIEM
ISSAM
YOUSSEF
SAID

Bouazza

NABIL
MOUNDIR
MOHAMMED
SAID
MOHAMED
MOHAMED ABDESSAMAD
OTMAN

ADIL

Hamza
BRAHIM

ayoub

Zakaria

Khalid
CHARAF_ EDDINE
Mohamed
Rachid
ABDERRAHIM
Mohamed

Smail

SAID
ABDELAALY
OULAID

Said

Ali

MOHAMED
Rachid

Mounir

Ayoub

Aziz

Abdellah
ELALAMI

Nowm
EL-FATMI
Ait Youssef
Lamrani
Lafdili
MEGDOUL
ELKHALIFI
BELKADI
HAJHOUJI
NOUIHAL
ATTOUALI

IDRISSI
SAOURA
CHAHAT
ELMKHENTER
KHALOUFI
HADDOUZ
MENNOU
LOUKILIA
KCHIRI
NICER
LAKHAL
ABDELLAOUI
SOUHAIL
AZOUGA
ELHADDAOUI
BENNAJI

EL ANDALOUSSI
AIT IBBOUH
Laslami

Berki

Zaou
BOUHAFS
GAFSI
AOUISSI
HADDER
Ferjani
Abouhouda
MANSOURI
TADOUMMANT
EN-FEUR

Ait Ouahmane
ZAAOUAT
EDDEBDI
Abou Israe
ezahery

sadki

ouali

El Aabbadi
ELAMRAOUI

DIRECTION PEDAGOGIQUE
ERRACHIDIA
AZILAL
Tanger-Assilah
Guercif
Guelmim
Tanger Assilah
Taroudant
Casablanca
MARRAKECH
SIDI KACEM

KENITRA
ESSAOUIRA
TAZA

SAFI

MEDIOUNA
MARRAKECH
Casablanca
Khouribga

SAFI

RHAMNA

SIDI SLIMANE
TANGER-ASSILAH
Casablanca
Casablanca
KELAA DES SRAGHNA
AGADIR
TANGER-ASILAH
AZILAL
Casablanca

El Hajeb

chtouka ait baha
sidi benour

TAOURIRT
Casablanca
El youssoufia
Casablanca
MIDELT
TATA
MIDELT
Marrakech

TANGER
Sidi Kacem
Berrechid

marakech
Agadir
nom

MTM-groupe Maroc

M

M

GROUP
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CONSIGNES :

- La durée de I’épreuve est de 4 heures.
- L’épreuve comporte quatre exercices indépendants.

- Les exercices peuvent étre traités selon I’ordre choisi par le candidat.

- ’EXERCICETL se rapporte a I’analyse

- L’EXERCICE2 se rapporte aux nombres complexes..........(3.5 pts)
- L’EXERCICES se rapporte a ’arithmétique ...................

- L’EXERCICE4 se rapporte aux structures algébriques......(3.5 pts)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé

L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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EXERCICEI1 : (10 points)

X

e
2
e’ +e

et soit (F) sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O;?,})

On considére la fonction numérique f définie sur R par: f (x) =

Partie I :

0.25 1- a) Montrer que: (VxeR) ;  f(l1—x)= f(x)

0.25 b) Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

0.5 c) Calculer lim f(x) puis en déduire 11131 f(x)

0.5 d) Interpréter graphiquement les deux résultats obtenus.
1_ 2x—1

0.5 2-a) Montrer que: (VxeR) ;  f'(x)=f(x) | +62x_1

e

b) Donner les variations de f puis en déduire que :
(VxeR) 0< f(x)<=

0.5 3- Représenter graphiquement la courbe (F)

—

J

=2cm et —NO3O et

1
2/e I+e

(On prendra ”;” =lcm ,

~0.27)

0.5 4- a) Montrer que: foif(x)dx = fllf(x)dx

1
1 -
0.25 2dui =212
b) En déduire que fo f(x) dx 2f0 f(x)dx
5- a) En effectuant le changement de variables : t = e*, montrer que :
0.25 1 Ve dt
2 —
fo f(x)dx-fl 7o
1
5 1 s
. [ _ - _
0.5 b) Montrer que fo f(x)dx = \/E[arctan(\/g> 4]
0.25 ¢) En déduire I’aire, en cm”, du domaine plan délimité par (F) , les droites
' d’équations respectives : x=0, x=1 et y=0
Partie II :
On considére la suite (u,) . définie par : u, € (0; ; et (VneN) ; u,., =
1- En utilisant le résultat de la question 1.2-a), montrer que :
05 (xeR); |/ (x)< /(%)

Vx €

0.5 2- a) Montrer que : 0;%1] ; 0< f’(x)<%

/(u,)
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b) Montrer que la fonction g: x— g(x)= f(x)—x est strictement décroissante sur R

c¢) En déduire qu’il existe un unique réel a €

O;l
2

telque: f(a)=a
3- a) Montrer que : (Vn€N) ; 0<un<%

b) Montrer que : (Ve N) ; |u

—a‘gl un—a|
2

n+l1
u, — a‘ < [%]

n+l

¢) Montrer par récurrence que : (Vn S N) ;

d) En déduire que la suite (u,) _ converge vers
Partie 111 :

On considére la suite numérique (S,) - définie par :

n<n+1> k=1 e;+en
. 1 Sk (k
1-a) Vérifi c(VneN ;S = —fl—
a) Vérifier que (n ) ; n_sz;nf[ ]

1
1 -
. _ 2
b) Montrer que : fo xf(x)dx = fo f(x)dx
(On pourra effectuer le changement de variables : t =1—x)

2- Montrer que la suite (S,) _ est convergente et déterminer sa limite.

neN

EXERCICE2 : (3.5 points)

Soit a €[0;27]
On considére dans I’ensemble des nombres complexes C 1’équation (E, ) d’inconnue z:
(E,)) : z2=2%""(142i)z+i2°"e?* =0

«

Partie I :
1- a) Vérifier que le discriminant de 1’équation (£, ) est: A = (2‘* e (1— 21’))2

b) En déduire les deux solutions a et b de I’équation (E,) avec |a| <|b|

-~ b . .
2- Vérifier que — est un imaginaire pur.
a
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Partie 11 :

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O;;t,;) .

On note par M (z) le point d’affixe le nombre complexe z

a a

On pose 2:)\1' avec )\:Im[é

1- On considere les points A(a) , B(b) et H(h) avec %: 1 +%
a

a) Montrer que : = —[ A ]i puis en déduire que les droites (OH )et(AB) sont

b—a N+
perpendiculaires.
h— . : . :
b) Montrer que : 5 q_ Nl puis en déduire que les points H, 4 et B sont alignés.
—a

2- Soient /(m) le milieu du segment [OH| et J (n) le milieu du segment |HB|

a) Montrer que : =—\i

m—a
b) En déduire que les droites (O.J )et(AI) sont perpendiculaires et que OJ = |\| 41

c¢) Soit K le point d’intersection des droites (OJ) et (AI)
Montrer que les points K,I,H etJ sont cocycliques.

d) Montrer que les droites (ZJ)et(OA) sont perpendiculaires.

EXERCICES3 : (3 points)

Soient p un nombre premier impair et @ un entier premier avec p

p—1 p—1

1- Montrer que a 2 =1 [p] ou a? =-1 [p]
2- On considére dans Z I’équation : ax’ =1 [p]. Soit x, une solution de cette équation.

a) Montrer que : x,” ' =1 [ p]

p—1

b) En déduire que : @ 2 =1 [p]

3- Soit 7 un entier naturel non nul.

p—1

a) Montrer que si p divise 2*""' —1 alors 2 2 =1 [p]
b) En déduire que I’équation (E) : 1lx+ (22”+1 — 1) y =1 admet au moins

une solution dans Z*
4- On considere dans Z 1’équation (F) X 4+5x+2=0 [1 1]

a) Montrer que : (F) & 2(2x+5)2 =1 [1 1]

b) En déduire que I’équation (F) n’admet pas de solution dans 7Z
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EXERCICE4 : (3.5 points)

On rappelle que (M 3 (R), +,><) est un anneau unitaire et non commutatif de zéro la

0 00 1 00
matrice O=|0 0 0] etd’unité la matrice / ={0 1 0}, et que <M3(]R),+, ) est
0 0 O 0 0 1

un espace vectoriel réel.

-1 -1 0
Soient la matrice A=|—1 —1 0 |etl’ensemble £ ={M(x)=1+x4/x€R}
-1 1 =2

1- a) Vérifier que : 4° =—24
b) En déduire que : V(x,y) ER* ; M(x)xM(y) =M (x+ y—2xy)
0 0O

x{0 0 0
0 0 1

2- a) Calculer M

b) En déduire que la matrice M |— |n'est pas inversible dans (M 3 (R),x)

3- Montrer que : E — {M {%]} est stable pour la multiplication dans M, (R)

. ) ) 1 1 —1 1
on pourra utiliser I’'identité : |x ——||y——|=—|x+y—2xy ——
(onp [ 2][y 2] 5 [ y—2xy 2])

4- Montrer que : [E — {M [%]},x] est un groupe commutatif.
5- On munit E de la loi de composition interne 7" définie par :
1
V(x,y) ER?; M(x)TM(y):M[ery—E]

l1—x
2
a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de(R,+) vers (E,T) et que ¢(R)=E

et on considere ’application ¢ définiede R vers E par: VxR ; o(x)=M [

b) En déduire que (£,T)est un groupe commutatif.

6- Montrer que (E,T,X) estun corps commutatif.

FIN
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EXERCICE1 B . X
(10 points) Eléments de réponses Bareme
1- | a) Démonstration de : (‘v’x € R) ; f(l —x) = f(x) 0.25
b) | Interprétation graphique du résultat obtenu. 0.25
¢) |Calculde lim f(x) puis déduction de lim f (x) 0.25x2
d) | Interprétation des deux résultats obtenus. 0.25x2
2_ a 1 _ p2x-l
) Démonstration de : (‘v’x € ]R) ; f’(x) = f(x) " +e2H 0.5
e
b) .y 0.5
Variations de f .
Déductionde : (VxeR) 0< f(x)<= 0.5
'qg 3- Représentation graphique de la courbe (T') 0.5
ol
4- |a) , : e tia. 3 !
Démonstration de 1’égalité : j;zf(x)dx = f; £ (x)dx 0.5
®) | Déduction de Iégalité [ rx)ax=2 " 1 (x)d 0.25
g -], =2/, .
5- |a) , . e e 5 o dt
Démonstration de 1’égalité : j; f (x)dx = j; 7o 0.25
b) Démonstration de I’égalité : f : f (x)dx = L[arctan (\/E ) — E] 0.5
0 \/Z 4 )
1 1
2 ( L7 (x) dx)x2cm2 — ( I f(x)dx)x2cm2 0.25
1- Démonstration de : (Vx €R) ; /(%) < £ (x) 0.5
a) Démonstration de : | Vx € O%] ; 0< f! (x)<% 0.5
2-
— b) | Démonstration de la stricte décroissance de la fonction g sur R 0.25
g c) | L’existence et I’unicité de « 0.5
<
A a) | Démonstration de : (Vn € N) ; O<u, < % 0.5
3 b) | Démonstrationde: (Vn€N) ; |u,, —o|< 1 u, — 0.5
c) | Démonstration par récurrence. 0.5
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d) | Déduction de la convergence de la suite (u,),. vers o 0.25
. a) | Vérification de I’égalité. 0.25
= | 1- , o !
-% b) | Démonstration de 1’égalité : fo x f(x)dx = j;zf(x)dx 0.5
A |y Convergence et détermination de la limite de la suite (Sn )neN* 0.25x2
EXERCICE2 . . X
(3.5 points) Eléments de réponses Baréme
— | 1- |a) Vérification de 1’égalité. 0.25
% b) Déduction des solutions de 1’équation (E,, ) 0.25x2
<
A | 2- Vérification. 0.25
Démonstration de I’égalité. 0.25
i 2) Déduction de la perpendicularité des droites (OH )et(AB) 0.25
— p) | Démonstrationde U'égalité. ] 0.25
E ) Déduction de I’alignement des points /H,A4 et B 0.25
E a) Démonstration de 1’égalité. 0.5
b) Déduction de (OJ) J_(AI) et OJ:‘)\‘AI 0.25x2
2- c) Cocyclicité des points K,I,H etJ 0.25
d) | Perpendicularité des droites (£J)et(OA) 0.25
EXER(}ICE?’ Eléments de réponses Bareme
(3 points)
1 p1
1- Démonstrationde : a > =1 [p] ou a? =-1 [p] 0.5
5 a) Démonstration de la congruence. 0.5
i b) Déduction. 0.25
3 a) Démonstration de 1’implication. 0.5
b) Déduction. 0.5
4. a) Démonstration de 1’équivalence. 0.25
b) Déduction. 0.5
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EXERCICE4 . . X
(3.5 points) Eléments de réponses Bareme
{ a) | Vérification. 0.25
i b) | Déduction. 0.25
| 0 00
5. a) M(Ej x|0 0 0|=0 0.25
0 0 1
b) | Déduction. 0.25
3- Démonstration de la stabilité de E — {M (%)} dans (M, (R),x) 0.25
1 .
4- [E —{M [Ej},xj est un groupe commutatif. 1
¢ est un homomorphisme de(R,+) vers (E,T) 0.25
N S S S A DRSS
5- ) p(R)=E 0.25
b) | Déduction. 0.25
6- (E,T,x) estun corps commutatif : 0.5
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CONSIGNES :

- La durée de I’épreuve est de 4 heures.
- L’épreuve comporte cinq exercices indépendants.

- Les exercices peuvent étre traités selon I’ordre choisi par le candidat.

- ’EXERCICETL se rapporte a ’analyse ........ccccceeveeenneee.. (7.75 pts)

......................... (2.25 pts)
- ’EXERCICES3 se rapporte aux nombres complexes..........(3.5 pts)

- ’EXERCICE?2 se rapporte a I’analyse

- ’EXERCICEA4 se rapporte a ’arithmétique ...................(3 pts)
- ’EXERCICES se rapporte aux structures algébriques......(3.5 pts)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé

L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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EXERCICEL1 : (7.75 points)
Partie I :
On considere la fonction f* définie sur I’intervalle / = [O;+oo[ par :

f(0)=0 et f(x):):zli); si x €040

Et soit (C ) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O, ?,})

1-a) Etudier la continuité de f a droite en0
b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 puis interpréter graphiquement le résultat
obtenu.

S ()

c¢) Calculer lim f(x)et lim —— puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
X—+00 X—+00 X

2- Soit ¢ la fonction définie sur ]0;—|— oo[par :cp(x) =x’+1+2Inx
a) Dresser le tableau de variations de ¢
b) Montrer que 1’équation go(x) = (0 admet une solution unique (§ appartenant a

I’intervalle (On donne In2 ~0.7 et In3~1.1)

1
2’3

2
¢) Montrer que : f(3) = —%
, . / xp(x)
3-a) Montrer que f est dérivable sur ]OH— oo[ et que Vx € ]O;+ oo[ , f (x) = W
X

b) Donner le tableau de variations de f

¢) Montrer que % est I’unique solution de I’équation f (x) :% sur ]5;+oo[
d) Montrer que la droite d’équation y = Bx —% est la tangente a la courbe (C ) au point
, : 1
d’abscisse —

4- Représenter graphiquement la courbe (C ) dans le repere (O, ?,})
(On admet que la courbe (C ) posséde deux points d'inflexion)
Partie II :

On pose J:}ﬁ;z[ eta:%

1

14+—

Soit g la fonction définie sur]OH—oo[ par :g(x) —Ve *©
1-a) Etudier les variations de g

b) Montrer que : (Vx€J) ; V3 < gx)<2

2 5
(On donne /3 ~1.73, e’ ~1.95 et ¢* ~1.87)

2-a) En utilisant le résultat de la question 1.3-c), montrer que : g(a) =«
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b) Montrer que : (VxGJ) ; ‘ ‘<3\/_
¢) En déduire que : (VxGJ) ; ‘g(x)—oz‘< ‘x a‘

3- On considére la suite(x, )neN définie par :

n+l

xoz% etpourtout neN | x :g(xn)

a) Montrer que : (Vn € N) ; x, €J

b) Montrer par récurrence que : (Vn eN ) ;

c¢) En déduire que la suite (x )

) nen converge vers o .

EXERCICE2? : (2.25 points)

On considére la suite numérique (u,),., définie par: (Van >2) u, = 12 In [5]

1- Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

a) Montrer que pour tout entier k € {1,2,...,71 —l}et pour tout réel x € K ; frl ,
non
ona: In K <In(x) §ln[k+1J
n n

k+1

b) En déduire que : VkE{l,Z,. 1} —ln[ ] fln(x)dx< In [k+1]

g

n

2- a) Montrer que : (Vn>2) ; Zln[ ]< f In(x)dx < — Zln
)
n
A
n

b) En déduire que : (Vn>2) ; u < fl In(x)dx <u, A
" n

c) Montrer que : (Vn>2) ; —1+l§un§—l+l—lln
n non

d) Déterminer lim u,

n—-+00

EXERCICES3 : (3.5 points)

Soit 6 €[0, 7|

Partie I :

On considére dans I’ensemble des nombres complexes C ’équation (£,) d’inconnue z

(E):22+(1—-i)e’'z—ie* =0
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. NETAY NFTAS
1- a) Verlﬁerque:(Eg)(:>(2z+(l—z)e ) :<(1+z)e )

b) En déduire les deux solutions z et z, de I’équation (£,) avec Im(z,) <0

2- a) Montrer que : &l _H_ = —tan[g]
Z, +1i 2

b) En déduire la forme exponentielle du nombre complexe : “%
z, +1i
Partie II :
Dans le plan complexe P muni d’un repere orthonormé direct (O,;,\_;) , on considére les

points 4, B, et C d’affixes respectives a=¢", b=(1+i)e" et c=b—a
Soient m un nombre réel de ]0;1[, R la rotation de centre O et d’angle %et le point QO

d’affixe ¢ =me"
1- a) Déterminer I’affixe p du point P 1’image du point Q par la rotation R
b) Vérifier que : R(4)=C
2- Soit H le point d’affixe 4 = —— ¢"
m—i
2
p—a_m +ll_ ot h—a 1

a) Montrer que :

h m p—a omi+1
b) En déduire que H est le projeté orthogonal du point O sur la droite (AP)
c) Montrer que : b=h = ii
g—h m

d) En déduire que les droites (QH ) et(HB) sont perpendiculaires.
e) Montrer que les points A4, O, H et B sont cocycliques.

EXERCICE/4 : (3 points)

On considere dans Z x Z I’équation  (E): y= %x —3 ou a,b,c et d sontdes

entiers naturels non nuls vérifiant : aNb=cANd =1

1- On suppose que 1I’équation (E ) admet une solution (xo, yo)

a) Montrer que : d divise bc
b) En déduire que : d divise b

2- On suppose que d divise b etonpose: b=nd ou n estun entier naturel non nul.
a) Montrer que qu’il existe (u,v) eNxN telque: dnu—av=1

b) En déduire que I’ensemble des solutions de 1’équation (E ) est

S:{(—vcn+bk ; —ucn~|—ak)/k€Z}
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3 2
X p—
2975 119
(On donne : 2975=119x25)

3- Résoudre dans Z x Z 1’équation (F ) oy =

EXERCICES : (3.5 points)
On rappelle que (M 3(R).+ ,x) est un anneau unitaire non commutatif de zéro la matrice

0 00 1 0 O
O=|0 0 O|etd’unitélamatrice /=0 1 0]|.
0 00 0 0 1

On munit ’ensemble £ = {x+ vi/ xel et ye Z} par la loi de composition interne *
définie par: V(x,y,x’,y’) e AR (x+yi)*(x"+y'i)= (x+(—l)y x’)+(y+ y')i
Partie I :
1- a) Vérifier que : (1—i)*(3+2i) =241

b) Montrer que la loi * n’est pas commutative dans £

2- Montrer que la loi * est associative dans £
3- Montrer que 0 est 1’élément neutre pour la loi * dans E

4- a) Vérifier que V(x,y)e Z° ; (x+ yi)*((—l)(y+1)x— yi) =0

b) Montrer que (E , *) est un groupe non commutatif.

Partie II :
Soient les deux ensembles ' = {x +2yi/xeletyc Z} et

1 x vy
G={Mx,y)=|0 1 0|/ x€ZetyeclZ
0 0 1

1- a) Montrer que F' est un sous-groupe de (E ,*)
b) Montrer que la loi * est commutative dans F
2- Soit ¢ ’application définie de F' vers M, (R) par:

V(x.y) €275 (x+2yi)=M(x,y)
a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (F *) Vers (M 3 (R),x)
b) Montrer que up(F ) =G

c) En déduire que (G,x) est un groupe commutatif.

FIN
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