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Préeface

Si la logique est L'hygiéne du mathématicien, ce n’est pas elle qui Lui fournit sa nourriture; le pain
quotidien dont il vit, ce sont Les grands problémes.
André Weil

ouvrage de référence couvre, en un seul volume, L'ensemble du programme de mathématiques de La
terminale sciences mathématiques option francais , peut éventuellement intéresser Les éléves des
classes préparatoires. IL est composé de dix chapitres et une partie problémes de synthése.

Sa présentation permet a L’éLéve de conforter ses acquis. IL a été concu pour aider Les étudiants
a bien réussir Leur baccalauréat . IL Leur sera utile pour bien se préparer , et Leur servira de
support durant toute l'année .

Ce Llivre présente des concepts de base des mathématiques, sous forme d’exercices et de
problémes a résoudre , contient des éléments fondamentaux de mathématiques pour que Lles
éléves puissent évaluer Leur capacité a résoudre un probléme et a controler La justesse de lLeurs
raisonnements.

Le présent ouvrage contient tous les sujets qui doivent étre abordés dans les cours de la
terminale sciences mathématiques et peut étre aussi considéré comme un point reliant Lles
difféerents études secondaires supérieures. J’ai marqué des sections dans La table des matiéres,
afin d’offrir a U’éléve ou a Ll'enseignant un choix de thémes appropriés.

Je voudrai conclure cette préface par des remerciements a Ll'attention de mes éléves et
étudiants par Leur questions et remarques pertinentes , a Ll'attention des professeurs Mohammed
El hadeg et Badr Tedghoui pour La relecture de cet ouvrage.

L’auteur
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1.1 Calcul de Limites rappel.

Exercice 1

Calculer les limites suivantes :

; 2vV/zT—z—1 ‘
O oy o (d) tim vz — V3 — /T
(b) im S G2 () Lim Yati/2ato/E s
(c) §@1(2+¢?2_12_$_3 () Lim Vata 2;:2\/5—3
Correction
(a)
. oT—z—1 _  —(VT-1)°
PNz ¥ —vEEFT | e 2@—1) (Vz+3+32+1)
(VT -1)? B
- :%LﬂQ(\/E+1>X<\/$+3+\/3$+1>—O
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CHAPITRE 1. CONTINUITE
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(b)

VT FI—z-—2 . <\/:13—|-1—1>2
Lim = lim-|—

z—0 T2 z—0 T

2
P 1 - m
= 20 <a;(\/m+1)>
. 1 S
= Jﬂ%‘((\/mﬂ)) =73

(c)

(2-|-\/5)\/2—:1:—3: Lim2m+*/2m_$2_

alr;'l—q]l T2 —1 T—1 2 —1
(vZ=z-2)+ (V2z—z2—1)
=M 72 —1
i 2vZ=s-2)  (V2m-2?-1)
z—1 2 —1 2 —1
—lim 2(1—1x) + 2x — 2 —1
=1 (22 —1)(V2—z+1) _1)<\/m_|_1>
— lm —2(z—1) (z —1)2
=l (z—1)(z+ 1) (V2—z+1) (x_1><a;+1)(m+1)

-2 (x—1) 1

T @t D(VZE+D) @i (Jam 1) | 2

(d)

LoT+a/2m+2E-3 _ 3+4/23+2E—9 1
e vz -1 s vz -1 \/a:+4x/2:c+2\/§+3
z—1+4(V2z+2vZT - 2) 1
= Lim X
201 VE—1 Jot 4oz tova+3

=Lim<m_1 + 422+ 2vT —4) )x L
=\VE -1 (vZ-1)(V2z+2v2+2))  \Jz+av2z+2vz+3




= Um (<ﬁ—1><ﬁ+1> 8(z+vZ —2) )
1 VT —1 vz —1) (V2z +2vZ +2)

1

X
Jr+4/2z+2v/Z 43

:Um<<ﬁ—1>wz+1>+ 8(vZ—1) (VZ+1) )
VT —1 (vZ-1) (V2 +2vZ+2)

Tz—1

1

X
Vo +4V2z + 2T +3
:Lim<ﬁ+1+ 8(vz+1) )x ! _8
Tl (\/2$+2\/5+2> Jr+4/2z+2v/z+3 3
(f)
2 2 3
Loz tamranE-3 ﬁ<\11+4\/5+m_%>
T—+00 VT —1 T—>+00 VT (1 _ %)
T
N e
Bt (e R
Exercice 2
(a) mlinf_F:z?—éa:—l—Q + \/5;1—1 (d) mu_rpoa:E (:E - %)
. 1+si . o T 4
(b) mgr—it]oo% (e) mgrl]oom ( oo :E)
. in = : 1 1
(c) :E'_%M (f) mi”S—m_n —
Correction

JAL1INNILNOD ‘T FH1IdVHD
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CHAPITRE 1. CONTINUITE

12

Lim
z—1+

: 1 1 _ 1 1
(a) $|i>I’T1'I+ T2—3x+2 + NS (z—1)(z—2) + VT—1

1 1
= Lim 1| =400
z—1+/T — 1 ((\/E+1)(a;—2) + ) +
: 1 : 1 _1
car Wi vd=s = oo et U, (v +1) =
(b) On sait que pour tout réel  on a : —1<sinxz <1, donc pour toutxz > 0 ,
14sinz . 2 2
0< NG Sﬁ,commemgTooﬁ_O.
Alors par le théoréme d’encadrement on a :
Lim 1+sinx —0
z—4o00 /T
(c)
0sio<<z<1
E(z) =
—1 si —1<z<0
donc :
sin (7 (z — E(x))) _ SnlT?) si0 <z < 1
T ) sin(m(z+1)) _ sin(mz)  _;
T__T Sl —1S$<O
d’ou
Lim sin(m(z— E(x))) — Um sin(mx) o
z—0t T z—0t x
et :
Lim S (m(x— E(x))) — Lim S () —
T—0— T z—0— T

(d) Partant de pour tout x réel non nul on a :

cz:—l—1<E<:z;—l>§:r:—1
T T T

en multipliant les membres de ces inégalités par x en distinguant Les cas x négatif



ou positif , on trouve :

(e)
lim z (/z2 z)=_Lim z -1
T——00 < Tl ) <\/$2—|—1—:1:>
= limz|———
T——00 <—sc\/1+%—:c>
= lim —  —=-1
T—>—00—/14+1-1 2
()
400 sim pair
: 1 1 . 1
le_m—n— ZnFl = le_w(a:— 1) = . . .
z—0 z—0 —00  sim impair
Exercice 3
(a) lim SPEE (b) Lim fen(rcoss)
T—7 anz z—0 %%
Correction

m

(a) Technique classique ,on fait un changement de variable en posant h = x — 7.

4

_cos(z) —sin(x) __cos(h+ 7) —sin(h+7)
Lim = Lim
z—Z 1 —tan(x) h—0 1 —tan(n—l—%)

2

avec :
cos(h+ %) = % (cos(h) — sin(h))

sin(h + T) = ¥2 (cos(h) + sin(h))

__ —2tan(h)
1—tan (h’ + %)) — 1—tan(h)

JAL1INNILNOD ‘T FH1IdVHD
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CHAPITRE 1. CONTINUITE

14

on aura .

Lim

cos(z) —sin(z) _ lm V2sin(h)

h—0 1 —tan(x)

|
h—0 2tan(h)
2sin(l'L)
— lim X
= A S (

h
V2

2

(1 —tan(h))

1 —tan(h))

Une autre facon de voir cette Limite juste remarquer que :

cos(x) — sin(x) _ cos(x) — sin(x)

1 —tan(x)
d’ou le résultat

(b)

tan
Lim (mcos(x))
z—0 x2

cos(x)—sin(x)
cos(x)

t —

Lim 2N (mwcos(x) — m)

z—0 x2
tan(mwcos(x) — m)

= cos(x)

m(cos(z) —1)

z—0 q(cos(z)—1)

T2

2
Attention!
ta
Lim 2@ G lim F(z) = 0
T—a f(g;) T—a
Exercice 4

s 1dz4x?+.. 4z l—n
im
(a) alc'—>1 z—1

Correction

(14z)(1422)....(14z™)—1

(b) Lim

z—0

T



(a)
Lim1+a:+a:2+...—|—a:n_1—n: Lim(:L‘—1)+($2—1)+...—|—($n_1—1)
z—1 r—1 z—1 r—1
i E-DO+O+ )+ (1 tz+27)  + (It +T"?))
z—1 z—1
=14+2+.... +(n—1)=w
(b)
Lim 14+z)(1+2?)..... 1+zr (142" —1
z—0 T
i@t (422 (4 ) -1+ A+2) (1427 (1+z )"
z—0 T
=i QDA+ A2 =) Ly (14 22) (1)) 5

z—0 T
— lm (1+z)(1+2z?)...(1+2"2)—1)

z—0 oy
+((1+2)(1+z?) ... (1+z"2)z"?+(L+z)(1+2z?)..(1+z" 1))z
=lmi+14+o)z+..+((Q+2)(1+2%)..1+3"72))z" >

+((14+z)(1+2?).. (142" 1))z =1

Exercice 5

n un entier naturel (n > 2) , on considére La fonction fn définie sur R—{—1,1}

par : "
(1—=z2)
VeeR—-—{—1,1}) ; ) =
(va € { b In () (1—2z)(1—2x2)....... (1 —zn)
i =2
1. Montrer que g%l_nglfn () = =
72
2.(a) Calculer Lim % dans les deux cas m pair et n impair.
z——1(1—2")

(b) En déduire Lim fp ().
T——1

JAL1INNILNOD ‘T FH1IdVHD



CHAPITRE 1. CONTINUITE

Correction

1. Montrons par récurrence que :

. 2n
(Vn>2) ; ona limfn(z) = il
Pourn =2 :
| | (1—=?)?
Fm (@) Z UM o S
-~ (1—12?)
= lim—m— =
T—1 (1 —:1;)
: 22

ce qui est vrai . Supposons que cette propriété est vraie jusqu'a l'ordre n et

motrons Lla pour n+ 1. IL faut juste remarquer que pour n > 2 on a :

(1—2?)
G-z
14+x
l1+zz4224+ ...+ 27

frnri(z) = fn(x) X

= fn(x) X

dou :

14+x
l1+zz4+224+ ...+ 27

;}—'_rplfn+l($) = :}:—Lrl"lfn(x)x
on 2

X
n! n+1
2?’L—|—1

(n+1)!

en conclusion :
27’2,

2. (a)



Pour n impair :

1—zx™
14+ 22+ (22)° 4+ ... + (z2)" o
D’ou :
im 1= _1_2
z5-11—g" p n
(b)
Pourmn > 2 :
_ (1—:1;2)"’
@) = Ao —29... -z D1 —z")
_ (1—=z)"" (1-22) (-2
= - (-—z9.. . (d-zr2) -z “Qd=2zn

ce qui nous permet de conclure que :

xgﬁhfﬁ(m)zzo

1.2 Continuité

Exercice 6

On considére La fonction f définie comme suit :

{ f(z) = 1=2 $§+2$_1 siz=0
__3
f(O)=-3
. 1+2z—1—x
(a) calculer g%'—rpo—ﬂ .

JAL1INNILNOD ‘T FH1IdVHD
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CHAPITRE 1. CONTINUITE
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(b) En déduire que f est continue en 0.

Correction
(a)
. V1i+2z—xz—1 . —1
Lim = Lim
Z—0 T2 z—=0/1+2x+x+1
1
= =5
(b)
l1—z)/14+2x—1
Limf(x) = Lim( ) i
z—0 z—0 T2
. Um\/l—l—Qm—:z: 14+2zx—1
T 20 2
V12— —1 Tz —x\/14+2x
= Lim +
z—0 x2 x2
. Lim\/1—|—2:1:—:z:—1+ -2
T 150 T2 14+V1+42z
1 3
5 S = 1(0)
donc f est continue en O.
Exercice 7
Soit f Lla fonction définie par :
(Vz €R*) ; f(z)= r
Jitz2—vIFz
La fonction f admet-elle un prolongement par continuité en 07 si oui Le déter-
miner .
Correction



Soit f Lla fonction définie par :

T
14+22—-—/1+zx

(VvzeRry) ; f(z)=

On a

Lim f(zx) = Lim r

z—0 T 20 /1+$2_\/m
z(Vi+2+VIi+T)
o :z%l—% T2 —z
. (Vi+e+vTFT)
o a%l—% z—1
= -2

donc la fonction f est prolongeable par continuité en O en une fonction f définie
par :

flz)=f(z) si z€RL et f(0)=—2.

Exercice 8

Soit f La fonction définie par :
(Vz €R*) ; f(z)= <1—E<5>)sm(m)
i 1
(a) Calculer imzE (3).

(b) En déduire que f posséde un prolongement par continuité en O a définir .

Correction

(a) Pour tout réel non nul on :

JAL1INNILNOD ‘T FH1IdVHD



CHAPITRE 1. CONTINUITE

20

et donc :

(b)

l—z<zE(3)<1 siz>0

1<zE(i)<1l—2z siz<O

LmzE <l> =1
z—0 o

a%i_rpof(a:) = Lim (1—E<%>>sinx

On peut donc définir un prolongement par continuité en O de f par La fonction g

définie comme suit :

On considére La fonction

Trouver les réels a,b et ¢ pour que la fonction h soit continue en 1.

Correction

z—0

= ym(=—=e(3))

= —1.

g(xz) = f(z)siz=z0

g(0) = -1

Exercice 9

h définie comme suit :

n(:n):% siz<1

h(l)=c
n(m)z% siz>1

sinT
T




n(a:)_m‘”l“’ siz<1

h(l)=c
n(x)z% siz>1

Pour que h soit continue en 1 il faut et il suffit que :

Lim n(:I;) = le  h(z) = h(1)

Tz—1t

—1
Lim n(:z:) — lim YT 2

z—1+ z—1+ T —1
(vE)’ -1
:c—>1+(\/_—|— 1) (VT —1)
— um 1+vZT+ (vT)°

z—1t 1+
3

= —=C

2

Regardons maintenant :

2
Lim A(z) = Lim rTFar+b

T—1— T—1— T2 —1

sil4+a-+b=0 cette Llimite sera infinie , donc h ne sera pas continue en 1 .donc pour

que h soit continue en 1 il est nécessaire que : b= —1 — a.

d’'ou dans ce cas :

z2+ax+b
Lim A(x) = Lim T t+az+b
T—1— T—1— 2 —1
2 — 1 —
—  Llim zc+ar—1—a
T—1— 2 —1
_ um @-D@E+1+0a)
T—1— 2 —1

— Um (zr+1+4+a) :a—|—2
T—1— T+1 2

JAL1INNILNOD ‘T FH1IdVHD



CHAPITRE 1. CONTINUITE
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Comme :
Lim n(x) = le  h(x)
z—1t

On aura :
a—+2 . §
2 2

et donc :
a=1 et par suite b = —2

Exercice 10

Soit f Lla fonction définie par :

(VzeR) ; f(z)=z+ E(x)

Etudier la continuité de f sur IR.

Correction
Soit k un entier relatif, pour x € |k,k+1[ on a : f(z) =+ k.
Donc f est continue sur |k, k + 1[ puisqu’elle est restriction de fonction polynémiale.

Etudions la continuité de f en k € Z.

le f(a;) =limz+ k =2k

T—kt

et

le  f(z) =limz+k—-1=2k—1

T—k—
donc f n’est pas continue en k.

En conclusion f est continue sur R\Z.

Exercice 11




On considére La fonction g définie sur IRj_ par :

(V:z: € IR*+> ; g(x) =xE <\/LE>

1.(a) Résoudre dans R* L'équation g(x) = 0 , en déduire Lim+g(:z:).
z—1
(b) Résoudre dans R* l'équation g(xz) = .
(c) La fonction g est-elle continue en 17

2. Soit kK un entier naturel (k > 2).

(a) Donner l’expression de g(x) pour T € ]% (/{:—11)2 [

(b) Etudier La continuité de g en k.

Correction
1.(a) .
g(x) = O<:><:E>Oeto:E<\/i5> =O>
1
1
< \/—56]0,1[
<< z€]1,4+00][.

Donc Lim g(z) =0.
T—=400

JAL1INNILNOD ‘T FH1IdVHD
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CHAPITRE 1. CONTINUITE

ii.

glz) = m@mE(%):m
<~ E<\/i§>=1 ( puisque £ > 0)
< %6[1,2[
= se]li]

iii. On a d’aprés i)
A, o) =0
et d’'aprés ii)

Lim g(z) = Limz=1
T—1— T—1—

Lla fonction g est clairement n'est pas continue en 1.

(b) k entier naturel (k > 2).

I

ve| Lt e e vm
et donc
«(35)=n-
par suite :
g(z) =z(k—1)
ii. De i)
lim g(z)= Llim z(k—1)= k-1
(@) () &
on a aussi :
im g(@)= Llm zk=-— =1
()T ()T R

1

donc g n'est pas continue en 2



1.3 Théoréme des valeurs intermédiaires

Exercice 12

o un réel strictement positif et f La fonction définie par : f(x) = T4+ 2 +ar—2

Montrer que L'équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans [—1,1].

Correction
La fonction f étant continue sur [—1,1] comme restriction de fonction polynémiale.
f(—=1)=—a <0 et f(1) =a >0 alors d'apres lLe téoreme des valeurs intermé-

diaire L'équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans [—1,1].

Exercice 13

2

@+1)? admet au moins une solution dans R.

Montrer que L'équation : cos(x) =

Correction

2
(z+1)?"

On pose pourz # —1 ; h(x) = cos(z) —
— 1 _ 2 P
h(2m) =1 Grr D)2 >0 et h(0)=-—1.
la fonction h est continue sur [0,2m] comme somme de fonctions continues sur
[0,27].
D’aprés Le théoréme des valeurs intermédiaire L'équation h(x) = 0 admet au moins

une solution dans [0,2m] donc dans R.

Exercice 14

JAL1INNILNOD ‘T FH1IdVHD
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CHAPITRE 1. CONTINUITE

26

f une fonction continue de [a,b] dans [a,b] , montrer que l'équation f(z) =«

admet au moins une solution dans [a,b].

Correction
f fonction continue de [a,b] dans [a,b] , donc (Vx € [a,b]); a < f(x) <b.

On considére alors La fonction g définie sur [a,b] par :

(Vz € [a,0]) ; g(z) = f(z) —x

g est continue sur [a,b] comme somme de deux fonctions continues sur [a,b] .

ga)=f(a)—a=>0 et gb)=7F(0)—-b<0 (car(VzEla,b]);a< f(z)<0b).

D’aprés e théoréme des valeurs intermédiaires L'équation : g(x) = 0 admet au moins
une solution dans [a,b] , et donc L'équation : f(x) = x admet au moins une solution

dans [a, b]

Exercice 15

f une fonction continue sur [0,1] , montrer que :

1 1
3 0,1f) ; =4 —
(3c€10,1D) ; () =+
Correction
On définit sur 10, 1[ La fonction h par :
(vz €10,1]) ; h(z) = f(T) — = — —
P o Tz zT—1

La fonction h est continue sur 10,1[ ( somme de fonctions continues ).

Lim hA(z) = —co et Lim h(x) = +00 on peut affirmer que : h(]JO,1[) = R. 0 € R

T—0t z—1—
d’'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires :



(3c€1]0,1]) , tel que h(c) = O
1
c—1

1
c’est-a-dire : (3c€]0,1]) , tel que f(c) = = <+

Exercice 17

f une fonction continue de [a,b] dans [a,b] telle que f(a) < 0, montrer que :

(3c€la, b)) ; F(0) = F—

Correction

On définit sur [a,b[ La fonction h par :

(Ve € [a,0]) ; A(2) = f(2) —

La fonction h est continue sur [a,b] ( somme de fonctions continues ).

Lim A(z) = h(a) = f(a) < 0.

r—at

Et
a—T

Lim hA(z) = +00 car Lim = —00
T—b—

z—b—b—T

D'ou [h(a),4o0[C h([a,b]) , doncO € h([a,b]) d’aprés Le théoréme des valeurs

intermédiaires :

a—c
b—c

(Ac €]a,b]) , tel que h(c) =0 c’est-adire (3c € ]a,b]) , tel que f(c) =

Exercice 18
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f et g deux fonctions continues sur [a,b] telles que f(a) < g(a) et f(b) > g(b).
Montrer que :

(3cela,bl) ; fc) =g(c)

Correction

On définit sur [a,b] La fonction h par :

(Vz € [a,0]) ; h(z) = f(z) — 9(x)

La fonction h est continue sur [a,b] ( somme de fonctions continues ).
h(a) = f(a) —g(a) <0 et h(b) = f(b) —g(b) >0, d’'aprés Le théoreme des

valeurs intermédiaires :

(Ac €]a,b]) , tel que h(c) =0 c’'est-a-dire  :(3c € ]a,b]) , tel que f(c) = g(c)

Exercice 19

1. g une fonction continue sur [a,b] telle que (Vx € [a,b]); g(x) = O montrer

que !

((Vz € [a,b]);g9(z) > 0) ou((Vx € [a,b]);g(x) < 0)

2. f une fonctions continue sur [a,b] telle que (Vx € [a,b]) ; f(x) =x. Montrer

que L'équation : f o f(x) = x n'admet pas de solutions dans [a, b]

Correction

1. Raisonnons par absurde , supposons qu'il existe x1 et x> dans [a,b] tels que :

g(x1) >0 et g(xz2) < 0. Comme g continue sur [a,b] d'aprés Le théoréme des



valeurs intermédiaires il existe c € [a,b] tel que : g(c) = 0 ce qui est absurde .

((Vz € [a,b]);g9(x) > 0) ou((Vz € [a,b]);g(x) <0)

2. f une fonction continue sur [a, b] telle que (Vx € [a,b]),; f(x) # . Montrons que
L’équation : f o f(x) = x n'admet pas de solutions dans [a, b]
On pose :

g(z)=f(z) —=

La fonction g est continue sur [a,b] et (Vz € [a,b]) g(x) =0 d’aprés La question

précedente on a :

((Vz € [a,b]);g9(x) > 0) ou((Vz € [a,b]);g(x) <O0)

Supposons par exemple que ((Vx € [a,b]);g(x) > 0) ( méme raisonnement si on

suppose que ((Vz € [a,b]);g(z) < 0)).

(Vz € [a,b]); g(x) >0« (VzE€fa,b]); f(z)>z

donc :

(Vz € [a,b]) ; fof(x)> f(x)

Si fo f(x) =x admet une solution o dans [a,b] cad : fo f(a) =o on aura :

flo) < fof(a)=«

et donc :

fla) <a

ce qui est absurde d’ou le résultat.

Exercice 20
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f une fonction continue sur [0, 1]telle que f(0) = f(1) et n un entier naturel
(n>2).
Montrer que L'équation : f(z) = f(z+ %) admet au moins une solution dans

[0, 1]

CorrectionUn résultat utile :

Si a1,ao,..... ,an des réels tels que a1 +a» + ..... + an, = O alors ces nombres ne
peuvent pas etre tous strictement positifs et ne peuvent pas etre tous négatifs .

C'est-a-dire : (1,7 € {1,2,...,n} 1 < J tels que a;a; < 0).

Revenons a notre exercice .

On définit sur [O, ”T_l} La fonction g par :

g($)=f($)—f<m+%>

cette fonction est bien continue sur [O, nT_l] . de plus :

9(0)—|—g<1>+g<2>+ ....... —|—g<n_1>

n n

n
= s@—f(o+)+5(3)—r(G+2)+r () s (P24 D)
= 1@ -5(1)+r()=r(2)+ () -1
= f(0)—f(1)=0

D’apres Le résultat ci-dessus ,34,7 € {0,1,2,....n—1}1<j , telsqueg <%> g (%) <
0 , et donc par Le théoréeme des valeurs intermédiaires L'équation g(x) = 0 admet au
moins un solution dans [% %} .

D’ou le résultat.

Remarque :

Ce résultat n'est plus vrai si on remplace n par /2 par exemple.



Exercice 21

f une fonction continue sur [0, 1]telle que f(0) = f(1) montrer que :

(3ce]0,1) ; 2 f(c) = f(0) + F(1)

Correction

f une fonction continue [0,1] alors : f([0,1])=/m,M] avec m = n*E(l)nl]f(a:) et
M = mrg[zgﬁ]f(:n).Donc (Vze[m,M])ona:m<f(z)< M.

le nombre A\ = w em,M] ( juste faire des encadrements ) et donc d’aprées
Le théoréme des valeurs intermédiaires il existe c € [0,1] tel que : f(c) = A.

D’'ou le résultat.

Exercice 22

f une fonction continue positive sur [0,4o00[ telle que : Lim 1@ — o < 1.

T——+0Q
Montrer que : (3B € [0,4+00[) , f(B) =0

_+_

Correction
On considére La fonction g définie sur [0+ oo par : (Vz >0) ; g(z) = f(x) — x.
La fonction g est clairement continue sur [0 4+ oco[ , et g(0) = f(0) > 0.
Deplus Llim g(z) = Llim f(z)—z = le T (f(x) 1) = —oo (car le <f($) 1) ;
T—+00 T—+00 T—>+00
a—1<0).
Donc |—oo, f(0)] C g([0,40o0[) , et 0 € g([0,400[). D'ou par Le théoréme des

valeurs intermédiaires il existe B € [0 4 oo tel que g(B) = 0.

c'est-a-dire : f(B) =

Exercice 23
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Soit n un entier naturel (n > 2) , et fn la fonction définie sur [0, +4oo[ par :
(V >0) ;| fo(z) =zt —2z" +1

(a) Etudier les variations de fn , et en déduire Le signe de fn, (,n?—_fl .

(b) montrer que :

<35 e]n2f1,+ooD ; fa(B) =0

Correction
(a) Soit n un entier naturel (n > 2) , et fn la fonction définie sur [0, 4oo[ par :

(V£ >0) ; fo(z) =2z —22" +1

fn dérivable sur ]0,4oo[ ( car restriction de fonction polynomiale ) et on a :

(n+1)z" — 2ng™ !

_ n—1 . 2n
= (n+ 1z <a: n—|—1>

(V£ >0) ; fn(z)

donc la fonction fn est strictement décroissante sur [0712_-17}1} et strictement

2n

croissante sur {n—_i_l

—i—oo[ qu’on peut résumer dans le tableau de variation suivant

T 0 2" +00
n+1
fr(x) — 0 +
P (2 _—
n\n+1
Puisque fn est strictement décroissante sur [Orf—ﬁ} et que ,1 < f—fl ( car

n>2 ) alors fn f—_ﬁ) < fn(1) =0.



(b) Comme fyncontinue sur] +1,+oo[ et que :

fn G n+1,—|—ooD ]fn <n+1> ,+oo[ et0 e ]fn <n2—_|7_11> ,+oo[ alors par Le théoreme

des valeurs intermédiaires on peut affirmer que :

el

n+1

1.4 Fonctions réciproques.

Exercice 24

Calculer les Limites suivantes :

(a) Llim Jz24+z+1—-—zTF1
T—>+00

(b) :BHTOOQ:I: +Jz4+1
/T2 44~/T+2-3
(c) Lim —

T—2

(d) Llim —VZ+i+ Ve

T—+00 Yx2+1

Correction

(a) Je vais détailler La solution de

lim va2+z+1—Vz+1

T—+00

= Lim@

T—+00
=  lim Vz2
T——+00

,+00{ > tel que fn (B) = 0.

cette Limite pour voir Lles étapes :

Jiriel-vaisl
T T T

1 1
ﬂ1+—+7—
T T

VT 1
y—m—QWE)
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(b)

(c)

Lim
T—2

Lim
T—2

Lim

Lim

= lim \7?(\31+1+i— ]

T

2\

= Llim \7;<\31—|———|———

lim 2z 4+ vzt + 1

T——00

VT a+VETo—4

1
T

1

/ Q)

T2

Lim 2z —x

<2_

——00

Lim x
T——00

— 00

r—2
(V2 +4—-2)+ (VZF+2-2)
r—2
(2= 4)

P
s

(z —2)

(z+2)

1

_I_
352 (g —2)<\7W +2W+4> (z—2)(VT+2+2)

T2 (Jz 4 20z T A+ ) T EFz+2)

7

12



(d)

Lim

T—+00

Montrer que :

(Vz € R*) ; arctan(z) + arctan <%> — {

Correction

VEFI+ T  vE(Rii+)

= Llim 5
rz—+oo \ T 1_‘_%
T (Wi
- mgr-poo x2n—1 1
1+
= 0

Exercice 25

g siz>0

—% siz <0

Soit x>0 , il existe un unique 6 € |0, 5[ tel que :

donc :

1
arctan(x) + arctan (5>

T = tan(0).

arctan (tan(6)) 4 arctan <tan1(9)>

arctan (tan(6)) + arctan (tan(g — 9))

s
6+ —-—06
+2

s

2
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car:0€]0,5[et Z—0€]0,%].

Pourx <0 ona—x >0 et donc:
arctan(—zx) + arctan < l) S
x/) 2

comme la fonction x — arctan(x) est impaire on a alors :

1 T
arctan(zx arctan <—> =
(z) + = >

Remarque :
Il est important de retenir ce résultat , car il est beaucoup utilisable niveau

calcul de limites faisant intervenir La fonction arctangente.

Exercice 26

Calculer les Limites suivantes :

t Vrl4+1—1
(a) i arc an( m:;c —+ )

z—0

i 1_
(b) Q:HTOOCC arctan <\/1 + 2 1)
(c) Llim Z+/x?241—zarctan(x)
T—>+00

(d) O:HTOOCC (arctan(2zx) — arctan(x))

Correction

(a)

= Lim

T—0 <\/CI:27—|—1— 1> T2
. arctan <\/ac2 +1-— 1) 1
T e (Jmrio1)  (JeRri41)

1

2

Lim
z—0 T

arctan (x/:z;Q +1-— 1) arctan <\/a:2 +1-— 1> (x/a:2 +1-— 1)
2




(b)

T—+00 (m_ 1)

(c)

s
lim —vz24+1—zxarctan(xz) =

T—+00 2

(d)

Lim x (arctan(2x) — arctan(x))
T—+00

Lim

1
Lim a:arctan< 1—|———1> = i
T—+00 T T—+00 ( /141 — 1)
T

= Lim

arctan (w/l +I- 1> ( T )
T 1+—-—1
arctan (w/l +I- 1> 1

Lim X

1
lim =./z2 +1—z (— — arctan <—>>
T—+00 2 T
/4 1
Lim —\/:c2+1—:c + xarctan <—>
T—+002 z
arctan (&
lim — \/:I:2+1—:I:> —()
T—+00 2

:Z}
t 1
m 1 arc an(3)

z=+002 (W%f:) e

1

= Lim x <arctan <l> — arctan (i»
T—+00 T 2T

arctan (1) 1arctan (%)

AT @) 2 )
1

2

Exercice 27

Résoudre dans R les équations suivantes

(@) Vz+vzT+1=vT
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(b) J(@+1)2+4i(z—1)>=4]1—22
(c) arctan(2z) 4 arctan(z) = 7

(d) arctan(z) + arctan (\/§a:> =z

Correction

(a) Avant tout il faut préciser le domaine de définition D1 de L'équation :

VZ—vVZ+1=2

€D < (x>0)et (x—+/T+12>0)< (x>0) et ((\/_—%)2+§20>©:1;2

0.
VZ—vVZ+1l = Viezrz—VI+l=zVT
& (Vz-1)Q-2)=0
< =1

(b) D> domaine de de définition de L'équation :

V(@ +1)°+4)(z—1)> =471 — 22 est D> =[—1,1].

Je+ 12 +ai@—12=4ay1—a2
e Ja+rDi+af@—1?—afi—a2=0

o (V@ + 1))2 + (2= a:)>2 —ox2YT—z¥TF1=0
N <\7’(:1;—|—1)—2\7’(1—:E)>2:0
& J(+1) =271 —1zx)

Sz+1=8(1—1x)

=1
ST =g

c) De l’équation arctan(2z) + arctan(z) =2 on a forcément > 0.
4



Il est a rappeler que :

a = b= tan(a) = tan(b)

mais Lla réciproque est fausse sauf si :|la — b| < .

Ici pour x > 0, on arctan(2z) 4+ arctan(xz) € ]0, [ , d'ou :

arctan (2z) + arctan ()

(d) Pour L'équation arctan(x)-+arctan <\/§m> =

=

g <> tan (arctan (2z) 4 arctan (z)) = tan <E>

3z

1222
222 4+3x—1=0 et (a::&?)
Lo —3+VIT
4
&

127

4

on raisonne comme pour L'équa-

tion précédente en tenant compte du fait que tan (15) = —/3—2 ( a justifier ).

on aura alors :

=—V3-2

7 V3+1l)z
arctan(z) + arctan (\/5:1:) = — & u
12 1 —/3x2
5 5 ; — — _ [ 342
En résolvant cet équation on trouve t =1 ou I = <2\/§+3

alors x = 1.

Exercice 28

Pour x € R* ; simplifier L'éxpression suivante :

Correction

Avant tout voici quelques Indispensables formules pour simplifier ce genre

d’expressions

1
arctan <$ + —)
T

) commex >0
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1+ tan?(x)
cos ()

sin(x)

sin(x)

Comme la fonction = — arctan (3 (z —

_ 1
cos?(x)
1—tan? (%)
1+tan? (%)
2tan (%)
1+tan? (%)

2co(2)sn (2

1)) definie sur R* est impaire , il suffit de sim-

plifier l’expression arctan (3 (z — 1)) pour = > 0.

Pour z > 0, il existe un unique 6 € |0

donc :

st (3 (o~ 1)

comme !

— arctan (tan (g -2

Pour £ < 0 donc —x > 0 d’ou

SEESES))

O<9<%donc —%<%—29<

2|, tel que : z =tan(0) < 6 = arctan (z) .Et

arctan 1 tan(6) — :

<2 < tan(9)>>
wetan (252001
arctaﬂ( 22(:5)6;)(9) ;?18(265)9))
arctan< m)

— arctan (tan (g — 29>>

%, par suite :

) = -em

s
—5 + 2arctan(zx)

s
-5 + 2arctan(—x)



Soit :

1 1 T
arctan <— (a; — —>> = — 4 2arctan(zx
5 - 5 + (z)

En conclusion :

1 1 —Z% + 2arctan(z) si © > 0.
arctan (— (a: — —>> =
z Z + 2arctan(z) siz <0

Exercice 29

Vérifier L'égalité suivante :

2arctan <1> — arctan <ﬂ>
2 3

Correction

Vérifions L'égalité suivante :

2arctan <l> — arctan <ﬂ>
2 3

2arctan (3) €10, 7[ et arctan () €]0, %[ donc on a Le droit de dire :

2arctan <l> — arctan (ﬂ> &> tan <2 arctan <l>> = tan <arctan <ﬂ>>
2 3 2 3

2t tan (1
tan <2 arctan (1» = an (arc an (2)1)
2 1 — tan? (arctan (5))
1

wWld -
Bl

D’ou le résultat.
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Exercice 30

1.(a) Montrer que :

1

V14 x2

(Vz €R) ; cos(arctan(z)) =

(b) Déduire L'éxpréssion de :

sin (arctan(x))

2. Soient p , q et T trois réels positifs tels que : 1+ p? = gr.

(a) Montrer que :

COoSs <arctan <l>> = COS <arctan <L> + arctan <L>>
14 D+T P+q

(b) Déduire alors :

arctan <l> = arctan <L> + arctan <L>
1Y D+T P+q

3. Montrer que :

T

1 T
VvV € R , arctan <—> -+ arctan <—> —
( +) V3+z 44+3z) 6
Correction

1.(a) Pour touty €R, on a:

1
V1 +tan?(y)

|cos (V)| =

En particulier puisque pour toutxx €R , —g < arctan(xz) < % et donc :



cos (arctan(z)) >0, on a alors :

|cos (arctan(z))| = cos(arctan(z)) = /1 + tan? (1arctan($))
1
1+ z2

(b) Comme tout x €R :

sin(arctan(z))
cos(arctan(z))

tan(arctan(z)) =z cad :
donc :

sin(arctan(xz)) = xcos(arctan(zx))
T

V14 x2

2.(a) D’'une part :
D

cos <arctan <%>> = \/1 +1<%>2 = /It p2

d’'autre part :

cos (arctan (;1) +arctan (31))

= Cos (arctan (lerr>> Cos <arctan (ﬁ))
— sin (arctan <p—}r,r>> sin <arctan (ﬁ))

— _ (ptm) (r+q) 1 1
Vi+@+r)? V1+@+)?  \/1+(0+r)? /1+(0+0)?

v+ ro+p9+rg—1

V14 @+m)2/14 (0 +9)?
2p% 4+ rp + g

VP2 +2p9+q2+1/p2 +2pr + 124+ 1
2p° + 1P+ P9
VTq + 2pg + q2\/Tq + 2pr + 12
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2p% + 1o+ Dg
VTaNVT+H2p+avVa+2p+ T
p(2p+1+4+9q)

V1+02Qp+71+4q)
v
N

d'ou le résultat.

3. Pour x = 0 cette égalité est vérifiée.

Pour x >0 on a :

arctan <;> + arctan <L> = arctan <;> + arctan ;
V3+z 4+V3z) V3+z 14V3

On prend alors : p=+/3 ,q=x etr= % on a bien :1+p? =1rq. Et d’aprés ce

qui précéde :

1 1
Ccos <arctan <\/§—+$> + arctan <%+—\/§>> = - \/§2 = >

et donc :

%—I—ler

1 1
t _ t — | = keZ.
arcan(\/§+$>+arcan(%+\/§> ou €
—Z+2kT

1 1 }
comme arctan <\/§+$> 4+ arctan <%+ﬁ> € ]0, [ donc .

arctan <;>+arctan ; _T
V3+zw 4+v3) 6

T



Exercice 31

Soit f la fonction définie par :
a5
f(z) = (1—z3)

1. Déterminer Dy domaine de définition de lLa fonction f.
2. Montrer est une bijection de Dy dans un intervalle J a déterminer .

3. Donner L'expression de f~Y(x)pour tout T S J

(f=! La fonction réciproque de f).

Correction

Soit f Lla fonction définie par :
2\ 3
f(z) = (1-23)
1. Soit Dy L'ensemble des définition de La fonction f.

z€Dr< (>0 et 1—25>0) < z€[01]

2. u:Tw~ 1—x3 continue sur [0,1] etv:z+— T3 continue sur [0,,1] .Puisque

f =wvowu donc f est continue sur [0,1] comme compsé de fonctions continues .

Soient a et b deux éléments de [0, 1] tels que a < b.
2 2 2 % 2 %
a<b=>1-—a3>1-0b3=(1—a3)" > (1-063)" = f(a) > f(b).

Donc f est strictement décroissante sur [0,1]. On peut donc conclure par le

théoreme de la bijection que f est une bijection de [0, 1] dans J = f([0,1]).

J=[f(1), f(0)] =10, 1]. Soit f~1 sa fonction rréciproque .
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3.
fmy=vy & [Fflw==z
z€(0,1] y€[0,1]
Donc :
2 % 2
(1—:1:§> = Y= (1—:1;3) =y3
2 2
< T3=1-—17y3
3
&S = (1 — y%>2 .
D’ou

(vze[0,1]) ; fi(z) = (1 —:c§>%

Exercice 32

Soit g la fonction définie sur [0, 1] par :
(vze[0,1] ) ; g(x) =2V1—1x?

Montrer que g réalise une bijection de [0, 1] dans un intervalle J a déterminer ,

puis définir sa fonction réréciproque

Correction u : T — 1 — x? continue sur [0, 1]
( restriction de fonction polynomiale) et v : © — 2+/T continue sur [0,,1] .Puisque
g =vou donc f est continue sur [0,1] comme compsé de fonctions continues .

Soient a et b deux éléments de [0, 1] tels que a < b.

a<b=>1—0a2>1—02=2/1—0a2>2/1—062= g(a)> g(b).

Donc g est strictement décroissante sur [0,1]. On peut donc conclure par lLe théo-
réeme de la bijection que g est une bijection de [0, 1] dans J = g ([0, 1]).

J=1[g(1),9(0)] =[0,2]. Soit g~ sa fonction réciproque .



0
_1 <
gz)=v & g (v==z >
z€[0,1] y€[0,1] T
Donc : :i
7
2

2\/1—zx2 = y@(l—xQ)z% -

2
=4 $2:1_'y7 0O
5 o)
& = 1= carx >0 =
J “ ]
p
D'ou : E
R N -
(Vz €[0,1]) ; g (z) =.|1 4 m

Exercice 33

Soit f La fonction définie par :

f(:C)—W-I-H_“\/— si z>1

f(x) = arctan <1+\/_ si 0<z<1

1. Vérifier que Le domaine de défintion de f est Dy = Ry.
2. calculer Lim f(x).
—+00
3. Etudier La continuité de f en 1.
4. Soit g la réstriction de f a [1,400]
(a) Montrer que g est une bijection de [1,+00[ dans un intervalle J a déter-
miner .

(b) Donner L'expression de g—1(x) pour tout T € J.

Correction
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Soit f Lla fonction définie par :

g Nzl
f(w)_g+1+m SI le

f(x) = arctan (% si 0<z<1

TER, (x—1>1letl+/T—1 20 avecz>1)

ou (x>0etl—~/T20 avec 0<z<1 )
={z€eR; (z>1)ou (0<z<1 )}

1. Df =

=[0, +0o0].
2.
v —1
lim f(z) = lim — 4 —0 ———
T—+00 z—=+002 14+~ —1
. v 1
= lim — I
T—+00 2 3 +1
T—1
s
= —+41
> +
3.
s JT — 1 T
Lim r)= lim -4+ ———— =— = f(1
ac—>1+f( ) m—>1+2+1—|—3$—1 2 ACY
et
1 T 1 x
Lim f(x) = Llim arctan <+—\/_> =— car Lim +—\/_=
T—1- T—1- 11— z—1-1 — /T
donc f continue en 1.
4. g la restriction de f a [1,400]
(a) On considére les fonctions u : T+ 7%= et v : T+ /T — 1.

Ona(Vz >1) ; g(z) =Z+(uow)(x) wu strictement croissantes sur [0, 00|
etv strictement croissantes sur [1,40o0[ il vient alors que g est strictement
croissante sur [1,4o00[.Les deux fonctions u et v sont continues donc g est

continue sur [1,400[. donc g est une bijection de [1,400[ dans g ([1,4o00[) =

g(1), Um g(z)| =[5.5+1[.



(b) On a :

Donc :

g(z) =v & g v
zE€[1,+00[ vel[Z.5+1]

T 1
) = S - 41— =
g(x) Y 2+ T
1 T
= =—+1—-v
R

Y

1+ —1 2
1
T—1=—"——1
s+1l1—vy

1 3
S r=|— -1 +1
<%+1—y )

(ree[f5+2) = (i) +

Exercice 34

On considére f La fonction définie sur I =]|—%,Z[ par :
f(x) =sin(x).

1. Montrer que f est une bijection de I dans]—1,1[ , f~1 sa fonction réciproque

2. Démontrer que :

1—2x

14z

vz el-1,1) ; fiz) = g — Darctan

Correction
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On considére f La fonction définie sur I =]—25 %[ par :

f(x) =sin(x).
La fonction f est dérivable (en particulier continue) sur}—%, g[ comme restric-
tion de la fonction trigonométriqueétrique T — sin(x) a ]—% %[ Et on a
T T
(V:c € } -, —D ; f'(x) =cos(x) >0
2 2
f est donc strictement croissante sur }—%%[ D’oua f est une bijection de

|—%.%[dans f (]—7%,5[) =1—1,1[. sa fonction réciproque est notée & — arcsin(z)

n’est plus au programme je sais pas pourquoi.

. Pour cette question on va utiliser la proposition suivante :

Si f une fonction de I — J et g fonction de J — I tels que :

VvzeJ), flglz) =z et (Vzel) ; 9(f(z)) ==

alors f est une bijection de I dans J et sa fonction réciproque :

fTt=g
Pourz € ]-%, T[:
1 2tan(%)
1—si T 14tan2(2
T _2arctan w = T _2arctan ran Ez)
2 1+ sin(x) 2 1+ 2tan(%)
VT e (5)
1 —tan(2)\?
= X _2arctan (—@)
2 \\1+tan(3)
s T xT\\2
= — — 2arctan (tan (———))
2 4 2




commez € |—%, %[ ators (5 — %) €]-%,5[.Dou :

™ T T\\?2 s T
— — 2arctan (tan <———>> — — —2arctan (tan <___>>
2 4 2 2 4 2

s
2 4 2
T

Pourx € 1—1,1[:
sin (g — 2arctan <,/}__F—£>> = COS <2arctan (\/1;—2 ))
= Cc0os? (arctan (Mi;—i)) —sin? (arctan (\/ i:—_i>>

2 2

= 1 — e ( résultats exercice 29 )

R ()

1—1
1 14z

1—z 1—x
l+1z 1+
1+m_1—$

2 2
=z

De la proposition précédente on a alors :

_ T l1—x
vel-1,1) , f 1(:1;)_5—2arctan< 1+:c>

Exercice 35

f Lla fonction définie sur |—1,1[ par :

f@) = ———

1—2z2

1.(a) Calculer les Limites de f aux bords de son domaine de définition.
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(b) Montrer que f admet une fonction réciproque £~ définie sur un intervalle

J a déterminer.
(c) Exprimer f~1(x) pour tout = € J.

2. On pose pour tout x € |—1,1[; F(x) = arctan (f(x))

(a) Montrer que F est une bijection de]|—1, 1[ dans un intervalle K a déterminer

(b) Donner L'expression de F~1(x) pour tout = € K.

3. Déduire alors que :

T
(Vx € R) ; sin(arctanz) =
1—2x?
Correction
f la fonction définie sur]—1,1[ par :
T
(@) = —
1— 2
1.(a) IL est facile de vérifier que :
Lim f(x) = Lim T _ 00, Lim f(x) = Lim T = 400
z—1t ozt /1 — g2 ‘1 Czo1-,/1 — g2

(b) La fonction f est dérivable ( en particulier continue ) sur]|—1,1[ et on a :

— 2 z?
V1 :c—i—m

(1—z2)
1

A—a iz *

La fonction f est donc strictement croissante sur |—1,1[.Et donc f est une

(vze]-1,1)) ; f'(z) =




bijection de |—1,1[ dans f(]—1,1[) = R.

(c) Pourz €]—1,1[:

T
flx) = y@\/ﬁ:y (x et y ont méme signe)
—x
— z2=(1—-2?)vy?
2
> 2: v
1+y?
Y )
> I = O =
V1+ 12 V1+ 2
= T = I (car ¢ et y ont méme signe ).
V142
D'od :
(VEER) ; fH(E) = ———.
V14 x2

2. Pourxz €]-1,1[:
F(x) = arctan(f(x))

(a) F est composé de deux fonctions continues et strictement croissantes , donc F
est continue strictement croissante sur |—1,1[ , c’est une bijection de |—1, 1]

dans F(1—1,1)) =]-%. %]

(b) Pourz € ]—1,1[:

)

Fay=v  c=F () (vel-

SME
SE

arctan (f(z)) = v < f(z)=tan(v)

= f""(tan(v))
tan(y)

V14 tan?(y)

=
<~ T =

Donc :
tan(x)

V14 tan?(x)

=sin(x).

(el

SME
SE

)i Fi@ =
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(c) On a:

sin(arctan(z))

1 . tan(2) o
(Z)—\/m—sm(z).
donc

. tan(arctan(zx))

"~ /1+tan?(arctan(z))

. T

/1422



