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 الجداء السلمي وتطبيقاته
I− تحليلية صيغ : 
 الصيغة التحليلية للجداء السلمي في معلم م م : -1

 :  تعريف )تذكير(
 لمستوى . نقطة من ا  oو   متجهتين غير مستقيميتين  jو   iليكن  

)نقول إن المعلم   ; ; )o i j   متعامد ممنظم إذا كان. 0i j 1iو   = j= = . 

)المعلم المتعامد الممنظم  إذا كان   ; ; )o i j   مباشر إذا كان القياس الرئيسي للزاوية

)  الموجهة  );i j  هو
2

  . 

سوب إلى معلم متعامد ممنظم ومباشر المستوى منفيما تبقى من فقرات الدرس  

( ); ;o i j. 

 : نشاط
uنعتبر المتجهتين    xi yj= 'و     + 'v x i y j= u.أحسب  ،  + v   بدلالةx  وy   و'x  و'y  

. 
 : خاصية

uلتكن  المتجهتين    xi yj= 'و      + 'v x i y j= من المستوى ،   +

.لدينا :      ' 'u v xx yy= + 

 :  نتيجة
uلتكن  المتجهتين    xi yj= 'و      + 'v x i y j= من المستوى ، لدينا :     +

' ' 0u v xx yy⊥  + = 

 :  1تمرين تطبيقي 
2uالمتجهات المعرفة كما يلي :    wو  vو  uلتكن   i j= 4vو     − i j= 3و   + 6w i j= + 

u.( أحسب 1 v  و.u w   و.v w  
 . wو  uتجهتين  ( ماذا تستنتج بالنسبة للم2
 الصيغة التحليلية لمنظم متجهة ولمسافة نقطتين :  -2

 : 1نشاط 
uنعتبر المتجهة    xi yj= +  . 

u.(  أحسب 1 u   بدلالةx   وy . 

u. حدد (2 u   بدلالةu  استنتج  ثمu   بدلالةx  وy . 

 : 1خاصية 
uلتكن  المتجهة    xi yj= هو  uلمتجهة  ، منظم ا  +

   :2 2= +u x y 

 : 2نشاط 
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)لتكن     );A AA x y   و( );B BB x y  .   نقطتين من المستوى 

 . ABحدد إحداثيتي المتجهة  (  1
بدلالة   AB( استنتج  2

Ax  و
Ay    و

Bx  و
By. 

 : 2خاصية 
)لتكن     );A AA x y   و( );B BB x y    نقطتين من المستوى ، لدينا   :

( ) ( )
2 2

= − + −B A B AAB x x y y 

 :  2تمرين تطبيقي 
)نعتبر النقط :  )1; 1A )و   − )5;2B  و( )2;3C متساوي الساقين  ABCبين أن المثلث ،  −

 . Aرأسه 
 : sinو  cosصيغتا   -3

 نشاط :
uلتكن    xi yj= 'و      + 'v x i y j= متجهتين غير   +

للزاوية   الرئيسي  قياسال منعدمتين من المستوى و  
)الموجهة   );u v  لتكن ،w   متجهة بحيثw u=   و

( );
2

u w


القياس الرئيسي للزاوية الموجهة   و  =

( );v w . 

u.  أكتب(  1 v   بدلالةx  وy   و'x  و'y    ثم بدلالة

u  وv   و . 

 .  y'و  x'و   yو  xبدلالة   cos( استنتج  2

cosأن   تحقق( 3 sin = ثم أحسب sin   بدلالةx  و
y  و'x   و'y  . 

 

 خاصية :
uلتكن    xi yj= '   و  + 'v x i y j=  متجهتين غير منعدمتين من المستوى و   +

)قياسا للزاوية الموجهة   );u v  : لدينا ، 

 
2 2 2 2

. ' '
cos

. ' '


+
= =

+ +

u v xx yy

u v x y x y
و        

2 2 2 2

det( ; ) ' '
sin

. ' '


−
= =

+ +

u v xy x y

u v x y x y
 

 :  3تمرين تطبيقي 
)لتكن النقط :   )3;3A  و( )1;3B   و( )1;1C  و للزاوية الموجهة   القياس الرئيسي

( );AB AC    ،سب أح . 

 
II−  دراسة تحليلية :  -المستقيم في المستوى 
 متجهة منظمية على مستقيم :  -1
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 تعريف : 
)ليكن   )D   مستقيما في المستوى وu  . متجهة موجهة له 

)ى  نسمي متجهة منظمية عل )D   كل متجهة غير منعدمة ومتعامدة معu . 

)على   منظمية n  :أي )D  0n  و. 0u n= 

 : 1نشاط 
)ليكن   )D   0مستقيما في المستوى معادلتهax by c+ + )والمتجهة    = );n a b. 

)موجهة لـ   uحدد متجهة   )D  أحسب ثم.u n  ؟ ، ماذا تستنتج 

 
 
 
 

 خاصية :

)ليكن   )D   0مستقيما معادلتهx ya b c+ + )، المتجهة   = );n a b 

)متجهة منظمية على المستقيم  )D. 

    
 
 
 معادلة مستقيم معرف بنقطة ومتجهة منظمية عليه :  -2

 : نشاط
)ليكن   )D   مستقيما يمر من النقطة( )0 0

;A x y   والمتجهة( );n a b   و  منظمية عليه

( );M x y   نقطة من المستوى 

)بين أن :    ) ( ) ( )0 0
0M D a x x b y y  − + − = 

 
 
 
 
 
 

 خاصية :

)معادلة المستقيم المار من النقطة   )0 0
;A x y  والمتجهة( );n a b   منظمية
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)عليه هي :   ) ( )0 0
0a x x b y y− + − = 

0axأي :  by c+ + حيث  =
0 0

c ax by=− − 

 :  مثال
)حدد معادلة ديكارتية للمستقيم   )D   المار من النقطة( )2;1A   والمتجهة( )3;2n 

 منظمية عليه . 
 
 
 
 
 
 تعامد مستقيمين :  -3

 خاصية :
)ليكن   )D   و( ')D  0مستقيمين معادلتيهماax by c+ + 'و   = ' ' 0a x b y c+ + = 

 ،  توالي على ال 
)يكون المستقيمين    )D  و( ')D   متعامدين إذا وفقط إذا كانت متجهتيهما

'المنظميتين متعامدتان ، أي   ' 0aa bb+ = 

 مثال: 
)نعتبر المستقيمين   ) :2 1 0D x y− + )و   = ) : 2 4 0x y + − بين أن  ،  =

( ) ( )D ⊥   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 :  مسافة نقطة عن مستقيم -4

 تعريف : 
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)ليكن   )D   مستقيما في المستوى وA   نقطة من المستوى وH   المسقط

)على  Aالعمودي للنقطة   )D . 

)عن المستقيم   Aنسمي مسافة النقطة   )D  المسافةAH   : ونكتب

( );( )d A D AH= 

 نشاط :
)ليكن   ) : 0D ax by c+ + )و مستقيما  = );n a b  ومتجهة منظمية عليه  ( );B BB x y  . نقطة منه 

)و  );A AA x y   نقطة من المستوى وH   المسقط العمودي للنقطةA  على( )D . 

.( بين أن   1 .n AB n AH= 
n.  حدد( 2 AH   بدلالةn   وAH  و  حيث( );n AH ثم استنتج أن  =

2 2. .n AB a b AH= + 

n.( أحسب 3 AB   بدلالةa   وb  وc   وAx  وAy   ثم استنتج.n AB . 

 . Ayو   Axو  cو   bو  aبدلالة   AH( استنتج  4

 خاصية :
)ليكن   ) : 0D ax by c+ + )مستقيما و   = );

A A
A x y  . نقطة من المستوى 

)عن المستقيم   Aمسافة النقطة   )D     : هي( )
2 2

;
A A

ax by c
d A D

a b
 
 
 

+ +
=

+
 

 :  4تمرين تطبيقي 
)نعتبر المستقيم   ) :3 4 5 0D x y+ + )و النقطة   = )3; 1A − . 

)يم  عن المستق  A( أحسب مسافة النقطة  1 )D. 

)( أحسب مسافة النقطة  2 )1; 2B )عن المستقيم   − )D ماذا تستنتج ؟ ، 
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III−  : معادلة ديكارتية لدائرة 
 معادلة ديكارتية لدائرة معرفة بمركزها وشعاعها : -1

 نشاط :
)  ( نعتبر الدائرة1 )C   (2;1)التي مركزها  2وشعاعهاR = . 

)هل النقطتين   )1;4A   و( )5; 1B  تنتميان إلى هذه الدائرة ؟  −

)( ما هو الشرط اللازم والكافي لكي تنتمي النقطة  2 );M x y   إلى الدائرة( )C ؟ 

 خاصية :
)معادلة الدائرة التي مركزها   ; )a b  وشعاعهاR  هي

( ) ( )
2 2 2x a y b R− + − = . 

2يضا على شكل :  وتكتب أ  2 2 2 0x y ax by c+ − − + حيث    =
2 2 2c a b R= + − 

 : ة مثلأ
)حدد معادلة ديكارتية للدائرة  ( 1 )C  التي مركزها( 1;3) 3Rوشعاعها  − = . 

)( حدد معادلة ديكارتية للدائرة  2 )'C  التي مركزها( )' 0;1  5وشعاعهاR = . 

 معادلة ديكارتية لدائرة معرفة بأحد أقطارها :  -2
 : 1خاصية 

دائرة    من المستوى ، توجد  مختلفتين نقطتين Bو   Aلتكن  
)وحيدة   )C  بحيث أحد أقطارها AB . 

)مركز الدائرة   )C   هو النقطةI  منتصف القطعة AB  وشعاعها

2

AB
R =  

 :  1مثال 
)حدد معادلة ديكارتية للدائرة   )C  التي أحد أقطارها AB  حيث( )1;3A  و( )1; 5B − 

 : 2خاصية 
 لمستوى ، نقطتين مختلفتين من ا  Bو   Aلتكن  

.من المستوى التي تحقق   Mمجموعة النقط   0AM BM هي  =
الدائرة التي أحد أقطارها  AB . 

 :  2مثال 
)حدد معادلة ديكارتية للدائرة   )C  التي أحد أقطارها AB  حيث( )1;3A  و( )1; 5B − 

 (  2باستعمال الخاصية 
 : تمثيل بارامتري لدائرة -3

 نشاط :
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)نعتبر الدائرة   )C   التي مركزها( ; )a b  وشعاعهاR و( ; )M x y   نقطة من الدائرة

( )C  : حيث( );i M  = 

.( بين أن  1 cosi M R  .و أن   = sinj M R  = 

i.( أحسب تحليليا 2 M     و.j M . 

cosج أن :   ( استنت3

sin

x a R

y b R





= +


= +
 

 خاصية وتعريف :
)الدائرة   )C   التي مركزها( ; )a b  وشعاعهاR  هي مجموعة

)من المستوى التي تحقق   Mالنقط   ) ( )
cos

sin

x a R
S

y b R






= +


= +
  

)النظمة   )S   تسمى تمثيلا بارامتريا للدائرة( )C . 

 مثال : 
)حدد تمثيلا بارامتريا للدائرة   )C  5)التي مركزها; 1) 7Rوشعاعها  − = . 

IV−   دراسة مجموعة النقط( ; )M x y  2بحيث 2 0x y ax by c+ + + + = : 

 حدد المجموعات :    نشاط :
 2 2

1 ( , ) ( ) / 2 6 6 0E M x y P x y x y=  + − − − = 

 2 2

2 ( , ) ( ) / 4 2 5 0E M x y P x y x y=  + + − + = 

 2 2

3 ( , ) ( ) / 8 20 0=  + − + =E M x y P x y y 

المجموعة :   بصفة عامة ، لنحدد 2 2( , ) ( ) / 0E M x y P x y ax by c=  + + + + و  aحيث  =

b  وc  أعداد حقيقية : 

;لتكن  
2 2

a b 
 − − 
 

)و   ; )M x y  : نقطة من المستوى ، لدينا 
2 2

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

2 2
2

( , ) 0

2 2
2 4 2

(

4 4 4

4

2 4

4
*)

2

4

M x y E x y ax by c

a a b b a b
x x y y c

a b a b c
x y

a b c
M

  + + + + =

 + + + + + + = +

+ −   
 + + + =   

   

+ −
  =

 

 تحيلنا على ثلاث حالات مختلفة هي : (*)العلاقة  

2إذا كان    : 1الحالة  - 2 4 0a b c+ −  :    فإن( )2 2(*)  =M R   : حيث
2 2 4

2

a b c
R

+ −
= 

;هي الدائرة التي مركزها  Eفي هذه الحالة  إذن 
2 2

a b 
 − − 
 

وشعاعها  
2 2 4

2

a b c
R

+ −
= 

 ،( ; )= E C R 

2إذا كان    : 2الحالة  - 2 4 0a b c+ − )فإن    : = )2*) 0(  =  =M M . 
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;تحتوي فقط على النقطة  Eفي هذه الحالة  إذن 
2 2

a b 
 − − 
 

  ، = E 

2إذا كان    : 3الحالة  - 2 4 0a b c+ −     فإن :( )2*) 0(  M 

 =Eفارغة  ،   Eفي هذه الحالة المجموعة  

 خاصية:
نعتبر المجموعة :   2 2( , ) ( ) / 0E M x y P x y ax by c=  + + + +  cو  bو   aحيث  =

 ، لدينا : أعداد حقيقية  
2 2 4 0a b c+ −          يكافئ( )E   هي الدائرة التي مركزها;

2 2

a b 
 − − 
 

وشعاعها  

2 2 4

2

a b c
R

+ −
= 

2 2 4 0a b c+ − ;يكافئ         =
2 2

a b
E

  
=  − −  

  
 

2 2 4 0a b c+ −          يكافئ=E 

V− : الأوضاع النسبية  لدائرة ومستقيم 

)لدراسة الوضع النسبي لدائرة   )C  مركزها  وشعاعهاR    مع مستقيم( )D  نحسب ،

)المسافة  );( )d d D=   ، 

dإذا كان  - R   فإن المستقيم( )D  لا يقطع

)رة  الدائ )C   ، 

)أي :  ) ( )C D  = 

 
 
dإذا كان  - R=   فإن المستقيم( )D   يقطع الدائرة( )C 

 المسقط العمودي للمركز  Hفي نقطة وحيدة  
)على المستقيم   )D  ، 

أي :   ( ) ( )C D H ، وفي هذه الحالة  نقول إن   =

)لمستقيم  ا )D   مماس للدائرة( )C   في النقطةH . 
 

 
dا كان إذ - R   فإن المستقيم( )D   يقطع الدائرة( )C 

 في نقطتين مختلفتين  
A   وB   : أي ، ( ) ( ) ;C D A B = 

 
 :  5تمرين تطبيقي 

)وضاع النسبية للدائرة  حدد الأ )C  مع المستقيم( )D  : في كل حالة من الحالات التالية 
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)( الدائرة  1 )C ها مركز( 2;1) 5R  هاشعاعو − )و  = ) : 2 5 0D x y+ + = 

)( الدائرة  2 )C  (2;1)مركزها   2وشعاعهاR )و  = ) : 3 0D x y− + = 

)( الدائرة  3 )C  (2;1)مركزها   2وشعاعهاR )و  = ) : 3 0D x y+ + = 
VI−  : معادلة ديكارتية لمستقيم مماس لدائرة في نقطة معلومة من الدائرة 

 نشاط :
)لتكن   )C  ركزها  مدائرة( ; )   وشعاعهاR  و( ; )A AA x y  الدائرة  نقطة من( )C. 

)ليكن   )D   مماس الدائرة( )C  فيA   و( ; )M x y . نقطة من المستوى 

)بين أن     ) ( )( ) ( )( ) 0A A A AM D x x x y y y   − − + − − = 

 : خاصية 
)لتكن   )C   دائرة مركزها( ; )   وشعاعهاR  و( ; )A AA x y 

)الدائرة  نقطة من   )C. 

)معادلة المماس للدائرة   )C   فيA   : 0هيax by c+ + =  

)حيث :  )Aa x= )و       − )Ab y= و       −
( ) ( )A A A Ac x x y y = − + − 

 مثال : 
2معادلة المماس للدائرة  حدد  2( ) : 4 6 4 0C x y x y+ − − +  بعد أن A(6;2)  النقطة في =

)تتحقق من أن   )A C . 
VII−  : داخل وخارج دائرة 

 تعاريف : 
)لتكن   )C  دائرة ، مركزها   وشعاعهاR وA  نقطة

 . من المستوى 
)تنتمي إلى الدائرة   Aالنقطة   )C  إذا وفقط إذا كان

A R = 
)تنتمي إلى داخل الدائرة   Aالنقطة   )C   إذا وفقط إذا

Aكان  R  
)تنتمي إلى خارج الدائرة   Aالنقطة   )C   إذا وفقط إذا

Aكان  R  
 نتيجة : 

)لتكن   )C  2دائرة معادلتها 2 2 2 0x y ax by c+ − − + )و  = ; )A AA x y 

 المستوى . نقطة من  
)تنتمي إلى الدائرة   Aالنقطة   )C  إذا وفقط إذا كان

2 2 2 2 0A A A Ax y ax by c+ − − + = 

)تنتمي إلى داخل الدائرة   Aالنقطة   )C   إذا وفقط إذا كان
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2 2 2 2 0A A A Ax y ax by c+ − − +  

)تنتمي إلى خارج الدائرة   Aالنقطة   )C   إذا وفقط إذا كان
2 2 2 2 0A A A Ax y ax by c+ − − +  

 :  6تمرين تطبيقي 
)نعتبر الدائرة   )C   ذات المركز( 1;3) 2Rوالشعاع    − = 

)( حدد معادلة ديكارتية للدائرة  1 )C . 

)( استنتج الأوضاع النسبية للنقط التالية بالنسبة للدائرة  2 )C    :( 2;4)A −    ،( 1;1)B و   −

O  . أصل المعلم 


