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Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

Chapitre 1
La logique

1. Logique

1.1. Assertions ( Propositions )

Une est une phrase soit vraie, soit fausse, pas les deux en méme temps.
Exemples :

- «Il pleut. »

— «de suis plus grand que toi. »

- «2+4+2=4»

- «2x3=T»

- «Pour tout x€R, ona x2=0. »

Si P est une assertion et @ est une autre assertion, nous allons définir de nouvelles assertions
construites a partir de P et de Q.
L’'opérateur logique « et »

Llassertion « P et @ » est vraie si P est vraie et @ est vraie. L'assertion « P et @ » est fausse sinon.

On résume ceci en une

P\Q|VI|F
v |V]|F
F |F|F

FIGURE 1 — Table de vérité de « P et @ »

Par exemple si P est I'assertion « Cette carte est un as » et @ 'assertion « Cette carte est cceur » alors
I’assertion « P et @ » est vraie si la carte est I’as de cceeur et est fausse pour toute autre carte.

L’opérateur logique « ou »

L'assertion « P @ » est vraie si 'une des deux assertions P ou @ est vraie. L’assertion « P ou @ »
est fausse si les deux assertions P et € sont fausses.
On reprend ceci dans la table de vérité :

P\Q|V|F
v |[v]v
F |V|F

FIGURE 2 — Table de vérité de « P ou @ »
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Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

Si P est 'assertion « Cette carte est un as » et @ I'assertion « Cette carte est ceeur » alors I'assertion

«P ou @ » est vraie si la carte est un as ou bien un ceeur (en particulier elle est vraie pour I’as de

coeur).

Remarque

Pour définir les opérateurs «ou », « et » on fait appel a une phrase en francais utilisant les

mots ou, et ! Les tables de vérités permettent d’éviter ce probléme.

La négation « non »

Lassertion « P » est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie.
P |V|F
non P ‘ F ‘ A\

FIGURE 3 — Table de vérité de «non P »

L'implication —

La définition mathématique est la suivante :

L'assertion « (non P) ou @ » est notée « P = @ ».

Sa table de vérité est donc la suivante :

P\Q|V|F
v |[V]F
F |V]V

FIGURE 4 — Table de vérité de «P = @ »

Lassertion « P = @ » se lit en francais « P implique Q ».

Elle se lit souvent aussi « si P est vraie alors @ est vraie » ou «si P alors @ ».

Par exemple :

«0<x<25 = /x <5 » est vraie (prendre la racine carrée).

«x €]—o00,—4[ = x2+3x—4> 0 » est vraie (étudier le binome).

«sin(f) =0 = 6 =0 » est fausse (regarder pour 6 = 27 par exemple).

«242=5 = /2=2» est vraie! Eh oui, si P est fausse alors l'assertion «P = @ » est

toujours vraie.

L'équivalence —

L’

est définie par :

«P < @ » est l'assertion « (P = Q) et (@ = P) ». I

On dira « P est équivalent a @ » ou « P équivaut a @ » ou « P si et seulement si  ». Cette assertion

est vraie lorsque P et @ sont vraies ou lorsque P et @ sont fausses. La table de vérité est :

A.AFAADAS

P\Q|V|F
v |V]F
F |F|V

FIGURE 5 — Table de vérité de « P < @ »
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Exemples :

- Pour x,x' € R, 'équivalence «x-x' =0 < (x =0 ou x’' = 0) » est vraie.

— Voici une équivalence toujours fausse (quelque soit ’'assertion P) : « P < non(P) ».
On s’intéresse davantage aux assertions vraies qu’aux fausses, aussi dans la pratique et en dehors
de ce chapitre on écrira « P < @ » ou « P = @ » uniquement lorsque ce sont des assertions
vraies. Par exemple si 'on écrit « P < @ » cela sous-entend « P < @ est vraie ». Attention rien
ne dit que P et @ soient vraies. Cela signifie que P et @ sont vraies en méme temps ou fausses en
méme temps.

i Proposition 1

Soient P,Q, R trois assertions. Nous avons les équivalences (vraies) suivantes :
1. P < non(non(P))

(PetQ) < (QetP)

Pou@Q) < (QouPl)

non(P et @) < (non P) ou (non Q)

non(P ou Q) < (non P) et (non Q)

(Pet(QouR)) < (PetQ)ou(PetR)
Pou(QetR) <— (Pou@)et(PouR)

«P = @ » < «non(Q) = non(P)»

® N> o R w

Démonstration

Voici des exemples de démonstrations :

4. 1l suffit de comparer les deux assertions « non(P et ) » et «(non P) ou (non @) » pour toutes les
valeurs possibles de P et @. Par exemple si P est vrai et @ est vrai alors « P et @ » est vrai donc
«non(P et ) » est faux ; d’autre part (non P) est faux, (non @) est faux donc «(non P) ou (non @) »
est faux. Ainsi dans ce premier cas les assertions sont toutes les deux fausses. On dresse ainsi
les deux tables de vérités et comme elles sont égales les deux assertions sont équivalentes.

P\Q|V|F
v |F|vV
F |[V]V

FIGURE 6 — Tables de vérité de « non(P et @) » et de « (non P) ou (non Q) »

6. On fait la méme chose mais il y a trois variables : P, @, R. On compare donc les tables de vérité
d’abord dans le cas ou P est vrai (a gauche), puis dans le cas ou P est faux (a droite). Dans les
deux cas les deux assertions « (P et ( ou R)) » et « (P et @) ou (P et R) » ont la méme table de
vérité donc les assertions sont équivalentes.

&\R |V | F &Q\R |V | F
A% V|V \Y F|F
F VI|F F F|F

8. Par définition, I'implication « P = @ » est l'assertion «(non P) ou @ ».
Donc I'implication «non(®Q) = non(P)» est équivalente a «non(non(Q)) ou non(P)» qui équivaut
encore a « @ ou non(P) » et donc est équivalente & « P = @ ». On aurait aussi pu encore une
fois dresser les deux tables de vérité et voir quelles sont égales.

A.AFAADAS
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1.2. Quantificateurs
Le quantificateur Vv : « pour tout »

Une assertion P peut dépendre d’un paramétre x, par exemple « x2 > 1 », Passertion P(x) est vraie
ou fausse selon la valeur de x.
L'assertion

VxeE P(x)

est une assertion vraie lorsque les assertions P(x) sont vraies pour tous les éléments x de I’en-
semble E.
On lit « Pour tout x appartenant & E, P(x) », sous-entendu « Pour tout x appartenant a E, P(x) est
vraie ».
Par exemple :

- «Vxe[l,400[ (x2=1)» est une assertion vraie.

- «VxeR (x2=1)» est une assertion fausse.

- «VneN n(n+1)est divisible par 2 » est vraie.

Le quantificateur 3 : « il existe »

Lassertion
JxeE P(x)

est une assertion vraie lorsque 'on peut trouver au moins un x de E pour lequel P(x) est vraie. On
lit « il existe x appartenant & E tel que P(x) (soit vraie) ».
Par exemple :

- «dxeR (x(x—1)<0)» est vraie (par exemple x = % vérifie bien la propriété).

- «3IneN n?

n =10 ou méme n = 100, un seul suffit pour dire que ’assertion est vraie).

—n >n» est vraie (il y a plein de choix, par exemple n = 3 convient, mais aussi

- «3xeR (x%=-1)>» est fausse (aucun réel au carré ne donnera un nombre négatif).

La négation des quantificateurs

La négation de « Vxe E P(x)» est «dx€E non P(x)». I

Par exemple la négation de « Vx € [1,400[ (x? = 1) » est 'assertion « Ix € [1,4+00[ (x2<1)». En
effet la négation de x2 = 1 est non(x? = 1) mais s’écrit plus simplement x? < 1.

La négationde «3x € E P(x)» est «VxeE non P(x)». I

Voici des exemples :
- La négation de «3z € C (ZZ+z+1=0)rest«VzeC (ZZ+z+1#0)».
— Lanégationde « VxeR (x+1€Z)»est«dxeR (x+1¢2Z)».
— Ce n’est pas plus difficile d’écrire la négation de phrases complexes. Pour I’assertion :

VxeR 3Jy>0 (x+y>10)

sa négation est
dJxeR Vy>0 (x+y<10).

A.AFAADAS a.afaadas@gmail.com
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Remarques

Lordre des quantificateurs est treés important. Par exemple les deux phrases logiques
VxeR AyeR (x+y>0) et dyeR VxeR (x+y>0).

sont différentes. La premiére est vraie, la seconde est fausse. En effet une phrase logique se lit de
gauche a droite, ainsi la premiére phrase affirme « Pour tout réel x, il existe un réel y (qui peut donc
dépendre de x) tel que x+y > 0. » (par exemple on peut prendre y = x + 1). C’est donc une phrase
vraie. Par contre la deuxieme se lit : « Il existe un réel vy, tel que pour tout réel x, x +y > 0. » Cette
phrase est fausse, cela ne peut pas étre le méme y qui convient pour tous les x !

On retrouve la méme différence dans les phrases en francais suivantes. Voici une phrase vraie
« Pour toute personne, il existe un numéro de téléphone », bien siir le numéro dépend de la personne.
Par contre cette phrase est fausse : « Il existe un numéro, pour toutes les personnes ». Ce serait le

méme numéro pour tout le monde!

Terminons avec d’autres remarques.

— Quand on écrit « Ix € R (f(x) = 0) » cela signifie juste qu’il existe un réel pour lequel f
s’annule. Rien ne dit que ce x est unique. Dans un premier temps vous pouvez lire la phrase
ainsi : «il existe au moins un réel x tel que f(x) =0 ». Afin de préciser que f s’annule en une
unique valeur, on rajoute un point d’exclamation :

FxeR (f(x)=0).

— Pour la négation d’'une phrase logique, il n’est pas nécessaire de savoir si la phrase est
fausse ou vraie. Le procédé est algorithmique : on change le « pour tout » en «il existe » et
inversement, puis on prend la négation de I'assertion P.

— Pour la négation d’'une proposition, il faut étre précis : la négation de I'inégalité stricte « < »
est I'inégalité large « = », et inversement.

- Les quantificateurs ne sont pas des abréviations. Soit vous écrivez une phrase en francais :
« Pour tout réel x, si f(x) =1 alors x = 0. » , soit vous écrivez la phrase logique :

VxeR (f(x)=1 = x=0).

Mais surtout n’écrivez pas « Vx réel, si f(x) =1 = x positif ou nul ». Enfin, pour passer
d’une ligne a ’'autre d’'un raisonnement, préférez plutot « donc» a « = ».
— Il est défendu d’écrire 4, 7= . Ces symboles n’existent pas!

Mini-exercices

1. Ecrire la table de vérité du «ou exclusif ». (C’est le ou dans la phrase «fromage ou
dessert », 'un ou I'autre mais pas les deux.)

Ecrire la table de vérité de «non (P et Q) ». Que remarquez vous ?
Ecrire la négation de « P = @ ».
Démontrer les assertions restantes de la proposition 1.

Ecrire la négation de « (P et (Q ou R)) ».

A

Ecrire a I'aide des quantificateurs la phrase suivante : « Pour tout nombre réel, son carré
est positif ». Puis écrire la négation.

A.AFAADAS
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2. Raisonnements

Voici des méthodes classiques de raisonnements.

2.1. Raisonnement direct

On veut montrer que l'assertion « P = @ » est vraie. On suppose que P est vraie et on montre
qu’alors @ est vraie. C’est la méthode a laquelle vous étes le plus habitué.

Exemple 1
Montrer que si a,b € Q alors a+ b € Q.

Démonstration

Prenons a € Q, b € Q. Rappelons que les rationnels Q sont 'ensemble des réels s’écrivant Iq—’ avec

peZetqeN*,
Alors a = % pour un certain p € Z et un certain ¢ € N*. De méme b = 5—: avec p' € Z et q' € N*.
Maintenant , , )
a+b=£+li,=w.
q 49 qq

Or le numérateur pqg’ + qp’ est bien un élément de Z ; le dénominateur gq’ est lui un élément de
N*. Donc a + b s’écrit bien de la forme a +b = f;—,, avec p’'€7,q" eN*. Ainsia+beQ.

2.2. Cas par cas

Si 'on souhaite vérifier une assertion P(x) pour tous les x dans un ensemble E, on montre I’asser-
tion pour les x dans une partie A de E, puis pour les x n’appartenant pas a A. C’est la méthode de
ou du

Exemple 2

Montrer que pour tout x € R, |[x — 1| <x? —x+1.

Démonstration
Soit x € R. Nous distinguons deux cas.
Premier cas : x > 1. Alors |x— 1| =x — 1. Calculons alors x2—x+1—|x—1].

wW—x+l-|x—1=22-x+1-(x—1)

=x2-2x+2
=(x-1%+1>0.

Ainsix®—x+1—|x—1/=0etdoncax®?—x+ 1= |x— 1].

Deuxiéme cas : x < 1. Alors [x—1| = —(x—1). Nous obtenons x
Etdoncx®—x+13=|x—1|.
Conclusion. Dans touslescas |x — 1| <x2—x + 1.

2 _x+1—|x—1] =22 —x+1+(x-1) =x2= 0.

2.3. Contraposée

Le raisonnement par est basé sur I'équivalence suivante (voir la proposition 1) :

L'assertion « P — Q » est éguivalente a « non(g) = non(P) ». I

Donc si I'on souhaite montrer 'assertion « P = @ », on montre en fait que si non(Q) est vraie

alors non(P) est vraie.

Exemple 3

Soit n € N. Montrer que si n? est pair alors n est pair.

A.AFAADAS
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Démonstration

Nous supposons que n n’est pas pair. Nous voulons montrer qu’alors n? n’est pas pair. Comme

n n’est pas pair, il est impair et donc il existe % € N tel que n = 2k + 1. Alors n? = (2k +1)? =
4k% + 4k +1=2¢+1 avec ¢ = 2k2 + 2k € N. Et donc n? est impair.

Conclusion : nous avons montré que si n est impair alors n? est impair. Par contraposition ceci
est équivalent a : si n? est pair alors n est pair.

2.4. Absurde

Le pour montrer « P — @ » repose sur le principe suivant : on
suppose a la fois que P est vraie et que @ est fausse et on cherche une contradiction. Ainsi si P est
vraie alors @ doit étre vraie et donc « P — @ » est vraie.

Exemple 4

. : a _ b —
Soient a,b = 0. Montrer que si 173 = 77, alorsa =b.

Démonstration

: ’ a _ b a _ b
Nous raisonnons par 'absurde en supposant que 1)5 = 17, et a # b. Comme 137 = 1 alors

a(l+a)=b(1+b) donc a+a?=b+b2 dotu a®-b%=b—a. Cela conduit a (@ —b)a +b) = —(a—b).
Comme a # b alors a — b # 0 et donc en divisant par a —b on obtient a + b = —1. La somme de deux
nombres positifs ne peut étre négative. Nous obtenons une contradiction.

b

e o &R a _ -
Conclusion : si 145 = T4a alors a = b.

Dans la pratique, on peut choisir indifféremment entre un raisonnement par contraposition ou par
Pabsurde. Attention cependant de bien écrire quel type de raisonnement vous choisissez et surtout
de ne pas changer en cours de rédaction !

2.5. Contre-exemple

Si 'on veut montrer qu’une assertion du type « Vx€ E P(x) » est vraie alors pour chaque x de E
il faut montrer que P(x) est vraie. Par contre pour montrer que cette assertion est fausse alors
il suffit de trouver x € E tel que P(x) soit fausse. (Rappelez-vous la négation de « Vx € E  P(x) »

est «dx € E non P(x)»). Trouver un tel x c’est trouver un a lassertion « Vx €
E P(x)».
Exemple 5

Montrer que I'assertion suivante est fausse « Tout entier positif est somme de trois carrés ».
(Les carrés sont les 02, 12,22 32 . Par exemple 6 = 224+12+12)

Démonstration
Un contre-exemple est 7 : les carrés inférieurs a 7 sont 0, 1, 4 mais avec trois de ces nombres on
ne peut faire 7.

2.6. Récurrence

Le permet de montrer qu'une assertion P(n), dépendant de n, est
vraie pour tout n € N. La démonstration par récurrence se déroule en trois étapes : lors de
l'initialisation on prouve P(0). Pour I'étape d’hérédité, on suppose n =0 donné avec P(n) vraie,
et on démontre alors que 'assertion P(n + 1) au rang suivant est vraie. Enfin dans la conrclusion,
on rappelle que par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n € N.

A.AFAADAS
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Exemple 6

Montrer que pour tout n e N, 2" > n.

Démonstration
Pour n =0, notons P(n) 'assertion suivante :

2" >n.

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n = 0.

Initialisation. Pour n = 0 nous avons 2° = 1 > 0. Donc P(0) est vraie.

Hérédité. Fixons n = 0. Supposons que P(n) soit vraie. Nous allons montrer que P(n + 1) est
vraie.

>n+2" car par P(n) nous savons 2" > n,

>n+1 car2" = 1.

Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n = 0, c’est-a-dire 2" > n pour
tout n=0.

Remarques :

- La rédaction d’'une récurrence est assez rigide. Respectez scrupuleusement la rédaction
proposée : donnez un nom a ’assertion que vous souhaitez montrer (ici P(n)), respectez les
trois étapes (méme si souvent I'étape d’initialisation est tres facile). En particulier méditez
et conservez la premiére ligne de I'hérédité « Fixons n = 0. Supposons que P(n) soit vraie.
Nous allons montrer que P(n + 1) est vraie. »

— Si on doit démontrer qu'une propriété est vraie pour tout n = ng, alors on commence I'initia-
lisation au rang ny.

— Le principe de récurrence est basé sur la construction de N. En effet un des axiomes pour
définir N est le suivant : «Soit A une partie de N qui contient O et telle que si n € A alors
n+1eA. Alors A =N»,

Exercice

1. (Raisonnement direct) Soient a,b € R,.. Montrer que si a < b alors a < % <betas

vab <b.

2. (Cas par cas) Montrer que pour tout n € N, n(n + 1) est divisible par 2 (distinguer les n
pairs des n impairs).

3. (Contraposée ou absurde) Soient a,b € Z. Montrer que si b # 0 alors a + bV2 ¢ Q. (On

utilisera que v2 ¢ Q.)

(Absurde) Soit n € N*. Montrer que vn2+1 n'est pas un entier.

(Contre-exemple) Est-ce que pour tout xe Ronax <2 = x2 <47?

(Récurrence) Montrer que pour tout n=1,1+2+---+n= %

NS ok

(Récurrence) Fixons un réel x = 0. Montrer que pour tout entier n =1, (1+x)" =1+ nx.

A.AFAADAS
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Exercices de logique

Exercice 1 Ecrire les contraposées des implications suivantes et les démontrer. n est un entier
naturel, x et y sont des nombres réels.

1. n premier = n = 2 ou n est impair ,
2.2y #£0=2#0ety#0,
Bxdy=(z+1)(y—1)#x-D(y+1).

Exercice 2 Ecrire les réponses aux questions suivantes, portant sur des entiers naturels, sous
la forme d’assertions mathématiques (écrites avec les symboles “V”, “et”, “ou”, “="  “&7) et
les prouver.

1. Le produit de deux nombres pairs est-il pair?
2. Le produit de deux nombres impairs est-il impair ?
3. Le produit d’un nombre pair et d’'un nombre impair est-il pair ou impair ?

4. Un nombre entier est-il pair si et seulement si son carré est pair?

Exercice 3 Soient les quatre assertions suivantes :
l.dzeR VyeR, z+y >0,
2. VeeR dyeR, z4+y >0,
3. 3z eR, VyeR, y?>>x,
4. Ve e R™ FJaeR™ |z <a=|2?<e

Les assertions 1, 2, 3 et 4 sont elles vraies ou fausses 7 Donner leurs négations.

Exercice 4 1. Soit n > 2 un entier. Montrer par I’absurde que, si n n’est pas premier, il
admet un diviseur premier p qui est inférieur ou égal a \/n .

2. A T'aide de ce critere, déterminer si les nombres 89, 167 et 191 sont premiers.
Exercice 5 Montrer que v/89 est irrationnel.
Exercice 6 Soit n € N. Montrer que soit 4 divise n?, soit 4 divise n? — 1.

Exercice 7 * Démontrer que pour tout n € N :
1. n® —n est divisible par 6 ,
2. n® — n est divisible par 30 ,
3. n” — n est divisible par 42 .

Indication : Pour 1, on peut factoriser n®> —n pour voir que ce nombre est multiple de 2 et de

3. Les cas 2 et 3 peuvent se traiter de facon analogue.

A.AFAADAS
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Exercice 8 Démontrer par récurrence que :
VneN-1{0,1,2,3}, n*<2".
Exercice 9 Pour n € N, on définit deux propriétés :
P, :3divise4" —1 et @, :3divised" +1.
1. Prouver que pour tout n € N, P, = P, et @, = Qpy1 -

2. Montrer que P, est vraie pour tout n € N .
3. Que penser, alors, de 'assertion : dngeN, VneN, n=>2ny=Q, 7

Correction dexercices de logique

Correction 1 1. n pair, n # 2 = n non premier. Démo : si n pair, n # 2 alors 2 divise n
et n n’est pas premier.

2. x=0o0uy=0= zy=0. Démo triviale.

3. (x+D)(y—1)=(x—-1)(y+1)=2z=y.Démo :si (r+1)(y —1) = (xr — 1)(y + 1) alors
en développant —z +y =2 —y, d'ou 2y = 2z, x = y.

Correction 2 1. Oui. n,m pairs = nm pair. Démo : 3i,n = 2i donc nm = 2(im) est pair.

2. Oui. n,m impairs = nm impair. Démo : 3,5, n = 2i + 1, m = 25 + 1 donc nm =
2(2ij +i+ j) + 1 est impair (ou par contraposée).

3. Pair. (n pair, m impair) = nm pair (cf 1).

4. Oui. n pair < n? pair. Démo : si n pair alors n? = n X n est pair par 1) (sens =); Sin
impair alors n? est impair par 2), ce qui donne le sens < par contraposée.

Correction 3 1. Faux. Négation : Vx € R,Jy € R,z +y < 0 (démo : soit € R, on prend
y=—x).
2. Vrai (démo : y = —x + 1). Négation : Iz e R,Vy € R,z +y < 0.
3. Vrai (démo : soit x = —1, Vy € R,y* > —1). Négation : Vo € R,Jy € R,y < z.
4. Vrai (démo : a = y/z € R™). Négation : 3 € R™* Va € R™ dz € R, |z| < a et |2?] > e.
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Correction 4 1. Soit m non premier. Supposons que n n’a pas de diviseur premier p < /n.
n non premier = da,b > 2, n = ab. Tout nombre x > 2 a un diviseur premier < x. Si
a < /noub < /n, cela donne une contradiction. Donc a > /n et b > +/n, ce qui
implique n > n, absurde. D’ou le résultat.

2. /89 ~9.4. 89 n’est pas divisible par 2,3,5 ou 7, donc 89 est premier.
e /167 ~ 12.9. 167 n’est pas divisible par 2,3,5,7,11 donc 167 est premier.
e /191 ~ 13.8. 191 n’est pas divisible par 2,3,5,7,11, 13 donc 191 est premier.

Correction 5 Raisonnement par ’absurde. Supposons que /89 = § avec p, q premiers entre

eux. Alors 89¢% = p*. 89 est premier (exo 4) donc 89 divise p : il existe k, p = 89k. Donc
q* = 89k? et 89 divise ¢q. C’est une contradiction donc v/89 est irrationnel.

Correction 6 Sin = 2k (pair) alors 4 divise n? = 4k?. Si n = 2k + 1 (impair) alors 4 divise
n?—1=4(k*+ k).

Correction 7 n® —n = n(n? —1). n pair = n® — n multiple de 2. n impair = n? — 1 pair et
n3 — n multiple de 2.

n multiple de 3 = n® — n multiple de 3. n = 3k + 1 = n? — 1 = 3(3k? + 2k) multiple de 3.
n =3k +2 = n?—1=3(3k? + 4k) multiple de 3. Dans les 3 cas, n® — n est multiple de 3.

n3 — n est divisible par 2 et 3 qui sont premiers entre eux donc n® — n est divisible par 6.

Correction 8 Initialisation : pour n = 4, 42 = 16 = 2.

Hérédité : on suppose n? < 2" avec n = 4. n > 2 donc 2n < n x n, donc 2n < n? — 1. Dol
(n+1)2=n2+2n+1<n?+n? <227 =27 est la propriété au rang n + 1.

Conclusion : Vn € N,n > 4, n? < 2",

Correction 9 1. Si P, est vraie alors 4" — 1 = 4(4" — 1) + 3 est un multiple de 3 donc
P,y est vraie. Si @, est vraie alors 4" + 1 = 4(4™ + 1) — 3 est un multiple de 3 donc
Qn.1 est vraie.

2. Initialisation : 4° — 1 = 0 donc Py est vraie. Hérédité : question 1). Conclusion : P, est
vraie pour tout n € N.

3. C’est faux. Preuve par I'absurde : Si @, est vraie alors (4™ + 1) 4 (4™ — 1) = 4™ est un
multiple de 3 a cause de P,, et (),,. Or le seul nombre premier qui divise 4™ est 2, donc
c’est absurde et ), est fausse.
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Chapitre 2

Généralités sur les fonctions numeriques

|. Parité et périodicité d'une fonction
1) Fonctions paires
Définition 1.

Soit D un intervalle ou une réunion d'intervalles de R . On dit que D est symétrique par
rapport a zéro ou que D est centré en zéro, si et seulement si :

pour tout X €ER: [x €D ssi —xE€D |

Exemples.

R, R\[0} , [-m;,+n] | R\{=1;+1} sontsymétriques par rapport a zéro.
R\{—1} | [1 ;+oo[ ne sont pas symétriques par rapport a zéro.

Définition 2.

Soit D un intervalle ou une réunion d'intervalles IR et f une fonction définie sur D.
On dit que /" est paire lorsque les 2 conditions suivantes sont vérifiées :

1°) le domaine de définition D est symétrique par rapport a zéro ;
2°) et pour tout x€D :[ f(-x)=/(x) ]

Théoréme 1

Dans un repére orthogonal (ou orthonormé), la
courbe représentatative d'une fonction paire est
symétrique par rapport a l'axe des ordonnées.

Exemple :(mod¢le)

La fonction carrée x—x> définie sur R est

\
S

une fonction paire car R est symétrique par
rapport a zéro et g)our tout 2xEIR :
f=x)=(=x)=x"=f(x)

Définition 3.

Soit D un intervalle ou une réunion d'intervalles IR et /" une fonction définie sur D.
On dit que /" est impaire lorsque les 2 conditions suivantes sont vérifiées :

1°) le domaine de définition D est symétrique par rapport a z€ro ;

2°) etpour tout x€D :[ f(-x)=—f(x) ]
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Théoréme 2 Lo

Dans un repere orthogonal (ou orthonormé), 1) |
la courbe représentatative d'une fonction |
paire est symétrique par rapport a l'origine :
O du repere. !

X

Exemple :(modé¢le)

La fonction cube x—x’ définie sur R est
une fonction impaire car

D/= R est symétrique par rapporta zéroet W_ __ __ ] i)
pour tout x€R :

f(=x)=(=x)=-x"==f(x)

Remarque : Si une fonction est paire ou impaire, on réduit le domaine d'étude a la

partie positive de Dy. La courbe de f peut alors se construire par symétrie par rapport
a l'axe des ordonnées ou par rapport a l'origine O du repére.

3) Fonctions périodiques

Définition 4.

Soit D un intervalle ou une réunion d'intervalles de IR et / une fonction définie sur
D et TE€R unnombre réel donné. On dit que /* est périodique de période T lorsque
les 2 conditions suivantes sont vérifiées :

1°) Pour tout x€R :[ x€D ssi x+T€D ]

2°) etpour tout x€D :[ f(x+T)=f(x) ]

Remarque : Pour construire la courbe d'une fonction périodique f'de période 7 €R,

on construit (une portion de) la courbe sur un intervalle de longueur T, puis on
duplique indéfiniment cette portion a droite et a gauche.

On dit qu'on a réduit le domaine d'é¢tude a un intervalle de longueur T de D

Exemple.

Pour construire sur R la fonction périodique de periode T = 2 et definie pour
x€[—1;+1] par: f(x)=1—x", il suffit de construire la courbe de f'sur un

intervalle de longueur une période, ici [—1;+1] , puis dupliquer indéfiniment.
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période T

Il. Fonctions trigonométriques
1) Rappels et définitions
Dans un repere orthonormé (O ; I, J ) du plan, soit M un point quelconque du cercle

trigonométrique C(O; 1) tel que la mesure en radians de 1'angle orienté (5? , O_ﬁ)
soit égale a x radians. On dit que M est le point associé a x sur le cercle C(O; 1).

Définition 1.

Dans un repére orthonormé (O, i, ;) du plan, soit x un nombre réel et M le point
associ¢ a x sur C(O; 1). Alors

— le cosinus de x, noté cos x, désigne l'abscisse du point M ;

— le sinus de x, noté sin x, désigne 1'ordonnée du point M.

On définit ainsi deux fonctions, cos et sin sur IR comme suit :

cos: R—R et sin: R—=R
YT 4 Axe des

angles

X=x+LK2n
I{EZ
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2) Propriétés
Propriété 1
Les fonctions cosinus et sinus sont définies sur tout IR . De plus :

— Pour tout x€R : cos (—x) = cos x. Donc la fonction cosinus est paire.
— Pour tout x€R :sin (—x) = —sin x. Donc la fonction sinus est impaire.

Par conséquent, dans un repére orthonormé (O, i, _j) du plan,

— La courbe de la fonction cosinus est symétrique par rapport a l'axes des
ordonnées. Donc, on peut réduire son intervalle d'étude a [0, +oo]

— La courbe de la fonction sinus est symétrigue par rapport a l'origine O du
repére. Donc, on peut aussi réduire son intervalle d'étude a [0, +oo

¥y T Axe des
angles
________ M x
COS X A
cos(—x); ]I x
sin(—x) *r:*‘_ —————— * 5
WK 1 s W

Soit M un point quelconque du cercle trigonométrique tel que la mesure de 'angle
orienté soit égale a x radians. On peut lui associer une famille de

nombres réels de la forme , , qui correspondent au méme point M
du cercle trigonométrique.

Propriété 2

Les fonctions cosinus et sinus sont périodiques de période T =27
— Pourtout x€R : cos(x+2m)=cosx
— Pourtout x€R : sin(x+2m)=sinx .

En effet; les nombres xet x+k2m , k€Z |, correspondent au méme point M du
cercle trigonométrique. Donc x et x+k2Tt ont exactement le méme cosinus en
abscisse et le méme sinus en ordonnée.

- -

Par conséquent, dans un repére orthonormé (O, i, ;) du plan, on peut réduire

l'intervalle d'étude des fonctions cosinus et sinus a un intervalle de longueur
T=2T .Parexemple, D=[-Tt,+1]
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III) Les oprérations sur les fonctions

1) Comparaison de fonctions

Définition 3 :On dit que deux fonction f et ¢ sont égales si et seulement
si:

> Elles ont méme ensemble de définition : D = Dg
= Pour tout x € Dy, f(x) = g(x)

Exemple :

Les fonction f et ¢ définies respectivement par :

x—1 vx—1
=33 o s =Y

Sont-elles égales ?

Déterminons leur ensemble de définition :

+3
Pour g, on doit avoir: x —1 > O et x +3 > 0, ce qui donne Dy = [1; 40|

. .. X
Pour f, on doit avoir :

> 0, ce qui donne Dy =] — o0; =3[U[1; 09|

Onadonc: Df # Dy. Les fonction ne sont donc pas égales.

On remarquera cependant que sur [1;+oo[, ona f(x) = g(x)

Définition : Soit I un intervalle et soient f et ¢ deux fonctions définies

au moins sur . On dit que :

> f est inférieure a g sur I lorsque : f(x) < g(x) pour tout x € I. On note :
f<gsurl.

o> f est positive sur I lorsque : f(x) > 0 pour tout x € I. Onnote : f > 0 sur
I

> f est majorée sur I lorsqu’il existe un réel M tel que: f(x) < M pour tout
xel

> f est minorée sur I lorsqu’il existe un réel m tel que : m < f(x) pour tout
x el

> f estbornée sur I lorsqu'il existe des réels M et m telsque : m < f(x) < M
pour tout x € I. (f est majorée et minorée)

Remarque : La relation d’ordre pour les fonctions n’est pas totale car deux
fonctions ne sont pas toujours comparables.

On considere les fonctions f et ¢ définies sur Rpar: f(x) = x etg (x) = x2.

On a par exemple :
1 (1) 1 1
MORIORIO

2<22 & f(2)<g2
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Exemple : Soit la fonction f définie sur R par : f (x) = x(1 — x). Démontrer que f
est majorée sur IR.

On met la fonction sous la forme canonique :

RTS8

La parabole représentant f est tournée vers le bas et son sommet a pour or-

donnée i La fonction f est donc majorée sur IR.

Exemple : Montrer que la fonction g définie sur R par g(x) =4 sin x — 3 est
bornée.

On a pour tout x € R:

-1 <sinx <1

—4 <4sinx <4
—7<4sinx—3<1
—7<g(x) <1

g est donc bornée sur R.

’ Interprétations graphiques

M FS

~ ]
T Y

m m
f majorée fminorée

/

f bornée

Propriéte : Si f une fonction monotone sur un intervalle I = [4; b] alors f est

bornée.

Démonstration : Supposons que f est croissante sur [4; b] (le cas f décrois-sante
se traite de facon analogue).

Soit x € [4;b], onaalors:a < x < b, comme f est croissante, elle conserve
la relation d’ordre, d’otx : f(a) < f(x) < f(b). On peut prendre m = f(a) et
M = f(b), f est donc bornée.
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2)Variations d’une fonction

Définition : Soit I un intervalle (ouvert ou fermé, borné ou non)

Soit f une fonction définie au moins sur I. On dit que :

> f est croissante sur I si, et seulement si :
pour tousuetvdel: v>u= f(v) > f(u)

> f est décroissante sur I si, et seulement si :
pourtousuetvdel: v>u= f(v) < f(u)

> f est monotone sur I si, et seulement si :
f est croissante sur I ou décroissante sur I.

Remarque : On dit qu'une fonction craoissante conserve la relation
d’ordre et qu'une fonction décroissante inverse la relation d’ordre.

Nous verrons au chapitre suivant que la fonction dérivée est I'instrument qui
permet de déterminer les variations d"une fonction.

2) Résolution graphique

Soit la fonction f définie sur [—1,8;2,9] par : f(x) = 3x* —4x> — 12x%2 + 15
dont la représentation se trouve a la page suivante :

1) Déterminer le tableau de variation de la fonction f

2) Résoudre les équations suivantes :
a) f(x)=0 b) f(x) =13

3) D’une fagon générale donner le nombre et le signe des solutions de 1’équation
f(x) = m ott m est un réel quelconque.

4) Résoudre les inéquations suivantes :
a) f(x) <0 b) f(x) > 13
5) Résoudre I'équation f(x) = 3x
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30

25

20

W

1) On obtient le tableau de variation suivant :

x |.s 5| 0 2 2,9

31 15 29
) \ / \ /
10 =1

2) a) f(x) = 0: on cherche les abscisses des points d’intersection de la courbe
avec ’axe des abscisses, on obtient donc :

x~1,1 Xy~ 2,6

b) f(x) = 13: on cherche les abscisses des points d’intersection de la courbe
avec la droite y = 13, on obtient donc :

x1~—1,3 xy ~ —0,4 x3~0,4 x4 ~ 2,75
3) f(x) = m: on cherche les abscisses des points d’intersection de la courbe avec
la droite y = m, on obtient donc suivant les valeurs de m :
> Sim < —17 :I'équation n’a pas de solution
> Sim = —17 :1'équation admet une solution (positive)

> Si —17 < m < 10 : I'équation admet deux solutions (2 positives)
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> Sim = 10 : I'équation admet 3 solutions (1 négative et 2 positives)

> 5110 < m < 15: I"équation admet 4 solutions (2 négatives et 2 positives)
> Sim = 15 :I'équation admet 3 solutions (1 négative, 1 nulle et 1 positive)
> Sim > 15 :1"équation admet 2 solutions (1 négative et 1 positive)

4) a) f(x) < 0:On cherche les abscisses des points de la courbe qui sont sur ou
en dessous de la droite des abscisses, on a donc :

S =11,1;2,6]

b) f(x) > 13 : On cherche les abscisses des points de la courbe qui sont au
dessus de la droite d’équation y = 13, on a donc:

S=[-1,8-1,3[U] —0,4;0,4[U]2,75;2,9]
5) f(x) = 3x : On cherche les abscisses des points d’intersection de la courbe
avec la droite d’équation y = 3x. On trace donc sur le graphique cette droite

puis on lit les solutions :
x1~0,9 Xo~2,7

4) Composée de deux fonctions
Définition

Lorsqu’on applique deux fonctions successivement, on parle de composition
de fonctions ou de composée de deux fonctions. On peut alors faire le schéma
suivant :

f 8
¥ ——ry=fx) ——z=g) =glf(x)] = g0 fx)
Soit Dy et Dy les ensembles de définition des fonctions f et g.

f(D f) : représente I'image de I'ensemble de définition de f par la fonction f.
Pour pouvoir appliquer ensuite la fonction g, il est nécessaire que cet ensemble
soit inclut dans Dy : f (Dy) C Dy

Vx € Dy ondoitavoir f(x) € Dy

Exemple : : Soit les deux fonctions f et ¢ définies par : f
(x) =3x+4onadonc: Df=R

1
g(x) = P onadonc: Dy =R — {1}

Comme la fonction f est une bijection de R sur IR, f (Dy) n’est pas inclus dans
Dg. 1l faut donc réduire Dy.

On doit enlever la valeur de x tel que : f(x) = —1

3x+4=-1 & x:—g

On a alors I'ensemble de définition de la composée : Dgor = R — {— Z}
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Définition : Soit 2 fonctions f et gavec f(Dy)C D.

On appelle fonction composée de f par g, la fonction notée : g o f telle que :

gof(x) =glf(x)]

Remarque :La composée de deux fonctions n’est pas commutative c-a-d  gof diferent de fog

Exemple : Soit les fonctions f et ¢ définies par
f(x)=x—2 et g(x)=4x+3

Les deux fonctions étant définies sur IR, les fonctions g o f et f o ¢ sont définies
sur R.Ona:

gof(x)=g(x—2)=4(x—2)+3=4x-5
fog(x)=f(M4x+3)=4x+3)—-2=4x+1

Application

1) Soit les deux fonctions suivantes f et ¢ définies par :

f(x) et g(x)=23x

T x+1
Calculer g o f(x) et f o g(x) apres avoir précisé les ensembles de définition.

On détermine Dy = R — {—1} et D¢ = R

Comme la fonction g est définie sur R, D¢or = Dy, ona alors :

gOKﬂzg( 1) >

x+1) x+1
Pour f o g, on doit enlever la valeur : g(x) = —1, soit 3x = —1 et donc
1
X = —5
Do =R—{ =11 et Fog(x) = f(3x) = —
fos = 3 s\ = 3y +1

Il est nécessaire de déterminer I’ensemble de définition avant de calculer la
composée de deux fonctions comme nous allons le voir sur cet exemple.

2) f et g sont les fonctions définies par :

_x+3
Cox+1

X
x+2

f(x) et g(x)=
Onposeh = go f.

a) Trouver I'ensemble de définition de / et calculer explicitement /(x).
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x+3
3x +5
Les fonction £ et k sont-elles égales ?

b) La fonction k est définie par k(x) =

a) OnaDf=R—{-1}etDg =R~ {-2}.

On doit donc enlever la valeur telle que f(x) = —2, ce qui donne :
x+3 _ 5
x+1
X+3=-2x-2
3x = -5
y— 2
-3
5
Onadonc Dy, =R — {——;—1}
3 x+3
(XT3 x+1
h(")—g(x+1> BRI
x+1

on multiplie numérateur et dénominateur par x + 1

x+3 x+3

T X+3+2x+2 3x+5

b) Dy = R — —g} Les fonctions ne sont pas égales car elles n’ont pas le

méme ensemble de définition

Il peut étre intéressant de décomposer une fonction en fonctions élémen-
taires pour connaitre ses variations

3) Exprimer les fonctions suivantes a I’aide de fonctions élémentaires.

fi(x) = 3x1_ ] folx) = Vx+3 fa(x) =3y/x+4

Pour la fonction f1, on pose f; = ho g, onaalors:
g(x)=3x—1 et h(x)= %

Pour la fonction f;, on pose f, = ho g, onaalors:
g(x)=x+3 et h(x)=+/x

Pour la fonction f3, on pose f3 = ho g, ona alors:

g(x) =+/x et h(x)=3x+4
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5) Variations d’une fonction composée

Théoréme : Soitune fonction f définie sur un intervalle I et une fonction

g définie sur f(I).

> Si f et ¢ ont méme variation respectivement sur I et f(I) alors la fonction
g o f est croissante sur I.

> Si f et ¢ ont des variations opposés respectivement sur I et f(I) alors la
fonction g o f est décroissante sur I.

Démonstration : Nous ferons la démonstration pour une fonction f croissante
sur ] et une fonction g décroissante sur f (I).

On sait que f est décroissante sur I, donc dans I :
si u<wv alors f(u)< f(v)
On sait que g est décroissante sur f(I), donc dans f(I) :
si f(u) < f(o) alors glf(u)] > glf(o)
On a donc dans I :
si u<v alors gof(u)>gof(v)

La fonction g o f est décroissante sur I

Exemple : Soit la fonction h définie sur | — co; 1] par h(x) = /1 —x

1) Décomposer h en deux fonctions élémentaires.
2) Déterminer les variations de /.

1) La fonction h se décompose en g o f, on a alors :

f)=1-x et g(x)=x

2) On sait que la fonction :

o> f est décroissante sur | — 00; 1] et f(] — o0;1]) = [0; +00]
> g est croissante sur [0; +-oo[
d’apres le théoreme des fonctions composées, h est décroissante sur | — oo; 1]

On a alors le tableau de variation suivant :

X - 00 -1

+ 00

h(x)
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Exercices

JExercice 1
Soit f la fonction définie par : f(X) = cos(zX)
1) Etudier la parité de la fonction f
2) Montrer que: VxeR f(x+2)= f(x)
3) Déduire que la fonction f est périodique

Soit f la fonction numérique définie par
f(x) =[x-1+|x+1
1) Etudier la parité de la fonction f
2) Vérifierque vx e R f(x) =2
3) Reésoudre I’équation f (x) = 2 et deduire une valeur
minimale de la fonction § sur R

Soit f lafonction définie sur R par: f(x)=x2+x
1) Ecrire f(x) sous forme canonique

2) Vérifierque vx e R ; f(x)z—l
4

3) Reésoudre I’équation f (x) = _1 et deduire une
4

valeur minimale de la fonction f sur R

Soit f la fonction définie par : f(x) = x/4— x2
1) Déterminer D, .
2) Etudier la parité de la fonction f .
3) Déterminer le signe de (f(x))?—4 et déduire que la
fonction f admet une valeur maximale sur D, .
J+x-1
X

Soit f la fonction définie par : f(x) =

1) Déterminer D,
1

1+x+1

3) Montrer que f est décroissante sur D,

4) Montrerque Vxe D, 0< f(x)<1
5) Calculer f(—1) estdéduire que 1 est une valeur
maximale de la fonction f sur D,

Exercice 6

Soit f et g deux fonctions definies par: f (x) =+vx—1
X

Et —
90 X+ 2

1) Deéterminer D et D,

2) Veérifierque vxe D, f(x)=

2) Donner I’expression de (f o g)(x) pour tout X € Dy

Ecrire la fonction f sous forme de la composée de deux
fonctions u et v dans les cas suivants :

1) f(x)=+1-2x 2) f(x)=(2x+1)2

3) f(x):—|x|_2 4) f(x)=2Vx2+3
x| +3
Soient f et g deux fonctions définies par :
2
f(x)=3x—5 et g(x) = 22 +1
x2+1
1) Montrerque: vx e R ; g(x) =1+ x2
x2+1
2) Montrerque:vx e R ; g(x)=2— x2
X2 +1

Et déduireque: vxeR;1< g(x) <2
3) Lafonction f est-elle bornéesur R ?
4) Montrer que la fonction go f est bornée sur R
5) Montrerque: vxeR ; —2<(go f)(x) <1

Exercice 9

1) Soit la fonction f définie sur R"par: f(X) =x2+2x
a. Déterminer la monotonie de la fonction f sur R™
b. Montrerque VxeR" ; f(x) >0

2) Soit g la fonction définie sur R par : g(x) =141+ x
a. Déterminer la monotonie de la fonction g sur R*
b. Montrerque VxeR"* ;g(x)=>0.

3) Calculer (f og)(x)et(go f)(X); VxeR".

4) Représenter dans la méme repere orthonormé (C .) et C,)

Et la droite d’eéquation y = x .

Exercice 10

Soit la fonction f définie sur R par: f(X) =2c0SX— X
1) a) montrer pour tout xde | =[0;7] -z -2< f(x)<2
b) étudier la monotonie de la fonction X = cos x sur

Iintervalle 1 .
c) déduire la monotonie de la fonction f .

2) Onpose: g(x) = f (4x)
Etudier la monotonie de la fonction g sur I’intervalle [o-f}
"4
3) On pose : h(x) = (2cos X — x)?
a. Determiner une fonction u verifianth =uo f .

b. Déterminer la monotonie de sur [05]
"4
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Chapitre 3

Barycentre dans le plan

On se place dans le plan ou dans I’espace.

I/ Barycentre de deux points
a) Définition

— Théoréme et définition
Soient A et B deux points quelconques, a et 3 deux réels.

il iatgvetiolie et
Il existe un unique point G du plan tel que aGA+GGB = 0 si et seulement si a+ 5 # 0.

Ce point est appelé barycentre du systéme de points pondérés (A, a); (B, 3). On note
G = Bar {(A,a); (B, 5)}.

— Démonstration
Quels que soient o et 3 :
— — — — P — — — — —
aGA 4+ BGB = 0 <= aGA +[(GA+ AB)= 0 < aGA + fGA + AB = 0

—

< (a+ B)GA = —BAB <= (a + B)AG = BAB

— —_—
1/ Si o+ B # 0 alors I"équation équivaut & AG = AB.

a+
Le point G existe et est unique.

’ . ’ . \ = -
2/ Si o+ 8 = 0 alors ’équation équivaut & SAB = 0.
Cette n’équation n’admet pas de solution si A # B et 8 # 0 et en admet une

infinité si A = B ou 5 = 0. \

Ezemple : Deux points A et B étant donnés, placer G = Bar{(A4,2);(B,1)}.
G =Bar{(4,2);(B,1)}
—_— — —
<~ 2GA+GB =0
—_— = —— —
<~ 2GA+GA+AB =0
— —
< 3AG = AB

e
Q
oy,

— 1—
— AG = gAB
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b) Propriétés
Dans tout le paragraphe, A et B sont deux points quelconques, a et 3 deux réels tels que
a+pf#0et G=DBar{(4,a);(B,0)}
Homogénéité

— Propriété

Soit k un réel. Si k # 0 alors G = Bar {(4, ka) ; (B, kpB)}. I

— Démonstration
Sik # 0 alors :
— —
G =Bar{(4,a);(B,0)} <= aGA + fGB =

— —
0

—
<— kaGA + kBGB =

—
0

— — —
<= k(aGA + GB) =k0

< G =Bar{(A4,ka);(B,kB)} \

Ezemple : Démontrer que l’on peut exprimer G comme barycentre de A et B de telle fagon que la somme

des coefficients soit égale a 1.
Si G = Bar{(A4, «a);(B,3)} alors G = Bar { (A, a—iﬂa) ; (B, Flﬁﬂ) } car o+ 3 # 0.

OnaainsiG—Bar{<A, @ >;<B7 B >}avec @ + B =1
a+p a

Position du barycentre

— Propriété
Si A et B sont distincts alors G € (AB). Autrement dit, A, B et G sont alignés.
Si, de plus, « et 5 sont de méme signe alors G € [AB].

— Démonstration

— — —
G =Bar{(4,a);(B,f)} <= aGA+pGB = 0
— —=

Les vecteurs GA et GB sont donc colinéaires et G, A et B sont alignés.

De plus, on a obtenu au cours de la premieére démonstration le résultat suivant :

— 68 —-—
AG = AB

a+f
or si a et 0 sont de méme signe alors - f_ 3 est positif et inférieur a 1.
Ainsi G € [AB].
— Propriété

Réciproquement, si A # B, tout point de la droite (AB) est le barycentre de A et B
affectés de coefficients bien choisis.

— Démonstration
—_— —_—

Si M € (AB) alors AM et AB sont colinéaires donc il existe un réel k tel que
—— —
AM = EkAB.
On a alors :

— —_— — — — —

AM =kAB <= AM —kAB = 0 <= AM — k(AM + MB)= 0

= AM — kAM — kMB = 0 <= (k—1)MA —kMB = 0 \

|

De plus, k—1—k=—17#0donc M =Bar{(A,k—1);(B,—k)}.
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Isobarycentre

Propriété
Si a = 3, alors G est appelé isobarycentre de A et B. G est alors le milieu du segment
[AB].

Démonstration immédiate

Réduction vectorielle

— Propriété
Quel que soit le point M, aMA + MB = (a+ 3)MG. I

— Démonstration
Quel que soit le point M,

— —_— = — — — —
aMA +MB =a(MG +GA)+ (MG +GB) =aMG + aGA + MG + GB

(8%
— (0 + B)MG + aGA + BGB = (a + B)MG
v J
=0

Ezemple : Soit G = Bar{(A,2);(B,5)}. Exprimer AG en fonction de AB.
— — —_— 5—
L’égalité précédente pour M = A donne 5AB = TAG. On a donc AG = ?AB.

c) Coordonnées du barycentre

— Propriété
Soit (O;7,77") un repére du plan. Soit A(xa;y4) et B(zs;ys).
Si G = Bar {(Av CE) ) (Bvﬁ)} alors G (OATA + ﬁxB. aya + ByB)

Y
a+p a+p
Dans un repere de I’espace, il suffit de faire le méme calcul sur la troisieme coordonnée.

— Démonstration
—— —— =1
Quel que soit le point M, on a aMA + BMB = (a+ f)MG.
Cette égalité est donc valable en particulier pour M = O.

— — — = o — 6 ==
On a donc aOA + OB = (o + 3)OG soit OG = ——0A + OB
a4+ a4+
, A TA , ~5 B
Les coordonnées de OA sont (y ) et les coordonnées de OB sont Y
A B

o Ta+ B8 T ara+Bxrp
On en déduit que les coordonnées de OG' sont (O“;B A O‘Eﬁ B) = < ayj‘j;gyB .

oy + Ly e

a+BYA T atp a+

Ezemple : Dans un repére du plan, on a A(3; —2) et B(—1;4). Déterminer les coordonnées de G barycentre

de (A,2); (B, 3).

On a:
xG:Qxa:A+3><a:B:2><3+3><(—1):g
243 5 5
_2><yA+3><yB_2X(*2)+3X4_8
e = 2+3 - 5 =5

2 8
Ainsi 2.2
1ns1G( ; )
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II/ Barycentre de trois points

Les définitions et propriétés du paragraphe précédent s’étendent au cas de trois points

pondérés.

a) Définition

— Théoréeme et définition
Soient A, B et C trois points quelconques, «, 3 et v trois réels.

— — — —
Il existe un unique point G du plan tel que aGA + 6GB +~vGC = 0 si et seulement
sia+ B+~ #0.
Ce point est appelé barycentre du systeme de points pondérés (A4, a); (B, ); (C,v). On
note G = Bar {(4, ) ; (B, 3);(C,7)}

Démonstration
|_Quels que soient «, B et y :
— — — — — — —
aGA + GB +vGC = 0 <= aGA + 3(GA + AB) + v(GA +
— — — —
< aGA + GA + BAB +vGA +~
— — —
<— (a+ [ +v)GA = —-FBAB —~AC
— — —
< (a+ [+ v)AG = AB +~AC
1/ Si a+ B+~ # 0 alors ’équation équivaut a

——

) =

Al &l

Vel B = gl
AG = AB + A
a+fB+y at+pB+y
Le point G existe et est unique.
— — =
2/ Si o+ B+~ = 0 alors I"équation équivaut a BAB +~AC = 0.
— — =
Cette n’équation n’admet pas de solution si FAB + yAC # 0 et en admet

— —
une infinité si GAB +vyAC = 0. \

b) Associativité du barycentre

Propriété
Soient A, B et C trois points, a, § et y trois réels tels que a + 5 +v # 0 et a4+ 3 # 0.
Si { G = Bar {(A7a) ; (Baﬁ) ; (077)}

H =Bar{(4,0);(B,5)}

alors G =Bar{(H,a+ 3);(C,v)}
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Démonstration
|_Supposons e { €= Bar{(4.0):(B.0)5(C.))
H = Bar {(4,a);(B,8)}
On a alors :

(a + B)GH +~GC = oGH + BGH +~GC = aGA + aAH + 3GB + $BH +~+GC
— — — — —_— =
aGA + 86GB +~vGC +aAH + 8BH = 0

— —

=0 =0

G =Bar{(H,a+ );(C,y)} \

Ezemple : Trois points A, B et C' étant donnés, placer G = Bar{(A,1);(B,1)(C,2)}.

Conclusion :

Posons H = Bar{(A,1);(B,1)}. H est donc le mi-
lieu de [AB].

D’apres la propriété d’associativité,

G =Bar{(H,2);(C,2)}.

G est donc le milieu de [CH].

B
c) Propriétés

Dans tout le paragraphe, A, B et C sont trois points quelconques, a, 3 et  trois réels tels
que a+f+v#0et G=Bar{(4,a);(B,0);(C,v)}
Homogénéité

— Propriété

Soit k un réel. Si k # 0 alors G = Bar {(A4, ka) ; (B, kpB) ; (C, kv)}.

— Démonstration

Si k #£ 0 alors :
G =Bar{(4,0);(B,5);(C,7)} < aGA + 8GB +~GC = 0
— — —
<= k(aGA + fGB +~1GC) =k

—

— — —
<~ kaGA 4+ kBGB + kvGC = 0
C

<= G = Bar {(4,ka); (B,kpB); (C, ky)} \

—
0

Position du barycentre

— Propriété
Si A, B et C ne sont pas alignés alors G € (ABC). Autrement dit, A, B, C et G sont
coplanaires.

— Démonstration
. . —
G =Bar{(4,a);(B,0);(C,v)} <= aGA + fGB +~vGC = 0
— — —
Les vecteurs GA, GB et GC sont donc coplanaires. Ainsi les points A, B, C et G \

sont coplanaires.
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— Propriété

Réciproquement, si A, B et C' ne sont pas alignés, alors tout point du plan (ABC') est
le barycentre de A, B et C affectés de coefficients bien choisis.

— Démonstration
Si M € (ABC) alors il existe des réels k et k' tel que :

— — —
AM = kAB + K AC = kAM + kMB + K AM + K MC
On a alors (1 — k — K)MA + kMB + K'MC = 0 \

donc M =Bar{(A,1 -k —K');(B,k);(C,K)}.

Isobarycentre

— Propriété

Si a = =, alors G est appelé isobarycentre de A, B et C. G est alors le centre de
gravité du triangle ABC.

— Démonstration

Soient I le milieu de [BC] et J le milieu de [AC].

On a alors I = Bar {(B,1);(C,1)} et J =Bar{(4,1);(C,1)}.

D’apres la propriété d’associativité, on a, d’une part, G = Bar {(1,2); (A, 1)} donc

G € (AI) et, d’autre part, G = Bar {(J,2);(B,1)} donc G € (BJ).

G appartient donc a deux médianes de ABC. \

G est le centre de gravité de ABC.

Réduction vectorielle

— Propriété

Quel que soit le point M, aMA + fMB +~yMC = (a+ [+ ~v)MG. I

— Démonstration
Quel que soit le point M,

aMA + BMB +~MC = (MG + GA) + B(MG + GB) + (MG + GC)
— — — — — —
= aMG + aGA + BMG + BGB + MG ++GC

— — — —

=(a+8+7)MG + aGA + GB +~vGC

—

=0

= (a+ B +~)MG

d) Coordonnées du barycentre

Propriété

Soit (O;7,77") un repére du plan. Soit A(xa;y4), B(xp;ys) et C(zc;yo)-

Si G = Bar {(4,0); (B, 8); (C,7)} alors G (O‘“ s ¥ v, ayat Bus WC)
a+f+y a+B+y
Dans un repere de I’espace, il suffit de faire le méme calcul sur la troisieme coordonnée.

La démonstration est identique au cas de deux points.

A.AFAADAS 30 a.afaadas@gmail.com




Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

Ezemple : Dans un repére du plan, on a A(2;—1), B(0;3) et C(—2;0). Déterminer les coordonnées de G
barycentre de (A,1);(B,3);(C, —-2).

On a:
. 7$A+3X$B—2X$c72+3X0—2><(—2)73
¢ = 1+3-2 - 2 -
_ya+3Xyp—2xyc —1+3x3-2x0

4

1+3-2 2
Ainsi G(3;4)

III/ Barycentre d’un nombre quelconque de points Toutes les

définitions et propriétés précédentes se généralisent a n points pondérés.
— Soient Ay, As,..., A, n points et ay,ao,...,a, n réels.
S s — —
Il existe un unique point G tel que a1GA; + aoGAs + - -+ a,GA, = 0 siet seulement
sia; +as+---an #0.
Ce point est appelé barycentre des n points pondérés (Aj, a1); (A2, a2);...; (An,an).
— Regle d’associativité :
Pour trouver le barycentre G, de n points, lorsque n > 3, on peut remplacer p points,
pris parmi les n points, par leur barycentre (s’il existe) affecté de la somme de leurs
coefficients.
— Soit k # 0.
G = Bar(Al, al), (AQ, CLQ), ey (An, an) — G = Bar(Al, kal), (AQ, ,ICCLQ), cey (An, k:an)
Autrement dit, on ne change pas le barycentre en changeant les coefficients par des
coefficients proportionnels.
— Sia; =ay=---=ay, # 0 alors G est appelé isobarycentre des n points Ay, As, ..., An.
— Pour tout point M,
— — — —_—
ayMA; +aaMAy +---+a,MA, = (a1 +a2+ -+ a,) MG
— Dans un repere, le barycentre de n points pondérés a pour coordonnées la moyenne des
coordonnées des n points pondérés par les n coefficients.
Dans le cas d’un repére du plan, on obtient :
a1xA, +a2T A, + -+ apTa,
ay+ax+---+ay
a1yYA, + G2y, + -+ anya,
ai+ax+---+ay

TG —

Ye =
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Exercices
Introduction et barycentres de deux points.
Exercice 1.

On considére un triangle-ABC.-On appelle | le milieu de [BC].

2AlI =AB + AC PP [BC]
Démontrer que
Exercice 2.
A et B sont deux points distincts. N est le point défini par la relation NA = —%@ .

1) Démontrer que les vecteurs AB et AN sont colinéaires.
2) Placer le point N sur une figure.
3) Exprimer N comme barycentre des points A et B.

Exercice 3.
ABCD est un parallélogramme de centre O. Les points M et N sont tels que :
3AM-2AB=0 (1) et CD +3DN =0 ).

1) Exprimer AM en fonction de AB en utilisant (1). Placer M.
2) Trouver les réels o et B pour que M soit barycentre des points pondérés (A, a) et (B, B).

3) Exprimer CN en fonction de CD en utilisant (2). Placer N.
4) Trouver les réels o’ et B * pour que N soit barycentre des points ponderés (C, o.”) et (D, B ).
5) Justifier que le quadrilatere NCMA est un parallélogramme et que O est le milieu de [MN].

Exercice 4.
B est le milieu de [AC].
Démontrer que le barycentre de (A, 1) (C, 3) est confondu avec celui de (B, 2) (C, 2).

Exercice 5.

Une balance est constituée d’'une masse M et d’un plateau fixé a I’extrémité d’une tige. Pour peser une
masse m, le vendeur place, a une position précise, un crochet sur la tige. Cette balance a I’avantage, pour
le commercant, de ne pas manipuler plusieurs masses.

1) Pour chacun des cas suivants, ou faut-il fixer le crochet G sur le segment [AB] pour réaliser
1I’équilibre ? (M = 2 kg)

A B A B

M M

2) Le point G est tel que AG = %ﬁ. Quelle est la masse m pesée ? (Données : M = 2 kg)
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Exercice 6.
Soit ABC un triangle isocele en A tel que BC =8 cm et BA =5 cm. Soit | le milieu de [BC].

1) Placer le point F tel que BF = —BA et montrer que F est le barycentre des points A et B pondérés par
des réels que I’on déterminera.
2) P étant un point du plan, réduire (en justifiant) chacune des sommes suivantes :
1pE+1pC
2 2
—PA +2PB
2PB — 2PA
3) Déterminer et représenter 1’ensemble des points M du plan vérifiant :
1ve+imc
2 2
4) et représenter I’ensemble des points N du plan vérifiant :

NG + NC] - [2 N6 - 2NA |

- | A+ 2iE)|

Barycentres de trois points et plus.

Exercice 7. Le centre de gravité comme isobarycentre.
ABC est un triangle, A’ est le milieu de [BC]. On se propose de de démontrer la proprlete

« G est le centre de gravité du trlangle ABC » équivaut a « GA +GB +GC =0 ».
1) Quelle égalité vectorielle entre GA et GA' caractérise le centre de gravité G ?
2) a) Prouver que GB + GC = 2GA'.

b) En déduire la propriété énoncée au début de I’exercice.

3) a) Quelle interprétation cette propriété peut-on donner en physique ?

b) Traduire I’égalité GA +GB + GC =0 en terme de barycentre.

Exercice 8.

Soit ABCD un carré et K le barycentre des points pondérés (A, 2), (B, - 1), (C, 2) et (D, 1).
On note | le barycentre des points pondérés (A, 2), (B, — 1) et J celui de (C, 2) et (D, 1).

1) Placer | et J en justifiant.

2) Réduire I’écriture des vecteurs suivants : 2 KA - KB et 2KC +KD .

En déduire que K est le barycentre de (I, 1) et (J, 3).

3) Placer K en justifiant.

Exercice 9.
On considere un triangle ABC et I’on désigne par G le barycentre de (A, 1), (B, 4) et (C, — 3).
1) Construire le barycentre | de (B, 4) et (C, — 3).

2) Démontrer que GA + GI = 0. En déduire la position de G sur (Al).
Exercice 10.

ABC est un triangle. On note G le barycentre de (A, 2), (B, 1) et (C, 1). Le but de I’exercice est de
déterminer la position précise du point G.

1) Soit | le milieu de [BC]. Démontrer que GB +GC = 2GlI .
2) En déduire que G est le barycentre de A et | munis de coefficients que 1’on précisera.
3) Conclure.
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Exercice 11.

1) Placer dans un repere les points A (1, 2), B(—3,4) et C (- 2, 5).
Soit G le barycentre des points pondérés (A, 3), (B, 2) et (C, — 4).
2) Quelles sont les coordonnées de G ? Placer G.

3) La droite (BG) passe t-elle par I’origine du repére ? Justifier.

Exercice 12.
ABC est un triangle. Soit G le barycentre de (A, 1), (B, 3) et (C, — 3).
Démontrer que les droites (AG) et (BC) sont paralléles.

Exercice 13.

ABC est un triangle. On considere le barycentre A’ de (B, 2) et (C, — 3), le barycentre B’ de (A, 5) et
(C, —3) ainsi que le barycentre C’ de (A, 5) et (B, 2).

Démontrer que les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont concourantes.

Indication : on pourra considérer le barycentre G de (A, 5), (B, 2) et (C, — 3).

Exercice 14.
ABC est un triangle de centre de gravite G.
On définit les points P, Q, R, S, U, V par :

— 1= — 22— — 1l — 2 — ] — 2
AP=-AB  AQ=-AB s AR =-AC ' AS=3AC ' BU=-BC » BV =-BC
3 3 3 3 3

1) Démontrer que P est le barycentre de (A, 2) et (B, 1) et que V est barycentre de (C, 2) et (B, 1).
2) En déduire que G est le milieu de [PV].

3) On démontre, de méme, que G est le milieu de [RU] et de [SQ] (inutile de refaire les calculs).
Démontrer que RPUV est un parallélogramme.

Exercice 15.
Soit ABC un triangle et G un point verifiant :
Le point G est-il barycentre des points pondérés (A, 5), (B, 1) et (C, 3) ? Justlfler

AB - 4GA -2GB-3GC =0

Exercice 16.
ABCD est un carré.

1) Quel est I’ensemble E des points M du plan tels que Hzm ~MB+ Wé” =AB?
2) Représenter cet ensemble E.
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Exercice 17.
ABCD est un quadrilatere et G est le barycentre de (A, 1), (B, 1) (C, 3) (D, 3).
Construire le point G et expliquer votre construction.

Exercice 18.
Dans le triangle ABC, E est le milieu de [AB] et G est le barycentre de (A, — 2), (B, —2), (C, 15).
Démontrer que G, C, et E sont alignés.

Exercice 19.

ABCD est un quadrilatere. On note G son isobarycentre. Le but de cet exercice est de préciser la position
du point G.

1) On note | le milieu de [AC] et J le milieu de [BD]. Démontrer que G est le barycentre de | et J munis
de coefficients que 1’on précisera.

2) Conclure et faire une figure.

3) Si ABCD est un parallélogramme, préciser la position du point G.

Exercice 20.

ABC est le triangle donné ci-dessous. Y est le milieu de [BC].

1) Placer, en justifiant, le barycentre U de (A, 4) et (C, 1).

Puis placer le barycentre E de (A, 4) et (B, 1).

2) Soit G le barycentre de (A, 4), (B, 1) et (C, 1). Montrer que G est le barycentre de (E, 5) et (C, 1).
3) Démontrer que les droites (EC), (AY) et (BU) sont concourantes.
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Exercice 21.

ABCD est un quadrilatéere.

G est le centre de gravité du triangle ABC.

I et J sont les milieux respectifs de [AB] et [BC].
L est le barycentre de (A, 1) et (D, 3).

K est le barycentre de (C, 1) et (D, 3).

Le but de I’exercice est de démontrer que
les droites (1K), (JL) et (DG) sont concourantes.

Pour cela, on utilise le barycentre H de (A, 1), (B, 1), (C, 1) et (D, 3).

1) Placer en justifiant, les points L et K.

2) Démontrer que H est le barycentre de G et D munis de coefficients que 1’on précisera.
3) Démontrer que H est le barycentre de J et L munis de coefficients que 1’on précisera.
4) Démontrer que H est le barycentre de | et K munis de coefficients que 1’on précisera.
5) Conclure.

Exercice 22. La droite d’Euler.
On considere un triangle ABC et A’ le milieu de [BC]. On note O le centre du cercle circonscrit a ce

triangle. On considere le point H défini par OH = OA + OB +0OC [1].

1) Montrer que OB + OC = 20A" [2].

2) Déduire des deux relations [1] et [2] que AH = 20A'.

3) En déduire que H appartient a la hauteur issue de A dans le triangle ABC.

On admet, que de la méme maniere, on peut demontrer que le point H appartient aux deux autres
hauteurs du triangle ABC.

4) Reconnaitre le point H.

5) Soit G le centre de gravite du triangle ABC.

Montrer que O, G et H sont alignés et que OH =30G .

Barycentres dans I’espace.

Exercice 23.

Pour cet exercice, une figure est recommandée.

ABCDE est une pyramide a base carrée BCDE.

Soit G I’isobarycentre de A, B, C, D et E.

On note O le centre du carrée BCDE (c’est-a-dire 1’intersection des diagonales (CE) et (BD)).

1) Démontrer que O est I’isobarycentre de BCDE.

2) Démontrer que G est le barycentre de (O, 4) et (A, 1).

3) Soit G; le centre de gravité du triangle ABE et | le milieu de [CD]. Démontrer que G € (G I).

Exercice 24.

Pour cet exercice, une figure est recommandée.

ABCD est un tétraedre et G est le barycentre de (A, 4), (B, 1), (C, 1) et (D, 1).

On note H le centre de gravité du triangle BCD (c’est-a-dire H est I’isobarycentre de B, C, D).
1) Démontrer que G est le barycentre de (H, 3) et (A, 4).

2) Situer le point G sur la droite (AH).
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Correction des exercices

Introduction et barycentres de deux points.
Exercice 1.

On considére un triangle ABC. On appelle | le milieu de [BC]. Démontrons que 2 Al = AB + AC .
AB+AC = Al +IB+Al + 1B =2Al+ B+ IC = 2Al .

—

0

Exercice 2. A et B sont deux points distincts. N est le point défini par la relation NA = —%@.

1) Démontrons que les vecteurs AB et AN sont colinéaires. Exprimons AN en fonction AB :

- 1_.

1— — 1 — — 11— 1 — 1
NA=-—NB < NA=—E(NA+AB) © NA=--NA-ZAB < NA+ NA=-_AB

& 3NA--1AB o 2AN-1AB & AN-12B.
2 2 2 2 3
2) Pour placer le point N, on divise le segment [AB] en trois parties égales et on place N...

3) Comme NA = —%ﬂi alors NA + %@ =0 donc N est le barycentre de (A, 1) et (B, 1).
2

Ou encore 2NA + NB = 0 alors N est le barycentre de (A, 2) et (B, 1).

Exercice 3. ABCD est un parallélogramme de centre O. Les points M et N sont tels que :
3AM -2AB=0 (1) et CD +3DN =0 ).
1) Exprimons AM en fonction de AB en utilisant (1).

. . . R — — 2R .
3AM -2AB=0 < 3AM=2AB oAM= §AB . Ce qui permet de placer M.

2) Comme 3AM —2AB =0 alors 3AM — 2(AM + MB)=0 puis 3AM — 2AM — 2MB =0

Donc AM —2MB =0 et MA+2MB=0.

Ainsi o =1et B =2 pour que M soit barycentre des points pondérés (A, o) et (B, B).

3) Exprimons CN en fonction de CD en utilisant ().

CD+3DN=0 < CD+3(DC+CN)=0 < CD+3DC+3CN=0 < CD-3CD+3CN =0
& -2CD+3CN=0 < 3CN=2CD < Nzgﬁj.

_ —

4) Comme CD +3DN =0 alors (CN + ND )+ 3DN =0 donc CN —DN +3DN =0 et CN + 2DN =0,
donc NC +2ND =0.
Ainsi o’ =1et B’ =2 pour que N soit barycentre des points pondérés (C, a’) et (D, B°).

N C
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5) Justifions que le quadrilatere NCMA est un parallélogramme et que O est le milieu de [MN].

- _ —_ 2 RN

AM=§AB et CN=§5 donc m=§£=—§co=—ﬁ=ﬁ.

Comme AM = NC alors NCMA est un parallélogramme. Les diagonales [MN] et [AC] ont le méme
milieu. Comme O est le milieu de [AC] alors O est aussi le milieu de [MN].

Exercice 4. B est le milieu de [AC]. Démontrons que le barycentre G de (A, 1) (C, 3) est le barycentre H
de (B, 2) (C, 2). Comme G est le barycentre de (A, 1) et (C, 3) alors GA +3GC =0 (*).

Donc GA +3(GA + AC)=0 puis 4GA +3AC = 0 soit 3AC = 4AG d’ou %A—C:E.

Comme H est le barycentre de (B, 2) et (C, 2) alors 2HB +2HC =0 (H est le milieu de [BC]).
Donc 2(fA + AB)+ 2 fIA + AC =0 puis 4HA +2AB + 2AC =0 donc 4HA +3AC =0 et

%Ezm.Comme %A—C?E et %Te:ﬁ alors AG = AH .

Autre solution.
Comme H est le barycentre de (B, 2) (C, 2), alors H est le milieu de [BC], donc BH = %ﬁ".

Comme G est le barycentre de (A, 1) et (C, 3) alors GA +3GC =0, puis GB + BA + 3(GE + BC) = 0,

donc 4GB + 2BC + BC + BA = 0, donc 4GB + 2BC = 0 puis 4BG = 2BC et BG = ~BC.
ﬁ_/ 2
0
Donc BH = %B_C) =BG, les points G et H sont confondus.

Exercice 5. Une balance est constituée d’une masse M et d’un plateau fixé a I’extrémité d’une tige. Pour
peser une masse m, le vendeur place, a une position précise, un crochet sur la tige. Cette balance a
I’avantage, pour le commercant, de ne pas manipuler plusieurs masses.

1) Pour chacun des cas suivants, ou faut-il fixer le crochet G sur le segment [AB] pour réaliser
I’équilibre ? (M = 2 kg)

A B A B

m
m+M

AB.

D’apres le principe des leviers M GB+mGA =0 donc AG =
Donc 2GB +3GA =0 puis AG = gﬁ (situation 1, m=3et M = 2).

Donc 2GB +5GA =0 puis AG = ;ﬁ (situation 2, m=5et M = 2).

2) Le point G est tel que AG = %ﬁ. Quelle est la masse m pesee ? (Données : M = 2 kg)
Ezgﬁ & Ezé(ﬁ+@) & 3AG=2AG+2GB < GA-+2GB=0

& 2GA +4GB =0. D’apres le principe des leviers(M@+ MmGA = 6) onadoncm=4,
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Exercice 6. Soit ABC un triangle isocéle en A tel que BC =8 cm et BA =5 cm, I le milieu de [BC].
1) Comme BF = -BA (ou BF = AB ), B est le milieu de [AF].
Donc BF + BA = 0 puis BF + BF + FA = 0 et 2BF + FA = 0 soit 2BF — AF =0.

On en déduit que F_ bar {E ij
1 -1

2

F

2) P étant un point du plan, réduire (en justifiant) chacune des sommes suivantes :

l— 11— 1, —= — 1= . o .
EPB + EPC = E(PB +PC )= EPI (identité du parallélogramme).

1 -1
2PB-2PA = 2PB +2AP = 2AP + 2PB = 2(AP + PB )= 2AB.
3) Déterminons 1’ensemble des points M du plan vérifiant :

| — 1 — § —  —
~MB+_MC =H— MA+2MBH.

Donc HWIH = Hﬁ” (d’apres ce qui précede).
L’ensemble des points M vérifiant cette relation est donc la médiatrice de [IF].
4) Déterminons I’ensemble des points N du plan vérifiant :
[NB +NC| = [2NB - 2NA].
Donc HZﬁfu = Hzﬁ” d’apres la question 2).
L’ensemble des points M est le cercle de centre I et de rayon AB.

Barycentres de trois points et plus.

Exercice 7. Le centre de gravité comme isobarycentre.
ABC est un triangle, A’ est le milieu de [BC]. On se propose de démontrer la propriété :

« G est le centre de gravité du triangle ABC » équivaut a « GA +GB +GC =0 ».
1) L’égalité vectorielle 2GA' = —-GA caractérise le centre de gravité G.
2) a) Prouvons que GB +GC =2GA'.

GB+GC=GA'+A'B+GA' +A'C=2GA'+ A'B+A'C = 2GA'.
%f—

b) On en déduit la propriété énoncée au début de l’exercice :

GB+GC=2GA <& UGBFGC=-GA o GA1GB+GC=0-
3) a) Un trlangle est tenu en équilibre sur une pointe a condition que celle-ci soit au centre de gravité.

b) GA +GB+GC =0 < Gest I’isobarycentre des points A, B, C
< @G est barycentre des points (A, 1) (B, 1) (C, 1).
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Exercice 8. ABCD est un carré et K le barycentre des points pondérés (A, 2), (B, — 1), (C, 2) (D, 1).
1) I est le barycentre des points pondérés (A, 2), (B, — 1)
2[A-1B=0 « 2IA-(IA+AB)=0 <& 2IA-IA-AB=0¢ IA-AB=0

AB=1A © AB=-AI.Ce qui permet de placer le point I (A est le milieu de [IB]).
J est le barycentre des points pondérés (C, 2) et (D, 1)

2JC+ID=0 o 2JC+JC+CD=0¢ 3JC+CD=0¢ 3CI=CD c_J':%c_D'.

Ce qui permet de placer le point J.
2) Réduisons I’écriture des vecteurs suivants : 2KA KB et 2KC + KD .

2KA -KB = KI carlestle barycentre des points pondérés (A, 2), (B, — 1).

2KC+KD =3KJ carJestle barycentre des points pondérés (C, 2) et (D, 1)
Comme K est le barycentre des points pondérés (A, 2), (B, — 1), (C, 2) (D, 1) alors
2KA KB + 2KC + KD O donc KI +3KJ 0

KI 3KJ
Ainsi K est le barycentre de (I, 1) et (J, 3).
3) Pour construire le point K, on place d’abord I (sachant que I est le symétrique de B par rapport a A)

. - == . o
puis on place J (sachant que CJ = gCD ). Pour finir on utilise :
KI+3KI=0 < KI+3(KI+1U)=0< KI+3KI+30=-0c 4KI+30=0
e — 3= : :
4IK =310 < IK :ZU , ce qui permet de placer le point K.

La methode est a retenir :

Pour placer le barycentre de 4 points (A, a), (B, B), (C, v)(D, 9):

On construit d’abord I le barycentre de (A, a) (B, B) et J le barycentre de (C, v) (D, 9).

Puis on construit K le barycentre de (I, a + B)et (J, v + 9).

Exercice 9. On désigne par G le barycentre de (A, 1), (B, 4) et (C, — 3).

1) I est le barycentre des points (B, 4) et (C, — 3) donc 4IB-3IC=0 puis 41B - 3(@ +BC)=0.

Donc 41B—31B—3BC =0 et IB—3BC =0 d’ot Bl =3CB.

Cette relation permet de construire le point I sans probleme.

2) G est le barycentre des points (A, 1), (B, 4) et (C, — 3) donc par associativité du barycentre G est aussi

barycentre des points (A, 1) et (I, 1). Cela entraine que GA +GI=0.

Autrement dit, G est le milieu de [AI].

Exercice 10. ABC est un triangle. On note G le barycentre de (A, 2), (B, 1) et (C, 1). Le but de
I’exercice est de déterminer la position précise du point G.

1) Soit I le milieu de [BC], on a GB+GC =Gl +IB+GI+I1B=2Gl+IB+IB=2GI.

—

0

e

2) G le barycentre des points (A, 2), (B, 1) et (C, 1) donc 2GA + GB + GC = 0.

Comme GB + GC = 2GI , on a donc 2GA +2GIl = 0. Ainsi G est barycentre des points (A, 2) et (I, 2).
3) Ceci montre que G est le milieu de [Al].

Autre raisonnement possible : I le milieu de [BC] donc I est le barycentre des points (B, 1) et (C, 1).
Comme G est le barycentre des points (A, 2), (B, 1) et (C, 1), on en déduit par associativité du
barycentre, que G est barycentre des points (A, 2) et (I, 2). Donc G est le milieu de [AI].
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Exercice 11. c!
O S IS S N NS S
D Placons dans un repére les : v 4 : L R
points A (1,2),B(=3,4)et --t--2-- oo b oo
C(-2,5). Ca AL
___________ LR RS SRR R SR
o 5
__________ e R AR T EET EPT EEE REE R
___________ | R T I LR
""""" S L

Soit G le barycentre des points pondérés (A, 3), (B, 2) et (C, —4).
2) Les coordonnées de G sont données par les formules :
XG:3XA+2XB—4XC ot yG=3yA+2yB_4yC,
3+2-4 3+2-4
3X1+2%(=3)—4x(-2 +2x4—
- () 74%(2) 5 cig=5 of g, =3X2+2x4-4x%5
3+2-4 3424

On place alors le point G.

=6+8-20=-6.

G

— (=3 — 5 — .
3)Ona OB [ A ] et OG [ 6} . Les vecteurs OB et OG ne sont donc pas colinéaires.

Les points O, B et g ne sont pas alignés et la droite (BG) ne passe pas par I’origine du repere.

Exercice 12. ABC est un triangle. Soit G le barycentre de (A, 1), (B, 3) et (C, — 3).
Comme G est barycentre des points (A, 1), (B, 3) et (C, — 3) alors GA +3GB -3GC =0.
Donc GA +3CG +3GB =0 puis (ﬁ+3(@+(§3’)‘=6 soit GA +3CB =0 et AG =3CB .

Ceci montre que les vecteurs AG et CB sont colinéaires. Donc les droites (AG) et (BC) sont parall¢les.

Exercice 13. ABC est un triangle. On considere le barycentre A’ de (B, 2) et (C, — 3), le barycentre B’
de (A, 5) et (C, — 3) ainsi que le barycentre C’ de (A, 5) et (B, 2).

= Considérons G le barycentre des points (A, 5), (B, 2) et (C, — 3). Comme A’ est le barycentre des
points (B, 2) et (C, — 3), par associativité du barycentre, G est aussi le barycentre des points (A, 5) et
(A’,—1). Ceci prouve que les points A, G et A’ sont alignés.

= G est le barycentre des points (A, 5), (B, 2) et (C, — 3). Comme B’ est le barycentre des points (A, 5) et
(C, —3), par associativité du barycentre, G est aussi le barycentre des points (B’, 2) et (B, 2). Ceci
prouve que les points B, G et B’ sont alignés.

= G est le barycentre des points (A, 5), (B, 2) et (C, — 3). Comme C’ est le barycentre des points (A, 5) et
(B, 2), par associativité du barycentre, G est aussi le barycentre des points (C’, 7) et (C, — 3). Ceci
prouve que les points B, G et B’ sont alignés. Donc les droites (AA”), (BB’) et (CC’) sont concourantes.
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Exercice 14. ABC est un triangle de centre de gravité G.
On définit les points P, Q, R, S, U, V par :

— = = 22— — ] == 22— — | — 2
AP=—AB, AQ=-AB, AR=—AC, AS=7AC, BU=—-BC, BV =-BC
3 3 3 3 3

—_l= — s = = - P AlB
1) AP ngB donc 3AP = AB et 3AP = AP + PB puis 2AP + BP =0, donc §=bar {?‘TJ

— 2 — —_— —_— _— _ — —_ —_ _— — -
BV ZEBC donc 3BV =2BC et 3BV =2(BV + VC ) puis BV =2VC et 2VC + VB = 0. Donc

v
3 2|1

G A |B|C P A|B A" C|B .
2)Ona —=bar | —|—|— |. Comme —=bar| —|— | et —=bar | —|— |, I’associativit¢ du
6 2122 3 211 3 21

barycentre donne % = bar [2‘%} . On en déduit que G est le milieu de [PV].

3) On démontre, de méme, que G est le milieu de [RU] et de [SQ] (inutile de refaire les calculs).
G est le milieu de [RU] et de [PV] donc RPUV est un parallélogramme.

Exercice 15. Soit ABC un triangle et G un point vérifiant : AB -4GA —2GB -3GC =0.
Ona AB—4GA —2GB —3GC = 0 donc AG +GB —4GA —2GB -3GC =0.
Ainsi ~ SGA ~GB ~3GC ~0 et SGA +GB +3GC = done &= bar [gﬁ‘g)
Donc le point G est le barycentre des points pondérés (A, 5), (B, 1) et (C, 3).
Exercice 16. ABCD est un carré.
A|B

1) Notons G bar [—
2 2

%J, on a, pour tout point M du plan 2MA -MB+MC=2MG .

_—

Donc HZMA ~MB + MCH —AB © Hz ﬁ” - AB © Hﬁ” - AZ—B.
L’ensemble E des points M du plan tels que HZ MA - MB + M—CH = AB est donc le cercle de centre G et

AB
de rayon -
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2) Représentons cet ensemble E.

Pour construire G, on commence par construire G’ le
barycentre des points (A, 2) et (B, — 1).

Puis par associativité du barycentre, g est le barycentre des G
points (G’, 1) et (C, 1) donc le milieu de [CG’].

Exercice 17. ABCD est un quadrilatere et G est le barycentre de (A, 1), (B, 1) (C, 3) (D, 3).

Plusieurs constructions sont possibles. Par exemple, on construit le milieu | de [AB] qui est le barycentre
de (A, 1) et (B, 1). Puis on construit le milieu J de [CD] qui est le barycentre de (C, 3) et (D, 3). Par
associativité du barycentre, le point G est alors le barycentre de (1, 2) et (J, 6). Donc le point G Vérifie la

relation 2GI +6GJ = 0 soit GI +3(Gl + 13 )=0 puis 4Gl +31J=0 et 4I1G = 31J d’ou Ez%l_j.

Ceci permet de placer le point G sans difficulté.

Exercice 18.

Dans le triangle ABC, E est le milieu de [AB] et G est le barycentre de (A, —2), (B, — 2), (C, 15).
Comme E est le milieu de [AB], ¢’est le barycentre de (A, — 2), (B, — 2). Par associativité du barycentre,
G est alors le barycentre de (E, — 4) et (C, 15). Ceci montre que les points G, C, et E sont alignés.

Exercice 19. ABCD est un quadrilatére. On note G son isobarycentre. Le but de cet exercice est de
préciser la position du point G.

1) On note | le milieu de [AC] et J le milieu de [BD]. | est le barycentre de (A, 1) et (C, 1) tandis que J
est le barycentre de (B, 1) et (D, 1). On en déduit par associativité du barycentre que G, barycentre de
(A1), B, 1), (C,1), (D, 1) estaussi le barycentre de (I, 2) et (J, 2). Autrement dit, G est le milieu de [1J].
2) La figure ne présente aucune difficulté, on construit I, J et G qui sont les milieux des segments [AC],
[BD] et [1]].

3) Si ABCD est un parallélogramme, [AC] et [BD] se coupent en leur milieu et donc d’aprés ce qui
précede les points | et J sont confondus. Le point G, milieu de [1J] est alors confondu avec | et J. G est
donc le centre du parallélogramme.

Exercice 20. ABC est le triangle donné ci-dessous. Y est le milieu de [BC].
1) Le barycentre U de (A, 4) et (C, 1) vérifie la relation 4UA + UC =0 soit 4UC + 4CA +UC =0.

Donc 5UC + 4CA =0 et 4CA =5CU puis CU = ga. Ceci permet de placer le point U.

Le barycentre E de (A, 4) et (B, 1) vérifie la relation 4EA + EB = 0 soit 4EB +4BA +EB = 0.
Donc 5EB +4BA =0 et 5BE = 4BA d’oul BE = gﬁ . Ceci permet de placer le point E.

2) Soit G le barycentre de (A, 4), (B, 1) et (C, 1). Comme E est le barycentre de (A, 4) et (B, 1), on a par
associativité que G est le barycentre de (E, 5) et (C, 1).

3) = Comme G est le barycentre de (E, 5) et (C, 1)

alors les points G, E, C sont alignés.
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» Comme Y est le milieu de [BC], Y est aussi le
barycentre de (B, 1) et (C, 1).

G est barycentre de (A, 4), (B, 1) et (C, 1), par
associativité du barycentre, G est aussi le
barycentre de (A, 4) et (Y, 2). Ceci prouve que les
points A, Y et G sont alignés.

= Comme G est le barycentre de (A, 4), (B, 1), (C,
1) et que U est le barycentre de (A, 4) et (C, 1), par
associativité G est le barycentre de (B, 1) et (U, 5).
Donc les points G, B, U sont alignés.

= On peut donc dire que les droites (EC), (AY) et
(BU) sont concourantes en G.

Exercice 21.

ABCD est un quadrilatere.

G est le centre de gravité du triangle ABC.

| et J sont les milieux respectifs de [AB] et [BC].
L est le barycentre de (A, 1) et (D, 3).

K est le barycentre de (C, 1) et (D, 3).

Le but de I’exercice est de démontrer que
les droites (IK), (JL) et (DG) sont concourantes.

Pour cela, on utilise le barycentre H de (A, 1), (B, 1), (C, 1) et (D, 3).
1) Placons en justifiant, les points L et K.
11 suffit de voir que AL = %ﬁ et CK = %5.

2) Démontrons que H est le barycentre de G et D munis de coefficients que 1’on précisera.

s . A|B
Comme G est la centre de gravité du triangle ABC alors % = bar (T T‘%J :
A|B H A|B D R C e
Comme G bar | —|— ¢ t —=bar| —|— cb alors H_ bar ¢b d’apres I’associativité du
3 1111 6 111(1|3 6 313

barycentre. Donc H est le milieu de [GD].
3) Démontrons que H est le barycentre de J et L munis de coefficients que 1’on précisera.

H A|B D
Comme E=bar AD ,izbar B et — = bar ABICD alors E=bar Ly d’apres
4 1|3 2 1)1 6 1/1/1]|3 6 4|2

’associativité du barycentre. Donc H € (JL).
4) Démontrons que H est le barycentre de | et K munis de coefficients que I’on précisera.

H A|B D
Comme 5=bar cb ,lzbar AB et — = bar ABICID lors ﬂ=bar K1 d’apres
4 1|3 2 1)1 6 1113 6 412

’associativité du barycentre. Donc H € (IK).
5) Comme H appartient aux droites (1K), (JL) et (DG) alors elles sont concourantes en H.
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Chapitre 4

Analytique du produit scalaire

Dans tout le chapitre, @ et v désignent deux vecteurs du plan.
Une unité de longueur est fixée.

I/ Définition

— Définition
On appelle produit scalaire de @ et © le nombre réel noté @w.v et défini par :
— {HU)H X |V x cos (u;0) siuw # 0 et v # 0
u. v =

0 siw = Oouvzﬁ

. . — . A — 3 7 . —
Le produit scalaire d'un vecteur u’ par lui-méme (u’.u’) est appelé carré scalaire de u
—
et se note w 2.

Remarque : Le produit scalaire est donc une opération dont les arguments sont des vecteurs
et dont le résultat est réel.
Ezemple : Sur la figure ci-contre, le triangle OAB est équilatéral et OA = 2. B
Calculer . . v
Onal[@|=2 |T]=2et (@;7) =

T T
3
Ainsiﬁ.7:2x2xcos( ) 2 X

[\DI»—l

II/ Autres expressions du produit scalaire

a) Cas des vecteurs colinéaires

— Propriété

. —> —_ « s . N
— Si W et v sont colinéaires et de méme sens alors
— —>
vV =[x |V
. — — s .
— Si w et v sont colinéaires et de sens contraires alors

— — — —
w. v = —|u x|V

— Démonstration

~ Si W et ¥ sont colinéaires et de méme sens alors (u'; V") = 0
Ainsi, .0 = |W| x || V|| x cosO = | w|| x |||
~ Si W et ¥ sont colinéaires et de sens contraires, alors (u’; v’

Ainsi, 7.7 = |7 x |7 x cosm = — || 7| x |7 \
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Conséquences :
.= — o . A — — . — — ..
— Siw et v sont colinéaires et de méme sens alors . v > 0 et si v et v sont colinéaires
: — —
et sens contraires alors v . v < 0
. — — —
— Quel que soit le vecteur uw, u? = ||u||?

b) Avec des projetés orthogonaux

Propriété

Soient A, B, C' et D quatre points du plan.
_—_— — =
Si C' et D' sont les projeté orthogonaux de C' et D sur (AB) alors AB.CD = AB.C'D’

Démonstration
.,
|_Soit E le point tel que C'E = CD.
—— —— — — —
On a alors AB. CD AB.C'E = AB x C'E x cos(AB;C'E).
— — — ——
~ Si langle (AB C'E ) est droit alors cos(AB;C'E) = cos(AB;CD) = 0 donc
AB.CD = AB C'D/ N
— Si 'angle (AB CE ) est aigu alors AB et C'D’ sont colinéaires et de méme

CID/
sens et cos(AB C'E E)= OE
) [ CID/
Ainsi AB.CD = AB x C'E x oE — ABxC'D' = AB. C’D'

—_— > —_—
— Si Pangle (AB;C'E) est obtus alors AB et C'D' sont colinéaires et de sens
CIDI

.y —
contraires et cos(AB;C'E) = —
c'D

-y —
Gip = ABxC'D'=AB.C'D.

— ——
Ainsi AB.CD = —AB x C'E x

Ezemple : ABC' est un triangle isocéle en A tel que AB = 3 et BC =4. A
O est le milieu du segment [BC|. Calculer BA.BC et CA.BC.

Le projeté orthogonal de A sur (BC') est O donc 3

—_ = —_— =

BA.BC =BO.BC =BOxBC=2x3=6

Le projeté orthogonal de A sur (BC) est O donc

_—— — =

CA.BC =CO.BC =—-COxBC=-2x3=-6

~eQ

c) Dans un repére
Propriété
Soit (0; 7,7

)

un repére orthonormal du plan.

/
<§,> alors w.v =z’ +yy'.
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Démonstration
‘ Soit A le point tel que OA = u et B le point tel que OB = v'.

1/ Cas des vecteurs colinéaires.

ky
— —
— Si OA et O_Bi_)sqgt_}colinéaires et de méme sens alors k > 0 et OB = kOA.
Onﬂlors%.OB —0OAXxOB=kxOAx0OA=kOA2.
— Si OA et OB sont colinéaires et de méme sens contraire alors k < 0 et
OB = —kOA.
—_— —
On a alors OA.OB = —OAx OB =k x OA x OA = kOAZ?.
—_
Ainsi OA.OB = k(22 +y?) = kxx + kyy = x2’ +yy/

Il existe k tel que OB = kOA. Ainsi OB <kzaz>

2/ Cas des vecteurs quelconques.
Soit H le projeté orthogonal de B sur (OA). B
On a alors, d’apres ce qui précede, /
ﬁ.b_ﬁ:ﬂ.b—ﬁ:xxg—l—yy]{ !
En appliquant le théoreme de Pythagore dans les tri- ‘
angles OBH et ABH rectangles en H, on obtient :
H? =0B? - OH? = AB* - AH? A
ce qui nous donne :
2 +y? o —yh = (@~ )+ (y =)~ (@ —a2n)® — (y —yn)’
puis, en simplifiant :

0= —2xz’ —2yy + 22z + 2yyn
soit :
zry +yyn = z2’ 4+ yy'

—_—
On en déduit donc : OA.OB = xa2’ + yy'. \

Ezemple : Dans un repére orthonormal (0;7,7), © (g), v ( 3 ) et w (_2)

— — —>—>
Calculer w. v, w. W et v.wW.

w.v 6><3+3><( 1)=18-3=15
6x(—2)+3x2=-12+6=—6
3x(=2)+(-1)x2=—6-2=-8

el @l:
SL Sle

III/ Regles de calcul

— Propriété

:l
:

Quels que soient

0.7 =7.0=0
Y =0 (On dit que le produit scalaire est symétrique)
(U +W) =0+ et w.(kV) =k x (U.V)

w4 v.w et (kW)Y =kx (W.V)

— Démonstration

— Le premier résultat est une conséquence directe de la définition.
— —
— Le deuxiéme résultat est aussi une conséquence de la définition (cos(w’; v) = cos(v’; w)).
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/
— On se place dans un repeére orthonormal du plan et on pose u <z>, v <m ) et

"
w y//

/ "
Les coordonnées de v + w sont 3;, i v
On a ainsi, w.(v + W) = z(2’ + 2”) + y(y +y") = xa' + x2” + yy' + yy”.
De plus @. 0 + u.w = z2' + yy + xz” + yy".
Conclusion : w.(v + W) = w. v + w.w
k /
Les coordonnées de kv sont ( k:gj'

De plus k x (_> V) = k(xz’ + vy " = kxa' + kyy'

Conclusion u'.(k7") =k x (uW.0)
— Le quatrieme résultat se démontre en utilisant les deux précédents. \
Ezemple : W et U sont deuz vecteurs, simplifier (@ +0)>, (W —0) et (W +70). (W —7)

T+ =W+7).(T+0)=(0+70).7+(W+7).7

VAT W+ T W+ =420 T 4+
(W-0)V=w-7).T-7)=(v-0)7 - (v -7).7

=W - T WAV =T 20+

(T4+0) (T - =0 - WO+ -0 = -7"

IV/ Vecteurs orthogonaux
a) Définition

Définition
Les vecteurs @ et v sont orthogonaux si :

=0 ou? =0 ou (OA)L(OB)

b) Propriété

— Propriété
— — . .= =
Les vecteurs u’ et ©v” sont orthogonaux si et seulement si w. v = 0. I

— Démonstration

WU =0 ||W| x ||V x cos(u;0) =0

S ||w||=0o0u ||V] =0 ou cos(u’;

— Y — Y — —
cuw=0o0uv=0ou(u;v)=

& W et v sont orthogonaux

Ezemple : Dans un repére orthonormal (O; 7,7 ), on donne w (Z) , v < 6 >

Démontrer que W et U sont orthogonauz.
UV =6x644x(—9) =36 — 36 =0. Les vecteurs U et v sont donc orthogonaux.
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Chapitre 5

Applications du
produit scalaire

1/ Equations de droites
a) Définition
Définition

Un vecteur non nul 7 est dit normal & une droite d si la direction de 7" est orthogonale
a celle de d.

b) Propriétés

— Propriété

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O; 7, 7)

1/ Une droite de vecteur normal 7’ (Z) a une équation de la forme ax + by +c =0
avec ¢ € R.

2/ Etant donnés trois réels a, b et ¢ olt a et b ne sont pas nuls simultanément, 'en-
semble des points dont les coordonnées vérifient ax + by + ¢ = 0 est une droite de

vecteur normal 77’ <Z)

— Démonstration
1/ Soit d une droite de vecteur normal 7’ Z et soit A(zo;yo) € d.
Soit M (x;y), on a AM v
Y —%Yo
—
M(z;y) edeo AM. W =0< (x—xp)a+ (y —yo)b =0 & ax + by + ¢ = 0 avec

c = —axg — byp.
2/ Soit d 'ensemble des points M (x; y) tels que ax+by+c = 0 et soit A(x4,y4) € d.
M(z;y) edsar+by+c=0=azxq+bys+c
— T F -_—
Salx—24)+bly—ya) =0 TW.AM =0 AM 17 \

& M appartient & la droite passant par A et de vecteur normal 7.

Ezemple : Dans un repére orthonormal, on considére les points A(3; —1) et B(2;4). Déterminer une équa-
tion de la médiatrice m de [AB].

La médiatrice de [AB] est la droite perpendiculaire & (AB) passant par le milieu I de [AB].
On a AB (_51) donc une équation de m est de la forme —z 4 5y 4+ ¢ = 0.
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Deplus,[(§;§) € m donc f§+5>< ngc:Odonc c= —b.
Une équation dé'm est donc —x—?(—5y—5=0.

II ) Norme d’un vecteur.

, — —> ;. —> , ’ . —
Le réel w.u, noté u? est appelé carré scalaire de u

H —_— —
Si W =O0A, alors W.7w = OA x OA = OA? est un nombre positif.
Définition 3.2. La norme d'un vecteur u est le réel positif v w2 notée || ||

Propriétés (De la norme).

. — — ,
Sotent u et v deux vecteurs, o un réel.

i) || 7| =0 sietseulement si u = 0.
it) [law|| = |af x |||

iid) |[7 + V|| < [[]] + || 7]

111 ) Distance d’un point "a une droite.

Soit (D) une droite du plan. Soit A un point du plan, H son projeté orthogonal
sur (D).

Si M est un point quelconque de (D), AM? = AH?>+ HM?; donc AM? > AH?
c’est-a-dire AM > AH.

Ainsi la distance AH est le minimum des distances de A aux points de (D).

D’ou la définition suivante.

Définition Koit (D) une droite du plan. Soit A un point du plan, H son projet A
orthogonal sur (D).

Le nombre réel AH est appelé la distance du point A a la droite (D); on le
notera d(A, (D)).
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Théoreme . Le plan est muni d’un repere orthonormé d’origine O. Soient (D) une
droite d’équation ax + by 4+ ¢ =0 et A un point de coordonnées (x4, ya).

lax s + bya + ¢
Alors | d(A, (D)) = .
ors a4, (D) = 1 L2

|— Démonstration.

Le vecteur 7 (a, b) est normal & (D)

Puisque H appartient a (D), on a : axy + byy + ¢ = 0.

AH. % = (A0 + OH). W = AO.®W + OH®
= —ary —bys + axy + byy = —axs — bys — c.
—)é
|AH. 7| = | —aza —bya — ¢|.
— —
| AH || || 7 || |cos(AH, )| = |aza + bya + c.
— N
| AH || . || @ ||= |axa + bya + |.

AH — lax s + bya + ¢
= —
| 7| )
AH = d(A. (D)) lax s + bya + |

Remarque. Lorsque le vecteur 7 (a,b) est unitaire, alors
AH =d(A, (D)) = |axa + bya + | |.

Remarque.
Soit (D) une droite du plan de vecteur normal unitaire 7, et A un point du

plan.

Le réel
po(A) = AM. 7
est indépendant du choixr de M sur la droite (D).
En effet si H est la projeté orthogonal de A sur (D), on a :
—_— _, e — _
AM. 7w = (AH +HM). w =AH. 7.
On en déduit en outre, que \mﬁl = AH est la distance de A a (D).
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v/ Equations de cercles

a) Forme générale

Propriété

Soit (O; 7°,7") un repére orthonormal.
Une équation du cercle € de centre A(x4;ya) et de rayon R est

(. —2a)*+ (y —ya)® = R?

Démonstration
M(z;y) €6 < AM =R AM? = R? & (z —x24)%+ (y —ya)? = R%
Ezemple : Soit (0; 7, 7) un repére orthonormal.

Quelle est la nature de lensemble & des points M(z;y) tels que z° +y*> — 6z +2y+5=07?

Mzy)e & e’ +y° —6x+2y+5=02> -6z +1y°+2y+5=0
S @-3°-9+Wy+1)’-1+45=0 (@-3>+w+1)>=5

& est donc le cercle de centre C(3; —1) et de rayon /5.

b ) Representation parametrique d'un cercle

Soit I(a;b) un point du plan, (a,b€R), et r un réel strictement positif : on note C(I;r) le cercle de

centre I et derayon r. Soit M(x; y) un point du plan.

Définition : Le systéme

r = a-+rcost
y = b+rsint

est une représentation paramétrique du cercle C.
t est le paramétre.

b) Cercle de diameétre donné

Propriété

On considére deux points A et B du plan. Le cercle € de diametre [AB] est I’ensemble
e
des points M du plan tels que MA.MB = 0.

Démonstration

M=A
_—
Me¥<|ou M=B s MAMB =0.

ou AMB est un triangle rectangle en M

Ezemple : Soit (0;7,7) un repére orthonormal.
Déterminer une équation du cercle € de diamétre [AB] avec A(2;2) et B(6;—2).
. . % (2—= —0( 6—=x
Soit M(x;y). Ona MA (2 _ y) et MB (_2 B y).
—_—
M(z;y) €€ MAMB =06 (2—2)(6—2)+ (2—y)(-2—1y) =0
S12-8c+22—4—-2y+2y+9y*=0
Une équation de € est donc z? + 3> — 8z + 8 = 0.
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V) Position relative d'une droite et d'un cercle

Proposition s

Soit une droite A et un cercle C(Q2, R).

o Sid(Q2,R) > R, A et C ne se rencontrent pas.
o Sid(Q,R) < R, A et C ont exactement deux points communs.
o Sid(Q2,R) = R, A et C ont un seule point commun.

Démonstration. Soit H le projeté orthogonal de M sur A: d(2,A) = QH. Un point M € A
est sur € si, et seulement si QM? = R?. Par le théoréme de pythagore, on a:

QOM? = QH?* + HM? = d(Q, A)? + HM?,
et M appartient a C si, et seulement si
HM? = R? — d(Q,A)%
Il existe zéro, deux ou une solution a cette équation selon que le second membre est strictement
négatif, strictement positif ou nul. [ ]

Vocabulaire: Dans le dernier cas, A est dite tangente au cercle en H; elle est orthogonale
au rayon du cercle.
Regardons analytiquement ’équation d’une tangente:

Proposition
L’équation de la tangente au point de coordonnées (zg, o) du cercle d’équation

2?2 +y? — 2z —2by+¢=0

est:

zxo + yyo — al(z + x0) — b(y + v0) + ¢ = 0.

" Démonstration. La tangente est la droite passant par (zg,yo) et de vecteur normal QM. Le
centre € a pour coordonnées (a, b), ainsi le vecteur My a pour composante (zg — a,yo — b).
Sont équation est donc

(z — z0)(zo — @) + (¥ — yo) (%o — b) =0,
c’est-a-dire:
TTy — aT — Ty + azo + yyo — by — yg + byo = 0,
donc:
zTo + yyo — a(z + ) — b(y + yo) — T3 — Y3 + 2azg + 2byy = 0,

et compte tenu du fait que 'on a z2 + y2 — 2azg — 2byy + ¢ = 0, on obtient la formule de
I’énoncé.
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VI/ Longueurs et angles dans un triangle

a) Théoréme de la médiane

On considére deux points A et B du plan et I le milieu
de [AB]. Pour tout point M du plan, on a :

1
MA? + MB? =2M1I? + 5AB2

A I B

Démonstration
—_— =
MA2+M32 MAQJFMB2 (M1 +IA)2+(MI +1B)?

—_— —— -

— MI? +2MI 1A +IA2 + MI2+92MI.IB + IB?
=oM%+ 2MI.(IA +IB) + A + IB2

1
Or I est le milieu de [AB] donc I[A = IB = L AB done 142 = 182 = L a2
I 2 4
Deplus IA+IB = 0.
1 1
Ainsi MA? + MB? = 2M1? 4 2 x ZAB2 =2M1I? + §ABQ.

Exemple : ABC est un triangle tel que AB = 6, AC = 8 et BC' = 12. Calculer AI ou I est le milieu de
[BC].
D’aprés le théoréme de la médiane : AB? + AC? = 241 4+ = BC’2

On a donc 2472 = 62 + 8% — % x 122 = 28.
Ainsi AI = +/14.

b) Formules d’Al Kashi

— Propriété

On considére un triangle ABC'. On pose a = BC, b =
AC, c=AB, A = BAC B =ABC et C = ACB. On

a: R
a? = b% + ¢ — 2bccos(A)
b2 = a® + ¢ — 2accos(B)
c? = a® +b? — 2abcos(C)

B
— Demonstmtzon

—

BC? = BC? = (BA+ AC)* = BA®+2BA.AC + AC? = BA2+AC2 9AB A

-~

(A

Ainsi BC? = AB?+AC? -2 x AB x AC x COS(BAC) soit a? = b2 +c? — 2bccos

I;

Ezxemple : ABC' est un triangle tel que AC =9, AB =25 et A= g Calculer BC.
D’apres la formule d’Al Kashi :
BCQ:ABZ+A0272xABxACxcos(A):52+9272><5><9><cos(g) — 61
Ainsi BC = /61
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c) Aire d’un triangle

On considére un triangle ABC et on appelle S son aire. Avec les notations ci-dessus, on
a:

~

S = %bcsin(ﬁ) = %acsin(B) = %absin(é)

— Démonstration
Soit H le projeté orthogonal de C sur AB. On a

alors § = %AB x CH.
Si I'angle AAest aigu alors CH = AC sin(A).
Si langle A est obtus alors CH = ACsin(m —

PN -~

A) = AC'sin(A)
Dans tous les cas S = %AB x AC x sin(A). \ B

d) Formule des sinus

On considére un triangle ABC'. Avec les notations ci-dessus, on a :
a b c

—~

sin(4)  sin(B)  sin(C)

— Démonstration

1 ~ 1 1 ~
OnaS = §bcsin(A) = §acsin(B) = §absin(C)

25 sin(A) sin(B) sin(C)

~

donc he = . = 2 =

. . a b c

ainsi — = — = —. \
sin(A) sin(B) sin(C)

Exemple : ABC' est un triangle tel que BC =5, B =50° et C = 75°. Calculer AB et AC' et donner les
valeurs arrondies au dixieme.
A =180° — (B+ C) = 55°

AB  AC  BC - AB AC 5
sin(a) sin(ﬁ) sin(;l\) sin(75°)  sin(50°)  sin(55°)
_ 5sin(75°) _ 5sin(50°)
On a donc AB = Sn(55°) 59et AC = Sn(55°) 4,7.
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Exercices corrigés

Sont abordés dans cette fiche :

produit scalaire en fonction des coordonnées de vecteurs dans un repére orthonormé
propriétés du produit scalaire (régles de calcul et identités remarquables)

produit scalaire en fonction des normes de vecteurs
orthogonalité de deux vecteurs et produit scalaire nul

formule de la médiane

produit scalaire de vecteurs colinéaires
produit scalaire de vecteurs quelconques a 1’aide d’une projection orthogonale

produit scalaire en fonction des normes de vecteurs et d’un angle orienté

quadrangle orthocentrique
équation cartésienne de la médiatrice d’un segment
¢quation de cercle

équation de tangente a un cercle
théoréme d’Al-Kashi et somme des carrés des cotés d’un parallélogramme

droite d’Euler

recherche d’un minimum
algorithme de perpendicularité de deux droites dans un repére orthonormé du plan

Exercice 1

Soit un repére orthonormé (O ;7 ;) du plan. Dans chacun des trois cas suivants, calculer AB.AC.

\"1«
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Correction de ’exercice 1

!

\ . . - . . X X
Dans un repére orthonormé du plan, si les vecteurs 1 et ¥ ont pour coordonnées respectives (y) et (y')’ alors

le produit scalaire (euclidien) du vecteur U par le vecteur ¥, noté . v, est donné par la relation :
Uv=xx' +yy

Cette expression ne doit pas étre confondue avec la condition de colinéarité xy' — x'y.

Il convient tout d’abord de remarquer que le repére (O;7;)) est orthonormé. En effet, les vecteurs 7 et J sont
d’une part unitaires (puisque ||7]] = ||J]l = 1) et d’autre part orthogonaux (puisque 7 L J).

Les points A, B et C ont pour coordonnées respectives (1; 1), (3;2) et (2 5 —2).

. - (. (XB T YA\ _ (3—1\ _ (2
Par conséquent, le vecteur AB a pour coordonnées : ()’B . J’A) = (2 _ 1) = ( 1).

Quant au vecteur AC,ila pour coordonnées : (;g : ;Z) = (_22__11) = (_13)

Ilenrésulte que: AB.AC=2%x1+1%x (-3)=2-3=-1

Graphiquement, AB = —37+ 1j. Par conséquent, le vecteur AB a pour coordonnées : (_13)
De méme, AC = —47— 3J. Par conséquent, le vecteur AC a pour coordonnées : (:i)

De ce fait, AB.AC = =3 x (—=3) +1x (-4) =9—4=5.

Graphiquement, AB =37+ 3J. Par conséquent, le vecteur AB a pour coordonnées : (g)

De méme, AC = -1+ 3J. Par conséquent, le vecteur AC a pour coordonnées : (_31)

De ce fait, AB.AC =3 Xx(—-1)+3x3=-3+9=6.

Exercice 2

Soient 7 et J deux vecteurs du plan tels que 12 = 2, ||J]| = 3 etl.] = —4.

Calculer (37— ). (=T + 2)), (T — 3))?, |127 + 3/]| en détaillant les étapes de chaque calcul.
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Correction de I’exercice 2

Rappel : Propriétés du produit scalaire (symétrie et bilinéarité)

Soient les vecteurs i, U et W et soit le réel A. Carré scalaire :

e . - - > —
e Symétrie : U.V = v.U

e Bilinéariteé :
—> -

v Linéarité par rapport a la premiére variable : (i + ¥).W = 4.V + . W et (A). ¥ = AU. ¥

v Linéarité par rapport a la seconde variable : 4. (¥ + W) = 4.V + . W et ti( AV)= AUV

1) Calculons (37— ). (-1 + 2)).

(3i-)).(-i+2)) = (30.(-D+(3D.GN-].(-D -]

bilinéarité
=3x -1l + 3x21] —1x (-1)ji —-1x 277
linéarité linéarité linéarité linéarité
par rapport aux par rapport aux par rapport par rapport
18re et 20de yariables  18re et 20de yariables ala 2nde yariable ala 2nde yariable

=—3 0% +6ij+ L7 =2 lJIZ = =302+ 7L =2lljlI? = —3x2+7x —4) —2x 3% =52
— —— ——

carré symétrie carré
scalaire scalaire

Rappel : Identités remarquables

Soient les vecteurs iU et V.

U+V)=u?+2uv+v? U—-V)* =u?—-2uv+v? U+)U—-V)=u*—-v?

2) Calculons (7 — 3))2.

@ - 3))? = D421 E3D+ E3PF=TP42x (S)L] 4 (—3)%2

identité linéarité linéarité
remarquable par rapport par rapport aux

ala2nde yariable  18re et 2nde yariables

=2—-6X —4)+9x9 =107

3) Calculons |27 + 37]|.

12T+ 37112=Q7+3)* = (2D?+2x(20).(3)) +(3))?
identité
remarquable

A.AFAADAS 58 a.afaadas@gmail.com




Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

= 2277 + 2x2x31] + 3272 = 4X2+12X —4)+9x3%=41.
linéarité linéarité linéarité
par rapport aux par rapport aux par rapport aux

1°re et 2nde variables  1ere et pnde yariables  1°Te et 2nde variables

Ainsi, |27 + 3j|| = V41.

Exercice 3

Soit un parallélogramme ABCD tel que AB =5, AC = 6 et AD =4. Calculer les produits scalaires suivants :

BA.BC BA.CA DC.AB

Correction de ’exercice 3

Le produit scalaire d’un vecteur U par un vecteur ¥ est le nombre réel noté . ¥ défini par :

- > 1 — - - —
Uv= E(IIuII2 + 15112 = |9 — ull?)

Tout d’abord, analysons I’énoncé.

ABCD est un parallélogramme donc les égalités vectorielles

suivantes sont vérifiées :

—_ _

AB =DC AD = BC AB + AD = AC

Calculons BA. BC. Par définition du produit scalaire, on a :

BA.BC = E(||BA||2 +B¢|)” - ||5¢ - BAl") j_}E(ABZ +BC2 — ||7B + BC||)
—BA=AB

1 1 1 5
E(ABZ + AD? — AC?) = 5(52+42—62) = 5(52+42—62) =3

—
AB+BC=AC
relation
de Chasles

Calculons désormais BA. CA.

ﬂ’ﬁ:(%(”ﬁ”z +|[A|” - ||c - BA|”) - %(BAZ +cA?— |[CA +7B|") = %(BAZ +CA? — CB?)
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15+6 4) 45
2( 2

Calculons enfin DC. AB.

e 1

N N
pc.4B =z (|IDC|l +14B|| —[4B = DC| ) = (487 + AB* ~ ||AB ~4B|| ) =5 x 248 = AB>= 25

Pour tout vecteur i, %. % = ||i||2. Comme DC = AB, DC.AB = AB.AB = ||E|| = AB? =25

Exercice 4

Soit un rectangle ABCD tel que AB =2 et AD =+/2. I désigne le milieu de [AB]. Montrer que les droites (AC)
et (ID) sont perpendiculaires.

Correction de ’exercice 4

Deux vecteurs U et ¥ sont orthogonaux si et seulement si . ¥ = 0.

Par définition du produit scalaire, on a AC.ID = %(”TC” + ||ﬁ)’|| - ||ﬁ)> - A—C)” ) D—g
1l convient donc de déterminer d’une part ||AC||° d’autre part || ID]|* et enfin ;}{:M
[ - ac | RN

Commencons par déterminer ||R||2

ABCD est un rectangle donc le triangle ABC est rectangle en B. Par conséquent, d’apres le théoreme de

Pythagore, on a : AC? = AB? + BC?. Or, comme ABCD est un rectangle BC = AD, d’ou AC? =22 ++2 _ 6.
— 2
Déterminons désormais ||I D|| .

En outre, I est le milieu de [AB] donc, d’apres le théoréme de Pythagore appliqué au triangle AID rectangle en
A,ona:ID? = JA>+ AD?> =(AB/2) + AD? =(2/2)*++2 =3

Enfin, déterminons ||75 — ﬁ”z

En utilisant la relation de Chasles, on a : ID—AC =1A+AD — (ﬁ + B_C)) =IA + AD — AB — BC

ID ac
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Or, ABCD est un rectangle donc AD = BC, si bien que AD —BC = 0.

D’ou, comme [ est le milieu de [AB], c’est-a-dire comme 1A —. %TE, il vient que :
1 —_— —_— 3 —_—

ID—AC =1A—AB =- EAB—AB Z_EAB

B-ac| - [|-548] - (=3) 1Bl = 3x2* =

Par conséquent, |

Finalement, en remplacant dans I’expression initiale, on obtient :
10— — — — 1
AC.TD :§(||Ac|| + 3| - |II5-4c| ) = 5(6+3-9) =0

Comme AC.ID = 0, les vecteurs AC et ID sont orthogonaux. Autrement dit, les droites (AC) et (ID) sont
perpendiculaires.

Exercice 5

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O ;7;J). On donne M(2; 1), A(1;3) et L(4;3 - A). Déterminer
le(s) réel(s) A tel que le triangle MAL est rectangle en A.

Correction de ’exercice 5

Le triangle MAL est rectangle en A si et seulement si les vecteurs AM et AL sont orthogonaux, c’est-a-dire si et

seulement si AM.AL = 0.

Or, le vecteur AM a pour coordonnées : (;Z - ;‘:) = (% B é) = (/1 1_ 3).

En outre, le vecteur AL a pour coordonnées : (;Cli ‘_ ;’:) = (3 L_L /{? 3) = (_3 )

Ainsi, AM.AL =0 1x3+( 2 -3)x(-1) =03 -A2+31 =012 _31_.3=0
Soit A le discriminant du trindme A% - 31- 3 du second degré d’inconnue A.
Alors A= (-3- 4x1x%x (3)=9+12 =21

A> 0 donc le trindme 42 - 31 - 3 admet deux racines réelles distinctesA ; et A,, telles que :

4 _-(=3) .v21 -3 -y2I 1 -(=3)++V21 34421
YT 2x1 2 - 2x1 2
Le triangle MAL est rectangle en A si et seulement si A; — S_é/ﬁ (A" cas)ousi A, — 3+£/ﬁ (2°™ cas).
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N T
-
~

=~

i - T T T
v \
l
L
M 4

Exercice 6
Soit un triangle MAB et soit [ le milieu de [AB].

AB?
4
En appliquant cette formule a un triangle MAB rectangle en M, quelle propriété connue retrouve-t-on ?

En appliquant cette formule a un triangle MAB tel que MA =4, MB =6 et AB =7, calculer la

Démontrer que MA.MB = MI? —

longueur de la médiane issue de M.

Correction de l’exercice 6

AB?
7
D’aprés la relation de Chasles, MA = MI + 1A et MB = Mi + IB. Par ailleurs, [ est le milieu de [AB] donc

Démontrons que MA. MB = MI? —

1 = —TA. Ainsi, MA.MB = (M + IA). (Mi + TB) = (M1 + TA). (M — TA) = Mi? — T4 = MI* — 142

AB?
1

AB)2

_ 2
> = MI

Or, A = AB/2. Donc MA.MB = MI? — [A? - MI? — (

Appliquons cette formule a un triangle MAB rectangle en M.

2
Si le triangle MAB rectangle en M, alors MA.MB = 0. Or, d’apres ce qui précede, MA.MB = MI? — Af
2 2
Ainsi, MA.MB = 0 & MI* — Af 0o MI* = Af . Comme MI et AB désignent des distances, il vient que

AB
MI :ATB. Ainsi, le point M appartient au cercle de centre I et de rayon -—. Mais puisque [ est le milieu de

[AB], M appartient finalement au cercle de diamétre I’hypoténuse [AB] du triangle MAB rectangle en M.
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Appliquons la formule a un triangle MAB tel que MA =4, MB =6 et AB = 7 afin de calculer la
longueur de la médiane issue de M.

En notant I le milieu de [AB], (MI) est la médiane du triangle MAB issue de M. Ainsi, d’aprés ce qui précede,

2 2

, ———— AB AB?
& M = MA.MB +

_— A
MA.MB = MI? +

1/,—,2 —_2 _— —
o M = (|| + |MB|” - ||mMB ~ ¥A|") +
w2 (Al + B [ + ) + 2 B
2 4

2

(:)M12=%(MA2+MBZ—ABZ)+ATB

2

<:>1v112=%(42+62—72)+7Z<:>M12=E

4
Par conséquent, MI = /% = @

V55

La médiane du triangle MAB issue de M mesure >

Exercice 7

L’unité choisie est le c6té d’un carré du quadrillage. Calculer les produits scalaires suivants :
AB.AC
BA.CD
EG.GF
FG.BD
ﬁ. m x o » 1

Correction de ’exercice 7

Soient deux vecteurs U et U colinéaires et distincts du vecteur nul.
si les vecteurs U et U sont de méme sens, alors . v = ||[u]| X || 7|

si les vecteurs U et v sont de sens contraires, alors u. v = —||u]| X || V]|
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Calculons AB. AC.

e —_— .o, .
Les vecteurs AB et AC sont colinéaires et de
méme sens donc :

—_—

AB.AC = ||4B| x ||AC|| = 2 x5 =10

Calculons BA. CD.

Les vecteurs BA et CD sont colinéaires et de
sens contraires donc :

BA.CD = —||BA|| x ||cD|| = -2 x 4 =—38
Calculons EG. GF.

— B — ., .
Les vecteurs EG et GF sont colinéaires et de
méme sens donc :

EG.GF = |EC| x |[cF||=4x 2 =8

Calculons FG.BD.
Les vecteurs FG et BD sont colinéaires et de
méme sens donc :

FG.BD = ||FG|| x ||BD|| = 2x 7 = 14

Calculons GE. DA.

Les vecteurs GE et DA sont colinéaires et de
sens contraires donc :

GE.DA = —||GE|| x | D4|| = —4 x 9 =— 36

En résumé,

AB.AC =10 BA.CD =—8

A.AFAADAS
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EG.GF = 8

FG.BD = 14 GE.DA = —36
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Exercice 8

Soit un carré ABCD de centre O et de c6té a. Calculer, en fonction de a, les six produits scalaires suivants :

AB.AC 0C.0B 0B.0D
BC.BA AC.A0 AD.OB

Correction de l’exercice 8

Soient deux vecteurs U et ¥ non nuls. Alors, on a les relations suivantes :

—

— — = 2 1 2N —[) s
1.V = u.v' ou v est le projeté orthogonal de U.v=u.vouu estleprojeté orthogonal de
i

sur la droite de vecteur directeur ¥

¥ sur la droite de vecteur directeur i

|
|
|
7 nlEA

Par ailleurs, si les vecteurs colinéaires % et v’ sont de = Par ailleurs, si les vecteurs colinéaires u’ et v sont de

Y - 7 - - . — - i - N .
méme sens, alors u.v = U. v = ||u]| X ”v'” et s’ils méme sens, alors U.V =u'. v = ”u’” X ||7|| et s’ils
sont de sens contraires, .V = u.v' = |[u]l X ||v|| sont de sens contraires, .V = u'. ¥ = — ”u’” x || %]l

On peut donc aussi bien projeter ¥ sur la droite de vecteur directeur i que ¥ sur la
droite de vecteur directeur u. Seuls I’énoncé et la configuration de la figure tracée permettront de choisir la

meilleure de ces deux options.

Calculons AB. AC. D c

Les vecteurs AB et AC n’étant pas colinéaires, il convient d’effectuer

une projection orthogonale du vecteur AC sur la droite (AB).

D’une part, A € (AB) donc A est son propre projeté orthogonal sur
AB). D’autre part, ABCD est un carré donc B est le projeté orthogonal

de C sur (AB). Ainsi, AB estle projeté orthogonal de AC sur (AB). .
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Par conséquent, AB.AC = AB.AB = ||ﬁ|| =a®
Calculons BC.BA.

ABCD est un carré donc les droites (BC) et (BA) sont perpendiculaires.
I en résulte que les vecteurs directeurs BC et BA respectifs des droites
(BC) et (BA) sont orthogonaux. Par conséquent, BC.BA=0.

Calculons OC. OB.

ABCD est un carré de centre 0. Or, les diagonales d’un carré sont
perpendiculaires, si bien que I’angle formé par les vecteurs OC et OB est
un angle droit. De ce fait, 0C.0B = 0.

Calculons AC. AO.

O est le centre de ABCD donc O est le milieu des diagonales [AC] et
[BD] du carré. Autrement dit, les points A, O et C sont alignés dans cet

ordre. Les vecteurs AC et AO sont par conséquent colinéaires et de
méme sens, d’ou :

AC. A0 = ||AC|| x ||[40|| = AC x A0 = AC x AC/2 = AC?/2.

Or, ABCD est un carré donc BC est rectangle en B. Ainsi, d’apres le
théoréme de Pythagore, on a AC? = AB? + BC? = a® + a? = 2a°.

Par conséquent, AC.A0 = AC?/2 = 24° /2 = a®.
Calculons OB. 0D.

0 est le milieu de [BD] donc les vecteurs OB et OD sont colinéaires et
de sens contraires.

Ainsi, 0B.0D = —|0B| x |[0D|| == BD/2 x BD/2 =—BD /4

Or, ABCD est un carré donc ses diagonales sont de méme mesure ; d’ou
BD = AC. Ainsi, d’aprés ce qui précéde, BD? = AC* = 2d?.

11 vient alors que OB.OD = — BD?/4 = —2a2/4 = —a?/2.

A.AFAADAS 66

*

a.afaadas@gmail.com




Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

Calculons AD.OB.

Soit I le milieu de AD]. Alors I est le projeté orthogonal de O sur
(AD). En outre, A est le projeté orthogonal de B sur (AD).

Autrement dit, 14 est le projeté orthogonal de OB sur (AD). D’ou
AD.OB = AD.TA.

g d . y . .
Or, les vecteurs AD et IA sont colinéaires et de sens contraires donc

AD.OB = AD.TA = —||AD|| x ||T4|| = —AD x 14 = —a x &= —1¢2

2- 2%

En conclusion, AD. OB =— a?/2.

Dans cet exercice, on peut également Le repére (A;7;]) est orthonormé car :
définir un repere orthonormé du plan, par exemple le repere

— — Lzl =
(A;7;)) avec T = %AB etj = %AD. Dés lors, il suffit de noter les 2l = E”AB” =gxa= 1
coordonnées des points: (0;0),B(a;0), C(a;a), D(0;a) et Iyl = E”E” ==-Xa=1
0O(a/2;a/2). Ensuite, il convient de déterminer les coordonnées
des vecteurs intervenant dans les produits scalaires. >
—_— B — — , . 0 — a/2
Calculons par exemple AD.OB. Les vecteur AD et OB ont pour coordonnées respectives ( ) et .l

vient alors que AD.OB = 0 x (—a/2) + a x (—a/2) = —a?/2.

Exercice 9

Pour chacune des figures suivantes, calculer le produit scalaire AB.AC.

OBDC est un carré de coté 5 ABC est un triangle isocele en C, L’unité choisie est le coté d’un
et A est le milieu de OB]. tel que AB = 4. carré du quadrillage.
C D “C B
} ]
A \
. # * H A =0 Cc
0 A B
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Correction de ’exercice 9
Calculons ;1-8) Z@

BDC est un carré donc O est le projeté orthogonal de C sur (OB). De
plus, comme A est le milieu de [OB], A€ (OB). Autrement dit, O est le
projeté orthogonal de C sur (AB).

De plus, A€ (AB) donc A est son propre projeté orthogonal sur (AB).
Finalement, le projeté orthogonal de AC sur (AB) est le vecteur AO.

Ainsi, AB.AC = AB.AO0. Comme A est le milieu de OB], AB et A0 sont

colinéaires mais de sens contraires et AB = A0 = 02_B = %

Done 4B.AC = AB.40 = —||4B| x |40 = - 3 x3 = - 2.

Calculons AB. AC.

Le triangle ABC est isocele en C donc la droite issue de C et passant par

le milieu du segment [AB] est un axe de symétrie du triangle et en
particulier une médiatrice. En notant H le milieu de [AB], H est alors le
projeté orthogonal de C sur (AB).

De plus, A€ (AB) donc A est son propre projeté orthogonal sur (AB).
Finalement, le projeté orthogonal de AC sur (AB) est le vecteur AH.

Ainsi, AB.AC = AB.AH. Comme les vecteurs AB et AH sont colinéaires

et de méme sens, AB.AC = AB.AH = ||E|| X ||ﬁ|| = AB X AH.

Comme H est le milieu de [AB], alors AH = % = %

Calculons AB. AC.

Afin d’utiliser le quadrillage, la seule projection orthogonale exploitable
simplement est la projection orthogonale sur la droite (AB). Notons alors
H le projeté orthogonal de C sur (AB) et remarquons que le projeté
orthogonal de A sur (AB) est A lui-méme car A € (AB).

Ainsi, AB.AC = AB.AH. Comme les vecteurs AB et AH sont colinéaires

et de sens contraires, alors AB.AC = AB.AH = —||Z§|| X ||Z—h7||
Par ailleurs, AB = 4 ¢t AH = 1.

Donc AB.AC = 4B.4H = —|[4B| x |[f|| = - 4 x 1 = -4.
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Exercice 10
Soient deux vecteurs U et ¥ distincts du vecteur nul. On note a la mesure en radians de ’angle orienté (i ; V).

Ilustrer par une figure chacun des cing cas suivants et calculer 4. ¥.

Il = 5 151l = 2 =2
ul| = V|| = a=7
@) = 3 il =2 a= =
|| = ol == = =
[Z]| = 4 o] =1 a=m
Il =2 13l =2 _zn
u =3 v =5 a= 3
- N T
Il = 1 131l = 2 a= 3

Correction de I’exercice 10

re

Pour tous vecteurs U et ¥ tels que U # Oet® #0,udv=||Ell x I3l X cos(@ ; B).

Représentons en rouge le vecteur i, en bleu le vecteur U et en vert ’angle orienté (i ; V) = a dans le sens
trigonométrique.

- — - - T \/7
w.v = ||[u]| X ||7|| X cos(i;v) =5x2 % cos(—) =10 X —
4 2

Uy =5V2 . .
3 T 9 3

.5 = [lill x 1Bl x cos(il;7) = 3 x> x cos (—7) =5 x —
2 6 2 2 -

93
UV =— \
4
u.v = ||lull x ||¥]| X cos(ii; V) =4 x 1% cos(m) =4x(—1)
ﬁﬁz 4- r/’- x\'

<

N . . oL 3 5 21
UV = X X H =—X—-X -
w.v = [[ull x ||| X cos(ii;v) %5 COS( 3 )

_’_’—15><( 1)_ 15

=g 2)” 8

.5 = I7ll X 15 x cos(il; 7) = 1x 2 x cos (=) =2x 0 P,
W =0
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Si I’angle orienté (U ; ¥) forme un angle aigu, alors le produit scalaire %. ¥ est positif. (cas 1 et 2)
Si I’angle orienté (U ; ¥) forme un angle obtus, alors le produit scalaire u. U est négatif. (cas 3 et 4)
Si I’angle orienté (U ; ¥) forme un angle droit, alors le produit scalaire . ¥ est nul. (cas 5)

Exercice 11

Soient trois points A, B et C du plan tels que AB =4, AC = 3 et AB.AC = —10. Dans chacun des 3 cas

suivants, justifier si les affirmations sont vraies ou fausses.

Les points 4, B et C sont alignés.

BAC =n/7
BC = 2V/11

Correction de ’exercice 11

Si les points A, B et C sont alignés, alors |Eﬁ| = AB x AC.

Or, d’une part |ETC| =|—-10| = 10 et d’autre part AB X AC =4 x 3 = 12. En conséquence,

|ER| # AB X AC. L’affirmation est fausse.

T
7) > 0.
Or, AB.AC = —10 donc AB.AC < 0. L’affirmation est fausse.

Si BAC = m /7, alors AB.AC >0 puisque cos (

Si BC = 24/11, alors BC? = (2V11) =22 x V11 =4 x 11 = 44.
—_— —_— —_— 2 —_— —_— _ — _— —
Or,BC?=BC*= (BA+AC) = BA? + AC? + 2BA.AC = AB* + AC?* —24B.AC

~——— . vy s . g e, 7
décomposition identité remarquable linéarité

par la relation
de Chases

=4%24+32-2x%x(-10) = 16 + 9 + 20 = 45. Ainsi, BC? # 13. L’affirmation est fausse.

Pour infirmer les deux premicres affirmations, on pouvait également utiliser directement

I’expression AB.AC = AB x AC x cos(ﬁ; AC ) Ainsi, cette expression aurait permis d’établir que :

(4B, C) = AB.AC 10  _5
COSUAB AL ) = ABxAC 4x3 6

A T’aide de la calculatrice, cos(ﬁ; TC) = —% o (ﬁ; R) ~ 146° (arrondi au degré pres par défaut).
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Exercice 12

Soient les points A(1;4), B(—2; —1) et C(3; 1) dans un repére orthonormé (O ;7;J). Donner la mesure en
degrés de I’angle BAC, arrondie au dixiéme.

Correction de l’exercice 12

On sait que AB.AC = AB x AC x COS(E ; ﬁ) D’ou la relation : A
78 70 = 224
cos(AB;4C) = g ac

Commencons par calculer le produit scalaire AB.AC.

Le vecteur AB a pour coordonnées : (;I;: ;’:) = ( _2 ) 1) = ( ) C
Le vecteur AC a pour coordonnées : (;C]C - ;’:) = ( ) ( 2 )
IlenresultequeABAC—-3><2+( 5)x(-3)=-6+15=

/ 0
S
e

Déterminons désormais AB et AC.

AB = |[AB| = iz - %02 + g - 77 = J<—3)2 (=5 = VoI5 = V3i

AC_”AC”_\/(XC—XA) +(yC-yA)2_ 22+( 3)2 \/F—\/_

Calculons maintenant cos(ﬁ ,R)

AB.AC 9 9  9v442

cos(AB;AC)zABxAC:\/ﬂle_g:@_ v

Dés lors, il résulte que (AB;AC) ~ 64,7° (arrondi au dixiéme de degré par excés). L’angle BAC mesure
64, 7° au dixiéme de degré pres.

Exercice 13

On dit que quatre points A, B, C et D forment un quadrangle orthocentrique si chacun de ces points est
I’orthocentre du triangle ayant pour sommets les trois autres points.

Dans un repére orthonormé du plan, on donne les points A(5; 0), B(—1; —2), C(11; —8) et D(7; 4). Ces
points forment-ils un quadrangle orthocentrique ?

A.AFAADAS 71 a.afaadas@gmail.com




Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

Correction de I’exercice 13
Pour montrer que les points A(5;0), B(—1; —=2), €(11; —8) et D(7; 4) forment un quadrangle
orthocentrique, il faut montrer que :

est I’orthocentre du triangle BCD. C est I’orthocentre du triangle ABD.
B est I’orthocentre du triangle ACD. D est I’orthocentre du triangle ABC.

Les points sont placés dans un repére orthonormé et nous avons :

() w5 a5 () 5c (") 55 () o (3;)

Commencons par voir si A est I’orthocentre du triangle BCD.

AB.CD = -6 X (—4) + (—=2) X 12 = 24 — 24 = 0 donc (AB) L (CD). Autrement dit, le point A appartient a
la hauteur de BCD issue de B.

AC.BD =6x8+ (—8) x 6 = 48 — 48 = 0 donc (AC) L (BD). Autrement dit, le point B appartient a la
hauteur de BCD issue de C.

Par conséquent, A est le point de concours de deux hauteurs du triangle BCD : A est I’orthocentre de BCD.
Voyons si B est I’orthocentre du triangle ACD.
D’apres ce qui précede, AB.CD donc le point B appartient a la hauteur de ACD issue de A.

D’autre part, BC.AD =12 x2 + (—6) X4 =24 — 24 =0 donc le point B appartient a la hauteur de ACD
issue de C.

Par conséquent, B est le point de concours de deux hauteurs du triangle ACD : B est I’orthocentre de ACD.

Voyons si C est I’orthocentre du triangle ABD.
Il a été établi plus haut que AB.CD = 0donc le point C appartient a la hauteur de ABD issue de D.

En outre, d’aprées ce qui précede, BC.AD = 0 donc le point C appartient a la hauteur de ABD issue de B.

Comme C est le point de concours de deux hauteurs du triangle ABD, il résulte que C est ’orthocentre de ABD.

Selon un raisonnement analogue au 3), on montre également que D est 1’orthocentre du triangle ABC.

Les points 4, B, C et D forment un quadrangle orthocentrique.

Exercice 14

Soit un carré ABCD de coté a, tel que I est le milieu de [AD]. Montrer que la mesure de 1’angle ACI est
indépendante de a.
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Correction de P’exercice 14

ABCD est un carré de coté a donc le triangle ABC est rectangle isocele en B.

D’aprés le théoréme de Pythagore, on a : CA*> = AB* + BC* = a* + a* = 2d*. N
triangle DCI est rectangle en D. Alors, d’aprés le théoréme de Pythagore, on a :

. !
C?=CD*+DPP=a*+(5) =ad*+%=—.
@) .

De méme, du fait de la nature de ABCD, et comme [ est le milieu de [AD], le

2 4 4

Par définition,
—_ - 1,2 —2 — =2 1 —  ——2 1
Cl.CA =E(||CI|| +||cA|" - ||ci - c4|) =§(CIZ +CA - ||CT + AC| )=§(CIZ + CA? — AI?)

2 2 2
Or, comme I est le milieu de AD], AI* = (ATD) = (%) = aT. Ainsi, on obtient que :

——— 1( a® , a\ 1 . 3a
I.CA—E<T+ZCI —Z>—§(3a)—7

De surcroit,

2 2
C1.C4 = ||CI|| x ||CA|| x cos(CI ; €4) = /%X\/_ZaZXCos(Z‘_I);ﬁ)z — X 2 X cos(Cl ; CA)

’ 4
= %xcos(ﬁ;m)=a2£xcos(ﬁ;ﬁ)

=7 T~ 2 —_— ——
En résume, C1.CA = 3% =a* \/g X cos(CI ; CA). 1l résulte alors de cette derniére égalité que :
3a* 3
=7 .71 2 5 3 V2 3 V2 5 3x+v2x 3v10
cos(CI ; CA) = =4 —x =T x"x == =
, 5 V5 2 V5 2 V5 V5 ox45 10
22 X
2 W2

Le cosinus de 1’angle (Z’_f ; ﬁ) est constant donc la mesure de ’angle ACI est indépendante de la mesure a
du c6té du carré ABCD. En I’occurrence, I’angle mesure toujours 18,43° (arrondi au centiéme de degré pres
par défaut).

Exercice 15

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O ;7;J), on donne les points (—1; 2) et B(3; 4). Déterminer
une équation cartésienne de la médiatrice de [AB].
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Correction de l’exercice 15

Soit une droite (d) du plan. Il existe 3 réels a, b et c tels que a# 0 ou b # 0 tels que (d) soit ’ensemble des
points M de coordonnées (x ;y) qui vérifient I’équation ax + by + ¢ = 0. L’¢équation ax + by + ¢ = 0 est

appelée équation cartésienne de (d).

Soit I le milieu de [AB] et soit (d) la médiatrice de [AB]. Tout point M(x; y) du plan appartient a (d) si et
seulement si les droites (IM) et (AB) sont perpendiculaires. Autrement dit, on a :

M(x;y) € (d) & (IM) L (AB) & IM.AB = 0.

. + + . ) —
Or, le point I a pour coordonnées (xA ZxB ; YA 23’3 ), c¢’est-a-dire I(1; 3). Il s’ensuit que le vecteur IM a pour
(XM - X _(x-l) - . (XB -)A\ _ (4
coordonnées ()’M ) )’1) =y -3 . Enfin, le vecteur AB a pour coordonnées (J’B ) yA) = (2)
Par conséquent, on a : \
(d)
M(x;y) € (d) © (IM) L (AB) © IM.AB =0
Sx-1)x4+(y -3)x2=0 ] B

<4x - 4+2y _6=0

S4x+2y - 10=0 .q,./

©2Q2x+y-5)=0

©2x+y -5=0 J \
Une équation cartésienne de la médiatrice (d) de [AB] est ? \
2x+y -5=0.

Exercice 16

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O ;7;J), déterminer une équation du cercle de diamétre [AB],
sachant que les points A et B ont pour coordonnées respectives (1; —1) et (3; —2).
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Correction de ’exercice 16

Tout point  (x; y) du plan appartient au cercle C de diamétre [AB] si et seulement si le triangle ABM est

rectangle en M. Autrement dit, on a :

(x;y)EC®m.W= 0

.,

=(5r1)Gr2) =
Sx-Dk-3N+y+Dy+2)=0

©x?-3x-—x+3+y*+2y+y+2=0

& xP—4x+y*+3y+5=0

Une équation du cercle de diamétre [AB] est x* - 4x + y*+ 3y +5 = 0.

Exercice 17

Dans le plan rapport¢ a un repere orthonormé (O ;1;7), on donne les points A(—2; 1) et B(2;3). Déterminer

une équation de la tangente au cercle de diamétre [AB] et passant par A.

Correction de ’exercice 17

Soit I le milieu de [AB], soit C le cercle de diamétre [AB] et soit (T) la tangente a C en A.

Tout point (0,x; y) du plan appartient a (T) si et seulement si le triangle IAM est rectangle en A, ¢’est-a-dire si

et seulement si Al. AM = 0.

Or, I est le milieu de [AB] donc le point I a pour coordonnées

+ + i
(xAsz; Y4 ZYB)’ c¢’est-a-dire 1(0; 2).

En outre, les vecteurs Al et AM ont pour coordonnées
. 2 x+2
respectives ( 1) et <y _ 1).

Par conséquent, on a :
(x;)€E TS AAM =0 ©2(x+2)+1(y 1) =90
©2x+4+y -1=0p2x+y+3=0

Une équation cartésienne de la tangente T) au cercle C de
diameétre [AB]est2x +y + 3 = 0.

A.AFAADAS 75

a.afaadas@gmail.com




Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

Exercice 18

Démontrer que la somme des carrés des cotés d’un parallélogramme est égale a la somme des carrés de ses
diagonales.

Correction de ’exercice 18

Soit un triangle ABC quelconque. Alors, on a les relations
suivantes :

a?=Db*+c*_ 2bccosA

b* = a* + ¢* - 2accos B

c>= a2+ b?® _2abcos(C

Soit un parallélogramme ABCD. 0 c

2 2
. 5 ) ) -
Démontrons que AB“ + BC“ + CD* + DA® = AC*+ BD
somme des carrés somme des carrés
des cotés des diagonales

du parallélogramme du parallélogramme A B

D’aprés le théoreme d’Al-Kashi, on a :

dans le triangle ADC : dans le triangle ABD :
AC? = AD?> + DC? — 2 X AD X DC X cos D BD? = AD?> + AB? —2 x AD X AB X cos A

En additionnant membre a membre ces égalités, on obtient :
AC? + BD? = AD?> + DC? — 2 X AD X DC X cos D + AD? + AB?> — 2 X AD X AB X cos A

Or, ABCD est un parallélogramme donc ses c6tés opposés sont de méme longueur et deux angles consécutifs
sont supplémentaires. Autrement dit, on a en particulier les relations suivantes :

AD = BC AB = DC A+D=mn
Ainsi, AC*> + BD? = AD* + DC?* + BC* + AB*~ 2 x AD x DC % (cos D + cos(m — D))

Or, cos(mr — D) = — cos D donc cos D + cos(m — D) = cos D — cos D = 0.
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Par conséquent, AC> + BD?* = AB? + BC? + CD?* + DA?. Autrement dit, la somme des carrés des cotés d’un
parallélogramme est €gale a la somme des carrés de ses diagonales.

Exercice 19
Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O ;7;J), on donne les points  (3; 1) et B(—1; 3). Déterminer

une équation cartésienne des tangentes au cercle de diameétre [AB], passant par C(—2; 5).

Correction de ’exercice 19

Notons I le milieu de [AB], C le cercle de centre I et de diamétre [AB] et (t) la tangente a C en H(x;y),
passant par C(—2; 5).

(t) est la tangente a C en H, passant par C donc H est le point d’intersection de (t) et C. Par conséquent, les
droites (CH) et (IH) sont orthogonales et [H est un rayon du cercle C. Autrement dit, H est le point

d’intersection de (t) et C si et seulement si CH.TH =0 et HI = Al

.. + + )
I le milieu de [AB] donc I a pour coordonnées ( xAz B ; Ya 23’3 ), c’est-a-dire I(1; 2).

D’une part, CH.TH = o@(;fé)(;i) 0o @+DE-1+G-5F-2)=0

S x*—x+2x—2+y*—2y—5y+10 =0 x*+x +y*—7y+8 =0

D’autre part, HI = Al © HI? = AI? & (x — x)?> + (y —v)? = (x4 — x)? + (ya — y1)?
ox-1D)2+Ww-22=0CB-12+10-2 o x*-2x+1+y?—4y+4 =22+ (-1)
©x?—2x+y?’—4y+5 =50 x> -2x+y*—4y =0

H est le point d’intersection de (t) et C donc ses coordonnées vérifient le systéme d’équations suivant :

{x2+x+y2—7y+8 =0 (L1) { x2—=2x+y*—4y =0(L2 > L1)
x2—=2x+y%—4y =0(L2) 3x -7y +4y+8=0(L1—-12-L2)

x2—=2x+vy%?—4y =0(L1)

{x2—2x+y2—4y=0(L1) 3v_8
3x — 3y +8 =0 (L2) X - y3 (L2)
8 8
x=y =3 L2~ L1) x =y =3 (LD
812 8 ), 16 64 16
<y—§) —2><<y—§>+y2—4y=0(L1—>L2) Y -3yt -tz ty -4y =002)
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8
x=y—§(L1)
9y —48y +64— 18y +48+9y —36y =0 (9 X L2 - L2)

8
x =y—3 LD
9y — 51y +56 = 0 (L2/2 - L2)

8
x=y-z (U
18y* — 102y + 112 = 0 (L2)
Soit A le discriminant du trindme 9y2 — 51y + 56 du second degré d’inconnue y.
A= (=51)> —4x 9 x 56 = 585 =9 x 65
A> 0 donc le trindme 9y? — 51y + 56 admet deux racines réelles distinctes y; et y,.

—(-51) —V9x65 51—3vV65 17 —65
2%9 18 6

—(=51) +V9x 65 51+3V65 17465
2x9 18 6

V1

V2

8
X:y—g(Ll)

17 — /65 17+«/E(L2
6 6

8
x =y-3 (L1)

9y —51y +56=0(L2/2 > L2)

y1= ouy, = )

( _ 17 —+/65

6
8
x1=y1—§

_ 17 ++/65

6
8
x2:Y2—§

8
x =y—3 LD

17 —+/65 17 + V65
- 6 6

_ 17 -+/65

V1
=

(L2)

V2

A

ou

1 ouy, =

.

_ 17 ++/65 _ 17 —+/65

V1

6
_17-V65 16
-6 6

1 Y2

6
_17-65 8
6 3

Y2

6
_17++65 8

X 6 3

X2 X1 Xy =

\
r

_ 17 -+65
N 6

1 —+/65
T e

_ 17 +65

V1 V2

A

6
_1++65
=—

X2

Il existe donc deux points H; et H, d’intersection de (t) et C, de coordonnées respectives :

1—-+/65 17 —+/65 1++65 17 ++/65
6 ' 6 et 6 ' 6

_ 17 +65

6
17 +V65 16
6 6

Déterminons désormais une équation cartésienne de chacune des tangentes (t;) et (t,) passant respectivement

par Hy et H,.
M(xy; yu) € (t1) si et seulement si les vecteurs CM et C H, sont colinéaires et M(xy, ;

. gy =3 . y .
seulement si les vecteurs CM et C H, sont colinéaires.
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!
> non nuls sont colinéaires si, et seulement si, xy’' — x'y =0.

N - (X > X
Dans un repere, deux vecteurs 1 (y) etv (y
. — - - o X ! 12
L’expression xy’ — x'y est le des vecteurs U et U et on note det (il ; V) = | y,| = xy' —x'y.
1—V65
Xy + 2) . 3 +2
e .
Ym =5 17165 _ .

Les vecteurs CM et C H, ont pour coordonnées respectives (
6

MGy ; yu) € () © CM et CH, colinéaires

ﬂ—5>—(3’m—5)<¢+2> -0

@(xM+2)< ¢
5 — 5v65
———+10 =0

17 — V65 17 — V65 1—-+65
o|l————-5|xy+————— 10— |——+2|yy +
6 3 6
—13 —+65 —13 +65 34— 265 5—5V65
[=—3 XM+ yM+ + :0
6 6 6 6
—-13 — /65 -13 + /65 39 — 765
s Xy + Yyy+———— =0
6 6 6
1+/65
xM+2>et 6 +2
Ym—5 17465 '
e —5

Les vecteurs CM et C H, ont pour coordonnées respectives (

M(xy ; yu) € (t,) © CM et CH, colinéaires
1+ V65
LI 2) =0

5
THE )5

2
e (xy + )( 6
17 + /65 17 + /65 1+ 65 5 + 5v65
o|l—-5)xy+———-10—-|———+2|yy +———+10 =0
6 3 6
—13+ /65 —-13 —65 34 + 24/65 5+ 5vV65
6 6 6 6
—-13 + 65 —-13 - 65 39 + 7465
S 6 Xy + 3 yM+T =0
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1 i
En conclusion, les tangentes (t;) et (t;) aucercle ¢ — |\~ )
S . A (t,)

passant par C ont pour équations cartésiennes \ —
respectives :
—13 — V65 + —13 + V65 4 39 — 74/65 — o

6 6 6

et

—13 + V65 —13 — V65 39 + 7V/65

3 x+ 3 y+ 3 =0

Exercice 20
Soit un triangle ABC. On note O le centre du cercle circonscrit a ce triangle, H le point du plan défini par
OH =04+ 0B +0CctG lepointduplantelqueﬁ+@+ﬁ =0.

Démontrer que H est I’orthocentre du triangle ABC.
Démontrer que G est le centre de gravité du triangle ABC.
Démontrer que les points O, H et G sont alignés.

Correction de ’exercice 20

Démontrons que H est I’orthocentre du triangle ABC.

Pour montrer que H est I’orthocentre du triangle ABC, commengons par montrer que H appartient a la hauteur
du triangle ABC, issue de A, autrement dit commengons par montrer que AH.BC = 0.

mﬁ:<ﬁ+m).ﬁ:<m+m+ﬁ+m’>ﬁ:<ﬁ+m>.(3—o’+o—c>
cf1 cf2 cf3 cf1

=(m§+af).<:@’+bf>=(o—c’+5§>.<bf—m§>=mz—m§2= 2= B= 0

[S99]
cf4 cf5 cf5 cfe cf7

1- On utilise la relation de Chasles en introduisant le point O.
2- On utilise I’égalité de I’énoncé définissant le point H, a savoir OH =04 + OB + OC.

3- La somme de vecteurs opposés est €gale au vecteur nul ; ici, A0 + 04 = 0.
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4- On met en évidence I’opposée du vecteur opposé ; ici, BO = —0B.

5- On permute les vecteurs pour mettre en évidence le produit scalaire (U + 7). (U — V)

On applique I’identité remarquable (i + ¥). (4 — ¥) = 6% — ¥2

O est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC donc OA = OB = 0C. D’ou 0A* = OB? = 0C*.

(@)
I

7

AH.BC = 0 donc H appartient a la hauteur du triangle ABC, issue de A.

Par un raisonnement analogue, on montre que H appartient a la hauteur du triangle ABC, issue de B. En effet :

ﬁ.ﬁ:(ﬁ+ﬁ).ﬁ=<w+m+ﬁ+m)ﬁ:<ﬁ+m).<m+m)
cf1 cf2 cf3 cf1

_ (ﬁ’+0_c’).<—57i+66> _ (mmz).(az_az) _ 0C2— 0A% = 0C? - 047 =
TFT cf5 cf5 cfé cf7

BH.AC = 0 donc H appartient a la hauteur du triangle ABC, issue de B.

Par conséquent, H est le point de concours de deux hauteurs du triangle ABC : H est I’orthocentre de ABC.

Démontrons que G est le centre de gravité du triangle ABC.

Pour montrer que G est le centre de gravité¢ du triangle ABC, commencons par montrer que G appartient a la
médiane du triangle ABC, issue de A.

Notons A’, B’ et C' les milieux respectifs des segments [B(], [AC] et [AB].

CA+GB+GC=CA +AA+GA' +AB+CA +AC=3GA +AA+AB+AC=3GA+44A
cf1 cf2

I- On utilise la relation de Chasles en introduisant le milieu A’ de [BC].

2- A’ est le milieu de [BC] donc A'B + A'C = 0.

Or, par définition du point G, GA + GB + GC =0 donc 3GA’ + A'A = 0. Autrement dit, les vecteurs GA' et

A"A sont colinéaires : les points G, A’ et A sont alignés. Comme (A’A) désigne la médiane du triangle ABC,
issue de 4, on en déduit que G € (A'A).

Par un raisonnement analogue, on montre que G appartient a la médiane du triangle ABC, issue de B. En effet :

GA+GB+GC=GB +BA+GB +BB+GB' +B'C=3GB'+B'B+B'A+BC=3GB+B'B
cf1 cf2

1- On utilise la relation de Chasles en introduisant le milieu B’ de [AC].
2- B’ est le milieu de [AC] donc BA+BC=0.
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Comme, par définition du point G, GA + GB + GC =0, il vient que 3GB’ + B'B. Autrement dit, les vecteurs

GB' et B'B sont colinéaires : les points G, B’ et B sont alignés. Comme (B'B) désigne la médiane du triangle
ABC, issue de B, on en déduit que G € (B'B).

Par conséquent, G appartient a deux médianes du triangle ABC : G est le centre de gravité de ABC.
Démontrer que les points O, H et G sont alignés.
Par définition, OH = OA + OB + OC. En utilisant la relation de Chasles, on obtient :

OH=0G+GA+0G+GB+0G+GC 30G+GA+GB+GC 30GcarGA+GB+GC=0.

Ainsi, la colinéarité des vecteurs OH et 0G prouve 1’alignement des points O, H et G. Autrement dit, dans un
triangle, ’orthocentre, le centre de gravité et le centre du cercle circonscrit sont 3 points alignés (voire
confondus dans certains cas particuliers).

Ces 3 points appartiennent a une méme droite, appelée « droite d’Euler ».

Exercice 21

et B sont deux points du plan tels que AB = 4. (d) désigne une droite ne passant ni par A, ni par B. M est un
point libre de (d). Déterminer la position du point M de sorte que MA? + MB? soit minimale.

Correction de ’exercice 21

Soit I le milieu de [AB].
MA? + MB? = MA? + MB? ~— )

= (Ml +TA)* + (MI + IB)°
I M

2 2 .# iy
—_— 1 —_— —_— 1 —_— .'II" .': -
=(MI - —AB) + (MI + —AB) /
2 2
[— _ 1—) _ _ 1—) .-'IIII
=MI? — MI.AB + 3 AB? + MI? + MI.4B + 7 4B
A:ﬂ—H #* I H :B

=2MI? + EAB2 =2MI? + EABZ = 2MJ? +§ x 42

=MI*>+8

MA? + MB? est donc minimale quand MI? est minimale, ¢’est-a-dire quand (MI) et (d) sont perpendiculaires.
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Chapitre 6

Suites numériques

I/ Généralités
a) Définition
Définition
Une suite est une fonction définie sur N. Une suite numérique est une suite a valeurs

dans R.
I’image de n par une suite u se note u,, et est appelé terme de rang n de la suite. Une

suite u est aussi notée (uy,)

neN*

Remarque : On peut aussi définir une suite a partir d’un certain rang.

FEzxzemple :
1 1 1 1
1 défini N n=—". =, ul=-,up=-, .
/ u définie sur N par u 2 Uo =g, U =g, U2 =7
P 1 1 1
2/ v définie pour toutn}Sparvnzm vy =1, Ua =5, U5 = 3,

b) Comment générer une suite

Selon le contexte les termes d’une suite peuvent étre définis de différentes fagons.

Explicitement en fonction du rang

— Toute fonction définie sur [0 ; +oo[ (ou sur un intervalle de la forme [a ; +oo[) permet
de définir une suite.
Ezemple : Calculer les premiers termes de la suite définie sur N par u, = 2n? — 5n — 1.
w=2x02-5x0—1=-1;u =2x12=-5x1—1=—4;
U =2x22—5x2—-1=-3;u3=2x3>-5x3-1=2;
ug=2x4>-5x4—-1=11
— Les propriétés des nombres entiers permettent aussi de définir explicitement des suites
qui ne peuvent pas étre obtenues simplement par une fonction définie sur R.

Ezemple : Calculer les premiers termes des suites (un),cy €t (Vn),cy« 0% Un = (=1)" et v, est le
nombre de diviseurs de n.
U0:1;U1:71;U2:1;U3:71;

v=1;v=2;v3=2;v4=3;v5s =2; 06 =4 ...
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Par récurrence

Une suite peut aussi étre définie par son premier terme (ou ses premiers termes) et par une
relation permettant de calculer chaque terme en fonction du précédent (ou des précédents).

Ezemple : Calculer les premiers termes des suites ci-dessous définies sur N.

U,QI—G
t défini 1
u est définie par un+1:f§un71 pour tout n > 0
1 1 1 1
ulz—iuo—lz—ﬁ><(—6)—1:2;u2:—§u1—1:—§><2—1:—2

1 1 1 1
us = —gu—1=—2x (-2 =1=0jus=—gus —1=-5x0-1=-1
P vw=1;v=1
v est définie Par{ Vnts = Uns1 +vn  pour tout n > 0
vr=vi4+v=1+1=2;v3=v2+v1=24+1=3;
Vg =v34+v2=3+2=>0;vs=v4+v3=5+3=38;

ve =v5 +v4 =8+5=13
Wn

Wpail = — s1 Wy est pair
w est définie par wo =3 et i 2 P
Wnt1 = 3wy + 1 st wn est impair
10
w1:3><w0+1:3><3+1:10;w2:%:?:5;w3:3><w2+1:3><5+1:16;
wp=Ws 16 o w8 W _ 4,
Ty T2 T Ty T T YTy T

II/ Sens de variation
a) Définition
Une suite étant une fonction, les définitions restent les mémes :

u est croissante (strict. croissante) sin < p = u, < up (N1 <p = u, < up)
u est décroissante (strict. décroissante) si n < p = up = up (n < p = up > up)

Cependant, les propriétés des nombres entiers permettent d’établir les résultats suivants :

Propriété
u est croissante si et seulement si pour tout entier n, u, < Up41
u est décroissante si et seulement si pour tout entier n, u, = Upi1

Remarques :

— Ne pas mélanger upy1 et up +1

— Dans la pratique, pour déterminer le sens de variation d’une suite, on s’intéresse au
signe de la différence uy4+1 — Up,.

— Dans le cas ou tous les termes de la suite sont strictement positifs, on peut aussi comparer

Un4+1
nt al.
Unp,

le quotient

Ezemple : Déterminer le sens de variation des suites suivantes :

— u est définie sur N par u, = 3n+ (—1)".
Etudions la différence Unt+1 — Up ©
VnEN, tnt1 —tun =3(n+ 1)+ (=" —3n - (-1)"=3-2x (-1)" >0
La suite (un),cy est donc croissante.

Vo = 2

B ¢ défin
v est définie sur N par { st = —02 + v pour tout n € N

Etudions la différence vy+1 — vy, :

Pour tout n € N, vp41 — v = fvi + Vp — U = fvfl <0
La suite (vn), oy est donc décroissante.
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e 2"
— w est définie sur N* par w, = —.
n

2n+1
n 2n+1 2
PourtoutnEN*,wH:ntlz L
Wn, 2" 2n n+l n+1

n
w
Pour tout n > 1, 2n > n + 1 donc Sl

Wn
La suite (wn), oy« est donc décroissante.

> 1.

b) Propriété

w
Les termes de la suite sont strictement positifs, on étudie donc le quotient —ntl
Wn

Propriété| Soit f une fonction définie sur [0; 00|, et (u,) la suite définie par u, = f(n), alors
— si f est croissante, alors la suite (u,) est croissante,
— si f est décroissante, alors la suite (u,) est décroissante.

Démonstration : Si par exemple f est croissante sur IR", alors pour tout entier n, f(n + 1) > f(n),

c’est-a-dire exactement que w,.; > u,, donc (u,) est croissante.

Exercice : Etudier le sens de variation des suites definies par les expressions :

3n — 2 1
®y, = —— ey, =——n+3 e w, = (n—5)?
n+1 3 Uy,
Remarque : La réciproque est fausse! Us=5

Par exemple, soit la suite (u,) définieparwu ,= f(n) us=4

avec la fonction f(x) = z + sin(27x). us=3

Alors, pour tout entier n, u,, = n+sin(2mn) = n, et donc  ,=2
(u,) est croissante (c’est la suite des entiers naturels), _q
tandis que f n’est pas monotone sur IR. h=

Exercice :Déterminer le sens de variation des suites suivantes :

n?+1 3n—1
o, =

o = n2—10n+26
om n+ 2 ® Wn =10 nt

® U, =
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IV/ Suites arithmétiques

Définition Une suite arithmétique est une suite dont chaque terme est obtenu en ajoutant la
méme quantité r, appelée raison de la suite, au terme précédent.
Pour tout entier n, up4q = Uy, +17 = Uptl — Uy = T.

+r +r +r +r +r +r
U Uy Us us Uy e Up,

Up+1

Ezemples :
La suite des nombres impairs est une suite arithmétique de raison 2.
Les suites u et v définies sur N par w, = 3n — 4 et v, = n> + 2 sont-elles arithmétiques ?
— Pour tout n, upt1 —up =3(n+1)—4—-Bn—-4)=3n+3-4—-3n+4=3.
La suite u est donc arithmétique de raison 3.
— v =2,v1 =3, v2=06ainsivi =vg+1etva=v1+3
La suite v n’est donc pas arithmétique.

Exercice e La suite (u,) définie par ug = 0 et pour tout entier n par la relation w, 1 = u, + 1
est une suite arithmétique de raison r =1.Ona:uy=ug+1=1, us =u; +1=2, ug =
(uy) est la suite des entiers naturels.

e Soit (v,,) la suite définie par la relation v, = 5n + 2.
Alors, pour tout entier n, v, 1 — v, = .. ..
On en déduit que (v,) est une suite arithmétique de raison r =

e La suite (w,) définie par la relation w,, = n* + 2 est-elle arithmétique ?

Propriété

Soit (un), ey une suite arithmétique de raison 7.
Sir > 0 alors u est strictement croissante.
Sir = 0 alors u est constante.

Sir < 0 alors u est strictement décroissante.

Démonstration immédiate (Pour tout n, up41 — up = r...)
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b) Expression de u, en fonction de n

— Propriété

Soit (un), ey une suite arithmétique de raison 7.
Pour tous entiers naturels n et p :

Up = Uup + (n—p)r

En particulier, pour tout entier naturel n :

Uy, = Ug + NT

— Démonstration
On suppose n > p. On a :
Up — Up—1 =T Up—-1 — Up—92 =T, Up42 — Up+1 =T Upt1 —Up =T
En additionnant toutes ces égalités, on obtient :

un_up:(n_p)r

Up = Up + (0 —p)r \

c) Somme de termes consécutifs

soit

Propriété

Soit (up), ey une suite arithmétique de raison 7.
Pour tout entier naturel n :

ugFur+ o F Uy Fuy = (n+1) x

ug + Up,
2

U + Unp
2

Remarque : On a aussi u1 +ug - + Up_1 + Uy =1 X

Démonstration

|_Posons S=ug+u +--+u,
On a ainsi 25 = (ug+up) + (w1 +up—1) + (ug +up—2)+- - -+ (Up—1 +u1) + (un +ug)
Or, pour tout k < n, ug +up_r = ug+kr+ug+ (n—k)r = ug+ug +nr = ug + uy,.
On adonc: 2S5 = (n+1) x (ug+ up)
DoncS:(n—i—l)xuo—’_Tun \

Exemple : Déterminer la somme des n premiers nombres impairs.
La suite des nombres impairs est la suite arithmétique de raison 2 telle que u; = 1
U1 + Un wr+ur+(n—1r ><2+2n_2—n2

urtuz: -+ Up—1+uUpn=mn X =n X =
2 " 2 " 2

V/ Suites géométriques
a) Définition

Définition
Soit (un ),y une suite et ¢ un réel.
On dit qu’une suite (uy),cy est une suite arithmétique de raison ¢ si pour tout entier
naturel n :

Up+1 = q X Up

Remarque : Si g # 0 et ug # 0 alors pour tout n € N, u,, # 0.
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Ezxemple :

La suite des puissances de 2 est la suite géométrique de premier terme 1 et de raison 2.

Les suites u et v définies sur N par un, = —4 X 3" et v, = n? + 1 sont-elles géométriques ?
Unp1  —4x 3!

Pour tout n, = =
Un —4 x 3"
La suite u est donc géométrique de raison 3.

vo=1,v1 =2, v2=>5ainsi v1 =2 X vg et v2 =2,5 X v
La suite v n’est donc pas géométrique.

b) Expression de u,, en fonction de n

— Propriété

Soit (un), ey une suite géométrique de raison gq.
Pour tous entiers naturels n et p :

Up =up X "

En particulier, pour tout entier naturel n :

Up = ug X q"

— Démonstration
On suppose n > p. On a :
U

Up, n—1 Up4-2 Up+1
=4q; =4q; — =(q; — =q
Up—1 Up—2 Up+1 Up
En multipliant toutes ces égalités, on obtient :
U . _
— = ¢"P soit u, = up X q"°P
Up
— Propriété

Soit (un), ey une suite géométrique de raison g # 0.

si ug > 0, u est strictement croissante.

si ug < 0, u est strictement décroissante.

Si ¢ = 1 alors u est constante.

si ug > 0, u est strictement décroissante.
si ug < 0, uw est strictement croissante.

Si g > 1 alors

Si0<q<1alors

Si g < 0 alors u n’est pas monotone.

— Démonstration
Pour tout n, unp41 — un = ug X ¢
Le signe de ;41 — u, s’obtient donc en fonction du signe de ug, du signe de ¢" et
du signe de ¢ — 1.

g x ¢ =g x ¢"(g— 1)

c) Somme de termes consécutifs

— Propriété

Soit g un réel différent de 1.
Pour tout entier naturel n :

9 1 1— qn+1
l+q+q +-+q¢" +q"= 4
Soit (un ),y une suite géométrique de raison g # 1.
Pour tout entier naturel n :
1— qn+1

Uy + Uy + 0+ Up—1 + Uy = U X 1—q
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Démonstration
I_Posons S=14qg+¢*+ - -+¢" '4+¢* Onaalors ¢S = ¢+ @+ + - +¢"+¢" !

Ainsi, S — ¢S =1—¢"*!
1_qn+1
Dou:S=——
1—gq

Ezemple : Déterminer la somme des n premiéres puissances de 2 (1 +2+ 2% +... +2"71)).

La suite des puissances de 2 est la suite géométrique de raison 2 et telle que up = 1
1—q" 1-2"

=1x
1—g¢ 1-2

AinsL o+ U1+ -+ Un—1 = Ug X
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Exercices

1 Définition de suites

Pour toutes les suites (u,,) définies ci-dessous, on demande de calculer uy, us, us et ug.
m — 2
1. u, = .
" n+4

9 U0:2
' Upr1 = 2Up + 3

ieme

u, est len nombre premier.
u, est la somme des n premiers nombres pairs strictement positifs.

u, est le nombre de diviseurs positifs de n.

AR AT

Je place 1 000 Dh sur mon livret A au taux de 2,5% par an.

u, est la somme dont je dispose la n'“™¢ année.

7. u, est la n'°"® décimale du nombre .

2 Sens de variation d’une suite

Etudier le sens de variation des suites (u,,) définies ci-dessous :

1. u, =3n—>5.
2. u, = —n%+5n—2.
1
3. un:nJr .
n+2
37L
4. u, = —.
=3

Uy = 1
8. 1 )
Up+1 = ZUn

2
9. u, =vVn+1—+/n. (plus difficile)
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3 Majoration, minoration

1
1. Soit la suite (u,) définie pour tout n € N*, par u, =5 — —.
n
Montrer que la suite (u,,) est bornée.
2n+1
2. Soit la suite (u,) définie pour tout n € N* par u,, = :2 :
n

(a) Montrer que la suite (u,) est majorée par 2.

1
(b) Montrer que la suite (u,) est minorée par o

3. Soit la suite (u,) définie pour tout n € N* par u,, = —n* + 8n + 1.
Montrer que (u,) est majorée par 17.

4. Soit la suite (u,) définie pour tout n € N* par u,, = vVn+ 1 — /n.
Montrer que (u,) est majorée et minorée.

4 Suites arithmétiques

Les questions sont indépendantes.

1. On définit pour tout n la suite (u,) par : u,, = 3n — 2.
Montrer que (u,) est une suite arithmétique.

1
2. Soit (u,) une suite arithmétique de premier terme uy = 5 et de raison 3

Calculer le 9™ terme, puis la somme : S = ug + uy + . . . + us.
3. Soit (v,) une suite arithmétique de premier terme u; = 2 et de raison —2.
Calculer w15, puis la somme : ¥ = u; +ug + ... + uss.

4. Calculer : S=114+ 14+ 17+ ...+ 170+ 173.

5 Suites géométriques

Les questions sont indépendantes

7n+1
1. Soit la suite (u,) définie pour tout n € N par u,, = E
Montrer que (u,) est une suite géométrique et déterminer sa raison et son premier

terme.
1
2. Soit u, une suite géométrique de premier terme u; = 3l et de raison —3.

Calculer uy, puis S = uy +us + ... + ur.
3. Calculer X =1+2+4+8+...+4096.
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Les exercices qui suivent sont des extraits d’annales de bac. Il est assez
fréquent d’avoir des suites le jour du bac et une grande partie de leur étude
a été faite en premiere, vous étes donc déja tres forts.

6 Suite 7arithmético-géométrique”
Exercice tres classique que vous avez de fortes chances de retrouver dans ’année.

On considere la suite (u,) de nombres réels, définie pour tout entier n > 0 par la
relation de récurrence :

Unp4+1 = éun +3

et la relation initiale uy = 2.
1. Calculer uq, us et us.

2. (vy,) est la suite définie pour tout entier naturel n par : v, = u, — 6.
Démontrer que (v,) est une suite géométrique et déterminer sa raison.

3. Pour tout entier naturel n, exprimer v,, puis u, en fonction de n.

4. Calculer S = vy + vy + ...+ vg puis S = ug + uy + ...+ ug.

7 Augmentation de loyer

Une personne loue une maison "a partir du premier janvier 1991. Elle a le choix entre
deux formules de contrat. Dans les deux cas, le loyer annuel initial est de 4 800 dh et le
locataire s’engage " a occuper la maison pendant 9 ann “ees compl etes.

Les valeurs décimales seront arrondies, si nécessaire, au centime pres.

1. Contrat n°1 : Le locataire accepte une augmentation annuelle de 5% du loyer de
I’année précédente.

(a) Calculer le loyer u; payé lors de la deuxieme année.
(b) Exprimer u, (loyer payé lors de la (n 4 1)*™ année) en fonction de n.
(c) Calculer us.

(d) Calculer la somme payée a l'issue des 9 années de contrat.

2. Contrat n°2 : Le locataire accepte une augmentation annuelle forfaitaire de 300 dh du
loyer de ’ann “ee pr “ec “edente.

(a) Calculer le loyer v; payé lors de la deuxiéme année.

(b) Exprimer v, (loyer payé lors de la (n + 1) année) en fonction de n.

(c) Calculer la somme payée a l'issue des 9 années de contrat. Quel est le contrat
le plus avantageux ?
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8 Suites et représentation graphique

On considere les suites (uy,,) et (v,) définies pour tout entier naturel n par :

UO:O ’UOI2

3u, +1 et 3v, + 1
Upy1 = 1 Unt1 = 1

1. Calculer uy, us, uz d’une part et vy, ve, vz d’autre part.

2. Dans un repere orthonormal (O;7,7) , d'unité graphique 5 cm, tracer les droites D

z+1
4

Utiliser D et A pour construire sur ’axe des abscisses les points Ay, A, Az d’abs-
cisses respectives uq, us, us ainsi que les points By, By, Bs d’abscisses respectives

et A d’équations respectives y = et y=u.

V1, U2, V3.
3. On considere la suite (s, ) définie pour tout entier naturel n par : s, = u, + v,.

(a) Calculer sy ,s1, S92 et ss3. A partir de ces résultats, que peut-on conjecturer
pour la suite (s,)?

(b) On admet que la suite (s,,) est une suite constante égale a 2. (la démonstration
n’est pas du programme de premiere)

4. On considere la suite (d,) définie pour tout entier naturel n par : d,, = v, — u,.
(a) Montrer que la suite (d,,) est géométrique.
(b) Donner I'expression de d,, en fonction de n.

5. En utilisant les questions 3.(b) et 4.(b), donner l'expression de u,, et de v, en
fonction de n.
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Aide

2 Sens de variation d’une suite
Définition :
e Un suite (uy,,) est croissante a partir d’un rang ng ssi :
Pour tout n = ng, Upi1 = .
e Un suite (u,) est décroissante a partir d’un rang ng ssi :
Pour tout n > ng, upi1 < Uy.
Pour étudier le sens d’une variation, vous avez le choix entre les trois méthodes ci-
dessous, et quelquefois c¢’est dur d’avoir le choix. ... Il faut vous fiez a votre expérience et
a votre maitrise des calculs.

Méthodes :
e La suite (u,) est croissante a partir du rang ng ssi

Pour tout n > ng alors u, 1 —u, =0

e Pour une suite dont tous les termes sont strictement positifs.
La suite (u,) est croissante a partir du rang ng ssi

Pour tout n > ng alors u, 1 —u, =0

e Soit la suite u,, définie par u,, = f(n).
Si la fonction f est croissante sur 'intervalle [ng; +ool, alors la suite (u,,) est crois-
sante a partir du rang nyg.
Attention, pour cette derniere propriété, la réciproque est fausse.

Il y a des propriétés correspondantes pour une suite décroissante.

3 Majoration, minoration
Définition :
e Une suite (u,) est majorée s’il existe un réel M tel que :
pour tout n € Nyu,, < M
e Une suite (u,) est minorée sl existe un réel m tel que :
pour tout n € Ny u,, > m

e Une suite est bornée, lorsqu’elle est majorée et minorée.

Méthodes :

Pour montrer qu’'une suite est majorée par un réel M, on peut :
e Travailler sur des inégalités.

e Montrer que la différence u,, — M est positive pour tout n € N.
e Soit u, = f(n), montrer que f est majorée sur RT.
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4 Suites arithmétiques

Une suite (u,,) est dite arithmétique de raison r (r € R) si :

pour tout n € Ny w11 =u, + 71

Méthode : Pour démontrer qu'une suite est arithmétique, on prouve que la différence

Upi1 — Up est indépendante de n.

Le premier terme est ug :

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme g, alors pour tout
n €N, ona:u,=muy+nr.

Le premier terme est uq :

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme wy, alors pour tout
neN ona:u,=u +(n—1)r.

Somme des premiers termes :

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme wyg, alors pour tout
Ug + Un

neNona:uy+u +...+u,=Mn+1) x ———

Certains préferent le retenir sous une des formes suivantes :

premier terme + dernier terme

nombre de termes X

2
ou bien : nombre de termes X moyenne entre le premier et le dernier terme.

5 Suites géométriques

Une suite (u,,) est dite géométrique de raison ¢ (¢ € R) si :

pour tout n € Ny u, 11 = q X u,

Méthode : Pour démontrer qu’'une suite est géométrique, on part de w,,; et on

cherche a l’écrire en fonction de w,,.

Le premier terme est ug :

Soit (u,) une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme ug, alors pour tout
n €N, ona: u, =uyxq".

Le premier terme est u; :

Soit (u,) une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme u;, alors pour tout
neN* ona:u,=u xq¢ L

Somme des premiers termes :
Soit (u,) une suite géométrique de raison ¢ # 1 et de premier terme wug, alors pour

1— qn+1
tout n e Nyona:uy+u +...+u, =1uy X T
—q
Certains préferent le retenir sous la forme suivante :
1 — I.aisonnombre de termes
premier terme X -
1 — raison
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6 Suite 7arithmético-géométrique”

e Pour la question 2 : On écrit v, 1 en fonction de u, 1, puis en fonction de u,, puis
en fonction de v,
e Pour la question 4 : Je sais calculer la somme des termes d'une suite géométrique. ..

7 Augmentation de loyer

t
e Pour augmenter une somme de t%, je la multiplie par (1 + m)

e Pour le contrat 1, je reconnais une suite géométrique.
e Pour le contrat 2, je reconnais une suite arithmétique.
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I11

Correction

1 Définition de suites

S Ltk W

Tx1-=2 19
TT:L Uy = 2, U3z = 7etu6—4

Uy =

U =2up+3 =T, ug = 2u; +3 = 17, ug = 37, c’est une suite définie par récurrence,

donc pour calculer ug, je dois connaitre uy et us.

Uy = 2uz +3 =77, us = 2uy + 3 = 157 et enfin ug = 2us + 3 = 317.

u; = 2 (1 n’est pas un nombre premier), us = 3, uz =5 et ug = 13.

U =2, up=24+4=6, u3=24+4+6=12¢etug=2+4+6+8+ 10+ 12 = 42.

u1:1u2:2,u3:26tu6:4.

t
Pour augmenter un nombre de t%, je le multiplie par (1 + m)
u; = 1000 x 1,025 =1 025, uy = u; x 1,025 =1 000 x (1,025)* ~ 1 050,63
uz = 1000 x (1,025)* ~ 1 076,89 et ug = 1 000 x (1,025)° ~ 1 159,69.

Ulzl, UQ:4, U3:1€tu6:2.

Sens de variation d’une suite

. Pour tout n € Nyona: u, 1 =3(n+1)—5=3n—2, donc :

U1 — Up = (B3n—2) — (3n —5) =3 > 0 et la suite (u,) est croissante.

Pour tout n € N, up 1 —up = —(n+1)2+5n+1) -2~ (—n’+5n—2) = —2n+4.
Or —2n+4 est positif ssi n < 2 et négatif ssi n > 2, donc la suite (u,,) est décroissante
a partir du rang 2.

. Exemple d’utilisation des trois méthodes sur la méme suite.

n+2 n+l  (n+2P-n+1)n+3)
n+3 n+2 (n+2)(n+3) B
orn+2>0etn+3>0donc u,. 1 —u, >0 et la suite (u,) est

e Pour tout n € N, w1 — u, =

1
(n+2)(n+3)’
croissante.

e Tous les termes de la suite sont strictement positifs.
Upp1 N+ 2 n+2 _nP4+4n+4

Pour tout n € N, = ,or n24-4n+4 > n?+4n+3,
" Uy, n+3 n+l n2+4n+3
donc —— > 1 et la suite (u,,) est croissante.
Unp,
r+1
Ona:u,= , : )
e Ona: u, = f(n), avec f TS
lz+2)-1(xz+1) 1

f est dérivable sur R et f'(z) =

= d t
@1 2)? EED)E > 0, donc f es

croissante sur R et la suite (u,,) est croissante.

Tous les termes de la suite sont strictement positifs.
U 3n+1
Pour tout n € N, =+ — 5 X g = 3 > 1, donc la suite (u,,) est croissante.
Up
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5. Ona: u,= f(n),avec f:x+— Va2 43
f est croissante sur R™ alors (u,) est croissante

6. e Je ne peux pas appliquer la méthode du quotient car tous les termes de la suite
ne sont pas strictement positifs.
e Je ne peux pas appliquer la méthode utilisant une fonction car je ne sais pas

1 X
étudier les variations de x — —5) .

e Pour tout n € N, on a:

1" 1\" " 1 3/ 1\"
Upil — Up = | —= —{—=) =l—-=) x|[—=-1)=—1—=] .
2 2 2 2 2 2
. 3 \" L . . L
Or l'expression 5\ 73 est positive lorsque n est impair et elle est négative

lorsque n est pair, donc la suite (u,) n’est ni croissante ni décroissante.
7. Pour tout n € N, u,41 — u, = 3 et la suite (u,) est croissante.

8. Tous les termes de la suite sont strictement positifs. (pour le prouver rigoureusement,
il faudrait une méthode de démonstration qui est au programme de terminale, mais
nous 'admettons ici)

u
Pour tout n € N, ntl

= — < 1, donc la suite (u,) est décroissante.
un

9. Je pose u, = f(n), avec f définie sur [0; +oc[, par : f(x) = Vr +1—+/z.
1 1 Vi-vail
t dérivabl 0; +oof, et f'(z) = - = .
[ est dérivable sur |0; +o00[, et f'(z) NN NS
Orz+12>2z>0donc Vo+1>= x> 0et f(z) <O0. La fonction f est donc
décroissante sur ]0; +oo[ et (u,) est décroissante.

3 Majoration, minoration

1
1. Pour tout n € N*, on a : —— < 0 donc u,, < 5 et la suite est majorée par 5.
n

1
D’autre part : n > 1 donc — < 1 et u, =5— — >4, donc (u,) est minorée par 4.

1
n n
La suite (u,) est bien bornée.

2. Je traite les deux questions par deux méthodes différentes.

2 1 2 1-2 2 -3
(a) Pour tout n € N,u,, —2 = ntl_,_ It (n+ ): .
n—+2 n—+2 n—+2
Orn+ 3 > 0, donc _+2<Oetun—2<0,cequidonneun<2.
n
La suite est majorée par 2.
. 20+ 1 .
(b) Soit f: x> +2,fest dérivable sur [0; +oo] et
x
2 2) —1(2 1 3
f(z) = Er2)—1@r+l) > 0.
(v +2) (z+2)?

1 1
La fonction f est donc croissante, de plus f(0) = 5 donc f est minorée par 3

et par conséquent (u,) aussi.
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3. Pour tout n € Nyu,, —17=-n*+8n+1—-17=-n*+8n — 16 = —(n +4)> < 0.
Donc u,, < 17 et la suite (u,) est majorée par 17.

. _Wn+l=yn)(Vn+1+yn) 1
4. Pour tout n € N*,v/n+1—+/n = W+\/_ \/n—+1+\/ﬁ

Orn > 0,donc vn+ 1+ let0 < . (Car la fonction inverse
Vi Tz — = <L

est décroissante sur |0; +00].)
Finalement 0 < u,, < 1, donc la suite (u,) est bornée par 0 et 1.

4 Suites arithmétiques

1. Pour tout n € N, w11 —u, =3(n+1) —2—3n+2 =3, donc (u,) est une suite
arithmétique de raison 3 et de premier terme ug = —2

i 1 23
2. Le 9" terme est ug = 5+ 8 x 33
5+ %
S:u0+u1+...+u8:9x 3:57
3. u15:u1+14>< (—2) :—26’ u7:U1+6X (_2):_10’

—10 — 26
etZ:u7+u8+...+u15:9xf:—162.

4. S=114+14+17+...4170+ 173 est la somme des termes d’une suite arithmétique
de premier terme uy = 11 et de raison r = 3.

Soit n I'indice du dernier terme : u, = ug+nr < 173 =11+nx3 < n=>54,ily

11+1
a donc 55 termes dans la somme et : S = 55 X %73 = 5 060.

5 Suites géométriques

7n+2 7n+1

1. Pour toutn € Ny u, 11 = - = X

et de raison 7.

= Tuy,, donc (u,) est une suite géométrique

7
de premier terme ug = R
1 1—(=3)7" 547
=9et S = = —X——"=—
g (3 =9t S =umtuat . tur =gy 1-(—3) 8l
3. X est la somme des termes d'une suite géométrique de premier terme uy = 1 et de
raison 2

2. U7 = UL X (—3)6

Je cherche l'indice n du dernier terme : u,, = upq" < 4096 =1 x 2" & n =12
13

1-2

Remarque : Nous ne savons pas, pour l'instant, résoudre 1’équation 2" = 4 096. Il
faut faire des essais sur la calculatrice.

donc X =1 x =8 191.
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6 Suite 7arithmético-géométrique”

11
1. Calculer u; =4, uy =5 et uz = Ch

2. Pour tout ne N, ona: v,y ;1 = U, —6

= +3—-6
:—un —_
2

(v +6) —3

1
Donc la suite (v,,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme vy = —4

1\" 1\" 1\"
3. Pour tout entier naturel n, on a v,, = vy X (§> = —4 <§> et u, = —4 (5) + 6.

1 — (L
4. Ona:S=-— (21) ——%
-1 128
1023 6 657
et S’:u0+u1...+u9:v0+6+v1+6+...v9+6:—ﬁJer 10278.
7 Augmentation de loyer
1. Contrat n°1 :
(a) u; =4 800 x 1,05 = 5 040.
(b) u, =4 800 x 1,05, c’est suite géométrique.
(c) ug =4 800 x 1,05% ~ 7 091,79.
1—1,05°
d =4 =~ 5292751
()UO+U1+ + ug 800 x 1_1705 5 97,5
2. Contrat n°2 :
(a) v1 = vo + 300 = 5 100.
(b) v, =4 800 + 300n, c’est une suite arithmétique.
(c) vg = 7200
4 800 + 7 200
(d) vo+v1+...+vs =9 X + = 54 000. Le premier contrat est donc

plus avantageux pour le locataire.
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8 Suites et représentation graphique

1u—lu—g—7etv 711—%1)—%
1’ 2_16’ 3 1= 2 = 3 = .

1wy =
b 64 1 16’

2 +

d

|
|
A1 AgAg 1 B382 Bl 2

3. 50 =2,8 =2, s3 =2et s3 =2. On peut conjecturer que la suite (s,) est constante

égale a 2.
4. (a) Pout tout n € N, dpy1 = Vpy1 — Unya
3v, + 1 3u, +1
4 4

3
~ > (o
é%d

_un

Donc (d,) est une suite géométrique de raison 1

(b) Pour tout n € N, d,, = dy x <§> =2 <§) :

4 4
Un:$n+dn vn:1+(§)
Up + Up = Sp . 2 4
5. 0On a: ssi , donc n
Uy — Uy, = dp, Sy —dy _ 1 3
Uy = 5 Uy = 1
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Chapitre 7

trigonométrie

I) Trigonométrie

1) Formules d’addition

Théoreme 1 : Soita et b deux angles quelconques, on a les relations

cos(a+ b) = cosacosb —sinasinb
cos(a —b) = cosacosb +sinasinb

sin(a + b) = sinacosb + cosasinb

sin(a — b) = sinacosb — cosasinb

Deémonstration : Soit les point A et B sur le cercle unité :

N

sina

sinb

W

Oj|o cosa cosb/

Calculons le produit scalaire (jzl : @ de deux fagons différentes
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(ﬁ-(ﬁ:OAXOBxcos(a—b):cos(a—b)

(74@ = (C.Osa) . (C98b> = cosacosb —sinasinb
sina sinb

On en déduit donc la deuxiéme formule :
cos(a —b) = cosacosb +sinasinb
Pour retrouver la premiere, il faut remplacer dans la formule ci-dessus b par
—b, on obtient alors :
cosla — (—b)] = cosacos(—b) + sinasin(—b)
comme la fonction cosinus est paire et la fonction sinus impaire, on a :

cos(a+b) = cosacosb —sinasinb

Pour retrouver les formule avec le sinus, on utilise la formule qui permet de
passer du cosinus au sinus, c’est a dire :

7T .
Cos (E — 9) =gin®
On a alors:

sin(a +b) = cos [E —(a+ b)]

= Cos (7( —a) cos b + sin <7T —a> sinb
a 2 2
T . LTt
Comme cos (E — a) = sina et sin <5 — a> = cosda

=sinacosb + cosasinb

On retrouve la derniere formule en remplacant b par —b et compte tenu des
parités des fonctions cos et sin, on obtient alors :

sin[a + (—b)] = sinacos(—b) + cosasin(—D)
sin(a — b) = sinacosb — cosasinb

Exemple : En remarquant que :

5_”_E+E
6 4
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alculer la valeur exacte d o7 t in5ﬂ
calcule Veeceecoslzes 1

En appliquant les formules d’addition, on a :

c0851—72T = COoSs (% + g)

7T 7T . Tt Tt
— COS — COS — — SN — sIn —

6 4 6 4
_V3 V2 1 V2
2 2 272
V6— 2
4

_Ve+v2
4

Remargue : Pour se souvenir des formules d’addition, on peut remarquer :

> Avec le cosinus on ne "panache pas" tandis qu’avec le sinus on "panache".

> Avec le cosinus et a + b, on met un "moins" entre les deux termes. Avec le
sinus pas de probleme de signe

2) Formules de duplication

Théoréeme : Pour tout angle 4, on a les relations :

2 2

cos2a = cos“a —sin“a
—2cos?a—1

—1—2sin%a

sin2a = 2sinacosa

Deémeonstration : La formule sur le sin2a est 'application directe des for-
mules d’addition. Les formules sur le cos 2a font intervenir la relation entre cos?
et sin?. En effet :

cos2a = cos(a+a)

= cos?a — sin®a
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En appliquant la formule cos?a + sin?a = 1, on obtient les deux formules sui-
vantes
= cos?a — (1 —cos?a) =2cos’a—1

= (1 —sin®a) —sin’a = 1 — 2sin%a

Exemples :
1) Calculer cos2x dans les deux cas suivants

a) (:osx—E
5

1

b) sinx = —

) 3
a) On ne connait que le cosinus donc :

cos2x = 2cos?x — 1

3 2
_2(2) -1
()

9
—ox 21
* 25
18-25
=5

7

25

b) On ne connait que le sinus donc :

cos2x =1 —2sin? x

a) Calculer cos2a.

b) A quel intervalle appartient 2a. Déduire alors a.
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a) On ne connait que le cosinus donc :

cos2a =2cos’a—1

243\
:2<T>
2+V3

4
44234

=2 X 1

b) Comme a € [O, %} alors 2a € [0; 7], on en déduit donc :

T T
2a—g et donc a—ﬁ

3) Formules de linéarisation

Théoréme  : Pour tout angle a on a les relations :

2 1+ cos2a

cos a4 = ——7——
2

. 2 1 —cos2a

sin“a = ———

Deéemonstration : Ces formules se déduisent directement des formules de
duplication avec le cos 2a. En effet :

1 2a
cos2a =2cos’a—1 = 2cos’a =14 cos2a = coszazﬂ%

1-— 2
cos2a =1—2sin?a = 2sin®a=1-cos2a = sin’a = %ﬂ

ExeMPle : Calculer cos % et sin %
Ona:
1+ cos2 <E>
cos? — = 8
8 2
1+ cos i
_ 4
2
V2
14 Y2
2
2442
- 4
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T
Comme cos 3 > (0,ona

De méme, on a:

LT
Comme sin 3 >0,ona
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Formulaire de trigonométrie

1- Les angles associés

Pour toutX réel, on a:

COS(X)= cosk | ; cos(r+Xx)=- cosk ; cOos(@T—X)=- cosk ; cos§+x)= - sink ;cosg—x)z sing )
sin(=x)=-sin) ; sin(r+x)=-sin(x) ; sin(fT—x)=sin(x) ; sin(7—2T+ X)= cosf ); sin(]—zT—x)z cos )

Pour toutX appartenant & —{]—2-[+ Kk, kDZ] ,onaftan(-x)=-tank) ;tan(z+x)= tank ) ;tan(z—x)=- tanf

2- Les équations trigonométriques :

a est un réel quelconquecos(x )= cosf )= il existe un entiektel que : X =a + 2k, ou x=-a +2 kr
sin(x)=sin@ ) = il existe un entiektel que : X =a +2kr, ou Xx=77—a +2 kr

alD tan(x)= tan@ )= il existe un entiek tel que : X = a + kit

tan

3- Formules d’addition :

Pour tous réelaetb: cos@+b)= cosé )cod§ + sird )sif{ ; sin(@+b)=sin(@)cosp » cosé )sirg
cos@—-b)= cosb )codf ¥ sirg )sir{ ; sin(@a—b)=sin(@)cosp - cosq )sinlf
Remarquons que, polr=—a la 1°*°formule donne cos @)+ sif @)= 1

tan(@)+ tan tan(@)— tan
Pour tous réela etb « autorisés » :tan@+b)= M ; tan@-b)= M

1-tan@)tanb ) 1+tan@)tanb )
Pour tout réeh: cos(21)= co & > sih& ¥ 2césa) 4 4 238im(; sin(2a)= 2sin@)cosé
cos(® )= 4cos 4 ¥ 3cos( ; sin(3@)= 3sin@ ) 4sin &

1-taf @) . _ 2tan@)
1+tarf @) sin(22)

_ _ 2tan@)
T 1+taf @)’ an(2)

Pour tout réeh « aubrisé » :cos(A )= = Tnz()
—an @

4- Formules de transformation :

4

Pour tous réela etb: cos@)cosb ):% (co+ b ¥ cost- b ; sin@)sinp)= —% (cos@+ b} cosé b
sin(@) cosp )=% (siné+ b} siné— b)
Pour tous réelp etq : cos(p )+ cosq F ZCOSQ? )coﬁ;—q ; cos(p)- cosq F - Zsin% )Siﬁ%q

sin(p)+ sin(@)= 23in(p;q )cosP; g ; sin(p)-sin(@)= 2COSP;q )sin{); d

SNP+A) 0 g e SN0

Pour tous réelp etq autorisés :tan(p )+ tanf )= :
cos(p)cosq ) cos(p)cosq |

Pour tous réela etb non tous deux nuls, et pour tout réel acos(x)+ bsin(x)=v & + § cosfc¢ ,
b

a .
—— etsin@)=—————
Jai+b? @) Jai+b?
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Exercices

Exercice 1
5 5 5
1) Vérifier que : % = g + g puis calculer cos 1—; et sin 1—;
11 2 11 11
2) Vérifier que : 1—; = ?ﬂ + ;—T puis calculer cos 1—; et sin 1—;
Exercice 2
Calculer cos 2x dans chacun des cas suivants :
3 1
a) cosx:—? b) cosx = ) sinx:—g

Exercice 3

1) Réduire les expressions suivantes :
a) A(x) = cos7xsin6x — sin 7xcos 6x
b) B(X) = cos xcos2x — sin x sin 2x
¢) C(x) =cos3xsin2x + cos2xsin3x
2) Exprimer chacune des expressions suivantes en fonction de sin x et cos x.

a) sin (x_ g) b) V2cos (x+ g) c) \/isin(x— %)

3) xestun réel de I'intervalle ]O; g[

a) Réduire I’écriture de I’expression :

sin 3xcos x — sin x cos 3x

b) En déduire que :
sin3x  cos3x

- - =2
sinx  cosx
Exercice 4 :
a et b sont deux réels de I’intervalle [0; g] tel que :
3 1
=— et sinb==
cosg= et sin 5

1) Calculer sina et cosb.

2) En déduire cos(a + b) et sin(a + b).
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Exercice 5:

Formules d’addition et de duplication

a et b sont deux réels de I’intervalle [O; g] tel que :

V6 - V2

1
Sima 3 € COos 4

V6 + V2

1) Calculer cosa et vérifier que sinb = 1

2) a) Calculer cos(a + b) et sin(a + b).
b) En déduire (a + b) puis b.

Exercice 5 :

Formules d’addition et de duplication

n A2+ V3

a est un réel de ’intervalle [O; 2] tel que : cosa = >

1) Calculer cos2a
2) a) A quel intervalle appartient 2a

b) En déduire a, en justifiant votre réponse.

Exercice 6 :

Formules d’addition et de duplication

a est un réel de I’'intervalle ]0; ;—T[

1) a) Démontrer que : (cosa + sina)® = 1 + sin2a

1+sin2a cosa+sina

b) En déduire que : = -
cos 2a cosa — sina

2) Sans calculer cos g et cos 1—7; déduire de la question précédente que :

cosﬂ+sinﬂ n + si n

— — COS — + sin —

8 8 12 12

cos s'nﬂ eV « cos " sin T v
8 8 12 12

A.AFAADAS 110 a.afaadas@gmail.com




Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

Exercice 8
demontrer que :
cos3x +sin3x = (cosx —sinx )(4cosx sinx + 1)
cos” éx —cos’ %x = (—sin4x)sinx
sin(x+y)-sin(x—y)=sin* x—sin’ y
sin(x+ y)-sin(x—y)=cos’ y —cos” x

2sin(x —y)

tanx —tan y =
iy cos(x+ y)+cos(x—y)

sin(x + y) . sin(x— y)

cos” xcos® y

tan® x — tan’ y=
Exercice 9

1) a)verzfier que sin x ++/3 cosx = 25in(x+%}

b ) Determiner « tel que sinx—cosx= 2sin(X—a)

V3442
J2-1

Montrer que (E) < sin(x —%) = sin(x+%j

2 ) On considere l'equation (E): tanx=

3 ) a) Resoudre dans [0;2x]'equation (E)

Exercice 10

1) Resoudre dans R les équations x -
sin(Zx - —j + cos(3x - —j =0
sin2x=tanx ; tanx-tan4x=-1
cosx+sinx =1
cos2x+cosx—2=0
cos2x +sin2x =1
2 ) resoudre les inequations suivantes :
T . T
X € [0;7r] \/5008(2x ——j - sm(Zx ——j > —1

x€l-mz]| cosx+sinx+tanx>
COS X
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Chapitre 8
La rotation dans le plan

I. Rotation

1- Rotation

Dé inition 1. Soit O un point du plan. La rotation r de centre O et d’angle «
transforme un point M en un point image M tel que :

e

OM' =0OM
(OM,0M'") = a|27]

(&) M

On note parfois r o) la rotation d centre O et d’angle aou r, et on

précise 'angle de rotation. D’apreés le figure ci-dessus o,y (M) = M’

Remarques 1.
1) L’image du centre O est O (on dit que le point O est invariant),
2) Les rotations d’angle a = 7 sont appelées quarts de tour direct,
3) Les rotations d’angle a = —7 sont appelées quarts de tour indirect,
4) La rotation de centre O et d’angle @ = 7 est la symétrie centrale par
rapport a O.

Exemple 1. ABCD est un carré de sens direct de centre O. Soit r 4 la rotation
de centre A et d’angle ", et ro une rotation de centre O et d’angle a.

1) Déterminer r4(A); ra(B); ra(D),

2) Comment choisir a pour avoir ro(A) = B ? Comment choisir @ pour avoir
To(A) =C7
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2- Formule Analytique d’'une Rotation

Soit €2 un point du plan P et § € R, alors la rotation d’angle 6 et de
centre 2 :

R:P—P
M — M’

tels que :

On a:

3 - Rotation réciproque

Définition 1 Soit r une rotation de centre O et d’angle «. La rotation de centre
O et d’angle —a est appelée rotation réciproque de r. On la note 1.

0 v

D’aprés le figure ci-dessus on a : 75" (M) = M.

Il - Caractérisations et Propriétés de Rotation

1- Les caracteristiques de Rotation

Une rotation peut donc étre caractérisée par l'image de deux points :
Soient A et B deux points distincts et A’, B’ deux points tels que AB = A'B’

? = . . . . ,
avec AB # A'B’, il existe une unique rotation r qui transforme A en A’ et
Ben B.
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—

Cette rotation pour angle = (E, A'B’), et pour centre l'intersection
des médiatrices de [AA’| et [BB'] (si elles se coupent) ou bien le point d’in-
tersection de (AB) et de la médiatrice de [AA’] (si les médiatrices ne sont
pas sécantes).

Il n’est pas nécessaire de connaitre le centre de la rotation pour construire
I'image M’ du point M (distinct de A) car celui-ci vérifie les deux conditions
suivantes :

— —
AM = A'M’ et (AM; AM') = 0
\\"\E:-r
._ | .
e o P
S o
>
——h e

2 -Propriétés de Rotation

Propriété 1. La rotation conserve :

— les longueurs ;

paralléles) ;

— les angles (I'image d’un angle est un angle de méme amplitude) ;
— les paralléles (les images de deux droites paralléles sont deux droites

— les aires ll’image d’une figure est une figure de méme aire!.

MN = M'N’

—
(MN; M'N') = 0 [211]

Propriété 2. soient M et N deux points du plan distincts. On note M’ et N/
leurs images respectives par la rotation de centre c et d’angle 6. Alors :on

Démonstration.
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Les triangles CMN et CM’N’ sont isométriques de méme orientation car

CM =CM'

CON = CN'
s , ; ; b — — —
(CM;CN) = (CM; CM)+(CM'; CN')+(CN'; ON) = 6-+(CM'; CN')—8 = (CM'; CN')

Donc, en particulier :
MN = M'N’

e I
(MN; MC) = (M'N'; M'C)

Une relation de Chasles sur les angles permet alors d’écrire :

— — > —> : 2 )
(MN; M'N")y = (MN; MC) 4+ (MC; M'C) + (M'C; M'N")
les deux angles extrémes s’annulent et celui du milieu vaut 6 donc

— ——
(MN; M'N'") =6
Propriété 3. une rotation transforme trois points alignés dans un ordre en
trois points alignés dans le méme ordre.

Démonstration. soient A,B et C trois points du plan alignés dans cet ordre
et A’ B’ C’ leurs image par la rotation de centre o et d’angle € alors :

AB = A'B' et BC = B'C' et AC = A'C'

AB+ BC = AC

c’est a dire :
A/B/ +B/Cl — AIc«/

les trois point A’ et B’ et C’ sont aligné dans cet ordre .

Propriété 4. soient A, B et C trois points du plan distincts. On note A’, B'et '
leurs images respectives par la rotation de centre O et d’angle «.

Alors :
(AB; AC) = (AB; A'C)
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Démonstration. on a :

(AB; AC) = (AB: AB)) + (AB; AC") + (AT AC)

Or : (zﬁ;A'B’) = et (W,z@) =—a
On obtient :

(AB; AC) = (4B, AC)

3 - Image d’une droite, d’un segment et d’un cerle
par une rotation :

Propriété 1. Soit r une rotation. Soit A et B deux points tles que A # B.
Alors on a :

(i) I'image de la droite (AB) par la rotation r est la droite (A'B’) telle que
r(A)=A et r(B) =B

(ii) L'image du segment [AB] est le segment [A'B'] telle que r(A) = A’ et
r(B) =B

(iii) I'image du cercle C(O, R) par la rotation r est le cercle C(O', R) telle que
r(0) = O" (Voir figure ci-dessous).
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Chapitre 9
Limite d'une fonction numerique

1 Limite a ’infini

1.1 Limite infinie en 400, en —o0

Définition : Soit f une fonction définie sur 'intervalle [« ; +o0].
On dit que f a comme limite +oo lorsque x tend vers 400 si, pour tout nombre A, intervalle | A ; 00|
contient toutes les valeurs de f (x) pour x suffisamment grand (voir figure 1).
On note alors :

lim f(x) =40 ou lim f = +o0
T—r—+00 +o00
— g\\
- ™ N
- , o
/ o -y
PR . N o> S NN
o ", -~
) N -
N -
r . o

B

FIGURE 1 — Limite +oo lorsque = tend vers +oo

Remarque : On peut définir de maniere analogue lim, . f () = —o00;lim, o f () = +ocet lim, o f () = —o0
Cas des fonctions usuelles :
— Les fonctions  — 22 ,  — /T , ¥ — 2™ (n entier strictement positif) ont comme limite +occ en

+00.
— Les fonctions x — 22 , 2 — 2™ (n entier pair, non nul) ont comme limite +oco0 en —oo.

— Les fonctions 2 — z™ (n entier impair) ont comme limite —oo en —oo.

1.2 Limite finie en +00, en —oo — Asymptote horizontale

Définition : Soit f une fonction définie sur 'intervalle [a; +00] et [ un nombre réel.
On dit que f a comme limite [ lorsque x tend vers +oo si tout intervalle ouvert contenant [ contient

toutes les valeurs de f (x) pour z suffisamment grand (voir figure 2).
On note alors :

lim f(z)=1 lim f =1
s T ) o

Remarques : On peut définir de maniere analogue lim, , ., f (z) =1 .

Définition : Lorsque lim,_, 1 f () = [ (respectivement lim,_, ~ f () = 1), on dit que la droite d’équa-
tion y = [ est asymptote (horizontale) a la courbe représentant f.
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FIGURE 2 — Limite finie lorsque x tend vers +oo

Remarque : Graphiquement, ceci signifie que la courbe représentant f se rapproche de plus en plus de
cette droite lorsque = devient grand (voir figure 2).

Cas des fonctions usuelles :

— Les fonctions x — ﬁ ,x —> % , T —> xin (n entier strictement positif) ont comme limite 07 en
+0o0.

— Les fonctions # — -1 (n entier pair, non nul) ont comme limite 0T en —oc.

— Les fonctionsz — o (n entier impair, non nul) ont comme limite 0~ en —oco.

Remarques :

1. « 0% » signifie que la fonction tend vers zéro tout en restant plus grande que zéro.

2. Toutes les courbes représentatives de ces fonctions admettent I’axe des abscisses comme asymptote.

2 Limite infinie en un réel a

Définition : Soit a un réel et f une fonction définie au voisinage de a (mais pas nécessairement en a).
On dit que f a comme limite +o00 lorsque x tend vers a si, pour tout nombre A, l'intervalle |A; 400
contient toutes les valeurs de f (x) pour 2 suffisamment proche de a (voir figure 3).
On note alors :

lim f(z) = +o0 ou lim f = 400
r—a a

a— o, 0+ o

FIGURE 3 — Limite infinie lorsque x tend vers le réel a

Remarque : On peut définir de maniére analogue lim,,_, f (z) = —o0;lim,_,, f (z) = oo et lim,_, f (z) = £oo.
z<a r>a
Définition : Lorsque lim,_,, f (z) = +oo (respectivement lim,_,, f () = —oc), on dit que la droite d’équa-

tion 2 = a est asymptote (verticale) & la courbe représentant f(voir figure 3).
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Cas des fonctions usuelles :

—Pourx—>%rzlim—:—|—oo

o1
— Pour z — L : lim — = 400
z z—0 2
— Plus généralement :

1
— si n entier pair non nul , lim — = +o0;

z—0 "
— si n entier impair, lim — = —ocoet lim — =400
z—0 T z—0 T
<0 >0

Remarque : Toutes les courbes représentatives de ces fonctions admettent I'axe des ordonnées comme
asymptote.

3 Opérations sur les limites

Dans toute cette section, I et I’ désignent deux nombres réels; a désigne soit un réel, soit +o0o, soit —oo.

3.1 Somme de deux fonctions

Les résultats sont résumés dans le tableau 1.

lim, ., f (2) l l l 400 | —o0 | 00

lim, ., g () U 400 | —00 | 400 | —00 | —c0

limg, o [f(x)+g(x)] |1+ | +o0 | —c0 | +00 | —c0 | F.L

TABLE 1 — Limite d’'une somme

Remarque : « F.I. » signifie « Forme Indéterminée ». Ceci veut dire que 'on ne peut pas conclure direc-
tement a 'aide du tableau. Il faut étudier plus en détail la fonction pour « lever I'indétermination » et
trouver la limite.

3.2 Produit de deux fonctions

3.2.1 Limite d’un produit

Les résultats sont résumés dans le tableau 2.
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limg ., f (2) l I>0|1>0]1<0|1l<0]| 400 | +0 | —00 0 0
limg 4 g (z) U 400 | =00 | 400 | —o0 | 400 | —00 | —00 | 400 | —0
limg o [f(x) xg(2)] | IxI'| 400 | —00 | =00 | 400 | +00 | —00 | +o00 | F.I. | F.L.
Il s’agit de la regle des signes

TABLE 2 — Limite d’un produit

3.2.2 Application : limite en I’infini d’une fonction polynéme

Exemple : f(z) = -3z + 2% - 22+ 1
On a une forme indéterminée en —oo et en +oo.

Siz#0:
3
4 x 20 1\ 4 1 2 1
limg 4o 7! = F00 donc lim f(z)=—o0
hm'r—>+oo (73 + % — 3?2*3 + ?14) = 73 r——+00 B
Remarques :

1. On a un résultat analogue lorsque x tend vers +oo.

2. On peut remarquer que la limite est la méme que celle de —3z*. Ce résultat se généralise.

Propriété :

En +00 ou en —oo, une fonction polynéme a la méme limite que son mondéme de plus haut degré.

Remarque : Ce résultat n’est valable que pour les fonctions polynoémes et uniquement pour I’étude des

limites en 'infini.

3.3 Inverse d’une fonction

Les résultats sont résumés dans le tableau 3.

. O 0
lim,_q f (2) D400 | =00t g () >0 | et f(z)<0
. 1 1

lim, ., T(=) j 0 0 oo o

TABLE 3 — Limite de I'inverse

Remarque : Lorsque f(x) tend vers zéro, il est nécessaire de connaitre le signe de f pour conclure. Par
contre, dans la plupart des cas, ce n’est pas du tout une forme indéterminée.

Exemples :
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: 1
1.1Hnr_y+“357:13:?

lim, o0 2% — 1 = +00 donc limy 400 7 = 0.
On a une asymptote horizontale d’équation y = 0.
2.1hnx_H,5§%T =
Comme lim,_,; 22 — 1 = 0, il est nécessaire de connaitre le signe de (Jc2 - 1) pour conclure. Il s’agit
d’un trinéme du second degré, avec deux racines évidentes : —1 et 1. De plus, le coefficient du terme

de degré 2 est positif. Le signe est donc le suivant :

T —00 -1 1 +00
22 —1 + 0 - 0 +
On a donc :
e I T St
<l x>1

On a une asymptote verticale d’équation = = 1.
Remarques :

1. Attention! La notation lim,_,q ﬁ n’a aucun sens. Il suffit de connailtre le signe de (1’2 — 1) au
z<—1

voisinage de 1 pour conclure.

2. Par un raisonnement analogue, on trouve :

im = +0o0 et im = —00
z——1722 —1 z——1722 —1
z<—1 z>—1

3.4 Quotient de deux fonctions

3.4.1 Limite d’un quotient

On peut remarquer que f=) — f (z) x =L=. On peut donc trouver la limite d'un quotient & ’aide des tableaux

g(z) — g(z)”
2 et 3.
Les résultats sont résumés dans le tableau 4.
+0o0 400 +00
lim,_,, f (2) l l [#0 ou ou ou 0
—00 —00 —00
+00 +00
limg 4 g (2) U'#0 ou 0 0 I'#0 ou 0
—00 —00
) I +00 +00 +00
lim, ., g(—i) 7 0 ou ou ou F.I F.I.
—00 —00 —00
Il faut étudier le regle des
signe de g signes

TABLE 4 — Limite d’un quotient
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Exemples :

hmxﬁéfo:f

5
3 | . T . B
limw_% 3w —1=0 } il faut étudier le signe de 3z — 1

I
. . , . x —00 3 00 .
le signe est résumé dans le tableau suivant : 371 — 8 T + . Par suite, comme
la limite du numérateur est négative, on a :
Tz —2 n . i = 2

im = +o0 e im = —00

z<% m>%
On a une asymptote verticale d’équation = = %
. 2_

2. lim,_.o w—\ﬁ?’ =7
lim, 022 —3= -3 . x2-=3
. 1 - = _
lim, ,0+/z =0et /2 >0 donc 250 Nz o0

On a une asymptote verticale d’équation = = 0.

2
: —3

lim 22 -3 =+0c0 .1 .,
L Eoteo On a une forme indéterminée
hml-_>+oc f = +OO

De plus :

2_3 2 3 2
e* -3 2 3« 3 _ - 3

Y N N v

1. . = 2 _ 3
0 oo /T = 400 }donc lim x = 400

: 3
hmx_>+oo ﬁ =0 T—+00 xr

3.4.2 Application : limite en 1’infini d’une fonction rationnelle

Exemple :
2_
h(x) = 3T =5z+l x-E;H
On a une forme indéterminée lorsque = tend vers +oco.
Six#0:
?B-F+e) _2B3-2+5)
z (14 2) 1+2

h(z) =

limy 100 ¢ = 400 . ) 1y
limx_>+oo3—a5;+;2:3}doncmgr-s{loox(g_x—'_x? = +00
De plus, lim, o0 1+ 2 =1 donc lim,_, o0 b (z) = +00

Remarque : On peut remarquer que la limite est la méme que celle du quotient des monémes de plus haut

degré. Ce résultat se généralise.

Propriété :
En +o0o ou en —oo, une fonction rationnelle a la méme limite que le quotient des mondémes de plus haut
degré de son numérateur et de son dénominateur.
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L EXERCICES CORRIGES

Déterminer la limite éventuelle en + o0 de chacune des fonctions suivantes :

! 1
Dfx)="3 2) f(x)=-x* 3 fx)=-3+—

Déterminer la limite éventuelle en — oo de chacune des fonctions suivantes :

1
4) f(x)=-x° 5) f(x) =5+~ 6) f(x)=+—x

Détermine les limites suivantes

1 1 2
7) lim2x+1-—)  8) lim(x* —4+—) 9) lim(—x" +x-3) 10) lim 11) lim
X—>+00 X x—0 X X—>—00 x>0 x — 4 X—>400
x>0 24+ =
X
12) lim x(-x+1) 13) lim (-3¢(—4)) 14) lim x[l+3j
X—>+00 t——0 X—>—0 X
Etudier le comportement de f* lorsque x tend vers a avec :
- 1
15) f(x) = ,a=2 16) f(x) = ,a=-3 17) f(x)=—75,a=0
x—=2 x+3 X

Exercice n 2.

Déterminer les limites de f(x) = enx=2etx=-1.

X
(x+D(x-2)

Exercice n 3.
Détermine les limites suivantes

D f) =, 2]

1
en + oo 2) g(x)= cos(—j en — oo
b

Exercice n 4.
Vrai ou Faux ?

1) Si une fonction f'est strictement croissante et positive sur [0;+o0[ , alors lim f(x)=+o0
X—>+00

2) Si une fonction f'a pour limite 0 en +oo, alors, a condition de prendre x suffisamment grand, tous les nombres réels f{x)
sont de méme signe

3) Si une fonction f'a pour limite -1 en 400, alors, a condition de prendre x suffisamment grand, tous les nombres réels
f(x) sont de méme signe

Exercice n 5.

. . . 2
f estune fonction numérique dont I'expression est f(x) = ax + e

Déterminer a et b sachant que lim f(x) =+ et 1in51 f(x)=11
x—3" x>

Exercice n 6. Détermine les limites suivantes :

. 5 . ; . 3x +4
1) lim 3x~ —=2x+10 2) lim—4x" +5x-2 3) lim —
x—>+20 x—>—0 x40 X7+ x+1
—8x’ +1 xP-x-2 X 2x-3 Jx-3
4) lim ——— 5) lIim——— 6) im—— 7) li
) et 4x+16 ) o x=2 ) XIEIlez—x—l ) = x=9

Exercicen 7.
Trouver deux fonctions fet g telles que lim f(x) =+ et lim g(x)=+o et telles que :

1) lim f(x)-g(x)=1 2) 1im £ _7
x>+ X—>+0 g(x)
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Exercicen 8.

Détermine les limites suivantes : 1) lim vx+3 — Jx 2) lim Vx® +4x+3 —(x+2)
xX—>+00

X—>+0

Exercice n 9.

1) Soit fune fonction telle que pour toutx 1, % <f(x)<L 2 . Déterminer lim f(x)
X X X—>+0

. . 2 3.3 . .
2) Soit f'une fonction telle que pour toutx 1,—< f(x)— > <=. Déterminer lim f(x)
X X X—>+00
Les propriétés suivantes permettent-elles de conclure concernant lim f(x) et lim f(x) ?

3) f(x)>2x-3 4) f(x)=x" -3

Exercice n 10.
On considére la fonction définie sur [O;+oo[ par f(x)=x— Jx+4

1) Montrer que pour tout x € [O;+oo[ f(x)= 3Jx
2) Déterminer lim f(x)
X—>+0

Exercicen 11.
Soit la fonction f définie sur D =[0;+o0[ par f(x)=~/x+2— Jx

1) Démontrer que, pour tout x de D, ona: f(x)=

2
Jx+2++/x
2) Démontrer que, pour tout x € ]O; +oo[ 0 f(x0)< %

X
3) En déduire la limite de la fonction f'en +o .

Exercicen 12.

On considére la fonction numérique f* définie par f(x)=2x —sinx

1) Montrer que pour tout x réel 2x—1< f(x)<2x+1

2) En déduire les limites de /" lorsque x tend vers + o0 et lorsque x tend vers — oo

Exercice n 13.
Déterminer, a l'aide des théorémes de comparaison, les limites en + o0 et en — oo de chacune des fonctions fsuivantes (si
1+cosx xsinx

elles existent): 1) f(x)= \/; 2) f(x)= JER

b

Exercice n 14.

NIE'

X

On veut trouver la limite en +oo de f: x>

1) Montrer que pour x 0, x> <1+x° < (1 + x)2

2) En déduire pour x 0 un encadrement de f{x).
3) En déduire la limite de fen +o .

Exercicen 15.

Soit x un réel de }O;%{ . Dans le plan rapporté a un repére orthonormal direct (0;7;]) , on considére les points A(1;0),

——

M(cos x;sin x), P(cos x;0) et T(1;tan x). Soit A l'aire du
triangle OAM, Ay l'aire du secteur de disque OAM et A3 l'aire du triangle OAT.
1) En comparant ces aires, prouver que : sin x < x < tan x.

) sin
2) En déduire que cos x < —— < 1.
X

3) Déterminer la limite de en 0 (étudier les cas x < 0 et x > 0).

X
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Exercicen 16.

. sinx ) o L . .
En utilisant le résultat lim—— =1 (cf exercice précédent), étudie les limites en 0 des fonctions :
x>0 X

sin5x X sin5x tan x
2) x > — : 4) x>
2x sin3x sin4x

)x—

Exercicen 17.

Vx+6-3 . sinx . COSx
m

En utilisant la définition du nombre dérivé, déterminer lim——— lim li
x—3 X — 3 x—0 X == T
2 X——
2
Exercice n 18.
, ) . tanx o Jx—1 . 2cos2x—1
Déterminer lim lim lim—————
=0 x -l x—1 xﬁ% 6x—711

Exercicen 19.
Retrouver les limites de f{x) a partir du graphique connaissant les asymptotes

G

asrmprors \ /

s
agymptote | (_D' ‘W
[ f azpmplofe
o

Cy

-7 q_

7
O

=i

aaympfols

et )

a1t En

pspEmpfofs
asrmprors

Exercice n 20.

Dans chacun des cas ci-dessous, on donne trois fonctions et la représentation graphique C de I'une d’entre elles.
Retrouver celle qui est représentée, en justifiant (qu'est-ce qui permet d'éliminer les 2 autres ?)

er ——; :; :_;

1 cas fi(x)= ) ou f,(x) ) (=2) ou f;(x) (11)(x-2)
éme —; = _; RS
2 cas gl(X)—(x_z)z ou g2(x) 1 (x+2)2 ou g3(x) (x+2)2
D D’ D

2 S
.......... —— Y i —
N -
\ f # ]
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Exercicen 21.
Rechercher les asymptotes paralléles aux axes que peuvent présenter les courbes des fonctions suivantes :

1 f(x)=3x_1 1 1 2x-1

2) f()=—— 3) f()=—— 4) f(x)= 5) f(x)=

X x° x+2 x*—4 x —3x+2

Exercicen 22. !
Soit f'la fonction f(x)=2x+1+—. Etudier le comportement de f'en 0, +00 et — o0, en précisant les asymptotes a la
X

courbe représentative de f'et les positions relatives de la courbe et de chaque asymptote.

Exercice n 23.
2x* +3x -1

Soit fla fonction f(x) = )
X

c
1) Détermine trois nombres réels a,b et c tels que f(x) =ax+b+ ~ pour x#-2
X

2) Etudier le comportement de f'en+ oo (limite, asymptote sur la courbe).

Exercice n 24.
Montrer que la droite d’équation y = x est asymptote en + 00 a la courbe représentative de la fonction f* définie par

f(x) =

X
x2+1

Exercice n 25.
Montrer que la droite d’équation y = 2x est asymptote pour x — +o0 a la courbe représentative de la fonction définie

sur R par f(x)=x++x* -1

Exercice n 26.
X +3x> —4x-20
x+3

On considére la fonction f définie par f(x) =

1) Quel est ’ensemble de définition D de f?

c
2) Détermine trois réels a, b et ¢ tels que pour tout x de D, on ait : f(x) = ax’ +b+——
X

+3
3) Déterminer: lim f(x) ; lim f(x) ; lim3 f(x); lim3 f(x) ; lim(f(x)—(ax® +b))
X—>+00 X—>—00 X—— X—— X—>+00
x>=3 x<-3
4) Soit g la fonction numérique définie par : g(x)=x" —4. Etudier le signe de f'(x) — g(x) suivant les valeurs de x. En
déduire les positions relatives des courbes suivant les valeurs de x.

Exercice n 27.
(50+x*) 2500

20
X

Pour tout réel x non nul, on considére la fonction fdéfinie par f(x)=

A T’aide de la calculatrice, remplir le tableau suivant :
X 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 0,01
Valeur approchée de f(x)

1) Peut-on conjecturer la limite de fen éro ?
2) En développant (50+x2° )2, simplifier I’expression de f(x) pour x # 0. Calculer alors la limite de f en éro.

Surprenant, non ?
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CORRECTION

Exercicen 1

1) lim x* =+ donc par quotient hm % =0, c’est a dire hm f (x)=0

X—>+00 —>+0 x
2) lim x* =+o0 donc par multiplication lim —x* =—o0, c’est a dire lim f(x)=—o0
X—>+0 X—>+00 X—>+0

(& ne pas confondre —x* et (—x)4 =x*)

3) limlzo donc par somme lim—3+l=—3, c’estadire lim f(x)=-3

X—>+o x X—>+00 X

4) lim x’ =—o0 donc par produit lim — x’
X—>—00 X—>—0

=+00, c’estadire lim f(x)=+o0
X—>—00

1
5) lim 1. =0 donc par somme lim 5+—=35, c’est a dire 11m f(x) 5

X=X X—>—00 X

6) lim —x =+ donc par composition avec la fonction racine, lim v—x =400, c’est a dire hm f (x) =+

X—>—0 X—>—00

7) lim 2x+1=+c0 et lim—lzo donc par somme lim 2x+1—l=+oo

X—>+0 X—>+0 X X—>+0 X

8) hrnx —-4=0-4=—-4 et hngl =+oo donc par somme hm(x —4+—) +00
x>0 i;:) X x>0 X

9) lim— x> =—o0 et lim x —3=—-0 donc par somme hm( x*+x—3)=—0

X—>—00 X—>—00 —0

10) lim x—4=—-c donc par quotient, lim 3 =0

X—>—0 x>-0 xy — 4

11) lim 3 =0 donc lim—-2+ 3 =-2.Deplus lim x* =+o0 . Par quotient, lim

= —00
X—>+0 x X—>+0 X X—>+0 X—>+0 _2 n
X
12) lim x=+o0 et lim—x+1=—o donc par produit lim x( x+1)=—o0
13) lim—3t =+ et lim#—4=—-ow donc par produit hm ( 3t(t - 4)) =—00
t—>—0 —>—0

. .1 .1 o
14) lim x=- et lim —+3=3 (car lim —=0) donc par produit lim X(l-i- 3) =—
X

X—>—0 X—>—0 x X—>—00 x X—>—00

15) hmx 2=0" (car x>2<> x—2>0) donc par quotient, lim 5 =+00. De la méme manicre 1i1121x—2 =0" (car
)»>2 ;;E X- ::E

Les limites « a gauche » et « & ¢ 2 différent. | |

16) hm3 x+3=0" (car x>-3< x+3>0) donc par quotient (attention a la régle des signes ), 11m3 3 =—00.

De la méme maniére limx+3=0" (car x <-3 < x+3<0) donc par quotient, 11m3 3 =+,
73 >3 x4+
x<=3

1
17) Puisque pour tout réel x on a x>0, on a donc limx”>=0" ainsi que llmx =0" donc 11m—2—+oo ainsi que
x—0 x>0
x>0 r<0 x>0

1
hrr01—2 =+ . Les limites a gauche et a droite de 0 sont ici identiques.
x> X
x<0
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Exercice n°2.
I1 est clair que lim1 (x+1)(x—2)=0 ainsi que lim(x+1)(x—2)=0. mais encore faut-il connaitre le signe de I’expression

D(x)=(x+D)(x-2). x - -] 2 4w
Un tableau de signes nous fournit : x+1 - 0 + +
D(x)<0 si xe]—l;Z[ x-2 - -0 +
D(x)>0 si x & |-oo:—1] U [2:+0] (x+D(x-2)] + @ — Q0 +
Ainsi,

hm(r +1)(x-2)=0". Comme hm x=-1, on conclut, par quotient, que lim—— =
> (x+1)(x—2)

x<—l <—1 x<-1

lim(x+1)(x—2)=0", donc par quotient, 11111;
lim (x+1)(x - 2) par q e

x>-1 x>-1

. . X
lim(x+1)(x—2)=0". Comme limx =2 . on conclut, par quotient, que lim—— =
(e +1)(x - 2) lim parq T S a2

x<2 x<2

lim(x +1)(x —2)=0"* . donc par quotient, lim—>X
Hz( Nx—2) par q 3 e+ D —2)

x>2

Exercice n°3
2P -1 . 2% 2x7 -1
1) lim = lim —= lim 2x=+o0. En notant u = on a donc lim u =+<0 et puisque hm =+, en
X—+o X x>0 X x>+ X X—>wo
(27 -1
composant, on obtient lim =+o0
X—>+xo X

2) lim 1 0. En notant u = 1 on a donc hm u =0 et puisque hmcos(u) 1, en composant, on obtient lim cos(l) =1
X

X——x X X X——©

Exercice n°4

1) FAUX. Par exemple, la fonction définie sur [0:+o[ par f(x)=2 _Ll est
X+

strictement croissant sur [0;+o| . positive, et pourtant lim f(x) =2
X—>+xo

2) FAUX. Par exemple, la fonction définie sur ]0:+o0[ par f(x) =S vérifie _ I( -l-
X

lim f(x)=0 (par encadrement, voir exercice n°), et pourtant sa courbe C,
X—>+wo

« oscille » autour de 0. 4
Cela signifie que les nombres réels f{x) ne sont pas tous de méme signe -'Y -‘tj‘%f‘:‘-t

3) VRAL Si 122) f(x)=-1, cela signifie que tout intervalle centré en —1 contiendra toutes les valeurs de flx) pour x

suffisamment grand. Ainsi, pour x suffisamment grand. on aura, par exemple —1.5< f(x) <—0.5 donc les nombres f{x)
seront tous de méme signe

Exercice n°5

=+, c’est-a-dire

x—=3" x —

Puisque lim f(x)=3a+ 3 2b . pour avoir 111131 f(x)=+0. 1l est nécessaire d’avoir lim
x—3* — x—

limx—5=0", donc b=3. Ainsi, pour tout x=3, f(x)= ar+

x—3*

et I’information 11'1151 f(x)=11 fournit I’indication

=1l 5a=10=a=2

f(5)=11<:>5a+52
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Exercicen 6.

1) Puisque 11m 3x* =+00 et lim—2x+10=—00, on est en présence d’une forme indéterminée « o0 —o0 »

X—>+00
Il existe (au moms) deux maniéres de rédiger :
1 maniére :
Puisque x — 4o, on peut supposer x #= 0

2

Alors  3x” —2x+10=x’ (S—Z—X EJ (3—£+£) (factorisation par le terme de plus haut degré puis
XX X X

simplification).

2 1 2 1 . .
Puisque lim —=0 et lim —0—0 on a, par somme lim [3——+—0j 3, et puisque lim x* =+o0, on conclut, par

2
X—>+0 x X—>+0 x X—>+0 X X X—>+00

produit, que lim x (3 _2+2) +o0, ¢’est a dire lim 3x* —2x+10 = +o0

X—>+0 X X X—>400

Remarque : Plutot que de mettre x° en facteur dans I’expression 3x° —2x+10, on aurait pu mettre 3x” en facteur, de

sorte que 3x* —2x+10=23x" (1 2, ﬂj =3x’ (1 _2, ﬂj . On raisonne de la méme maniére, a savoir lim 2. 0

3x% 3x? 3x  3x° x4 3x

.1 . 2 1 . . .
et lim —02 =0 donc lim (1 P + 3 02 j =1, et puisque lim3x’=+0, on conclut, par produit, que
X X X—>+0

x—+0 3 X—>+o0

: 2 0 NP
lim 3x* (1—3—+—j:+oo, c’est a dire lim 3x”> —2x+10=+o0
X—>+00
2°"° maniére :
On utilise un résultat du cours stipulant que « la limite en +0 ou en —o d’un polynome est la méme que celle de son
terme de plus haut degré ».

On écrit donc lim 3x* —=2x+10 = lim 3x* = +o0

X—>+0 X—>+0

2) Puisque 11m 4x’ =+00 et lim 5x—2=—o0, on se retrouve dans le cas d’une forme indéterminée « o0 —oo ».

X—>—0

Le résultat du cours nous indique que 11m 4x’ +5x—2= lim —4x’ = 400

X—>—00

3) On examine les numérateurs et dénominateurs. On trouve lim 3x” +4 =400 et lim x* +x+ 1=+ . On se trouve dans

X—>+0 X—>+0

., ., o0
le cas d’une forme indéterminée « — ».
o0

11 existe (au moins) deux maniéres de rédiger :

1°° maniére :

Factorisation des deux membres par leur terme de plus haut degré :
Puisque x — +o0, on peut supposer x # 0

5 X 3+i2 X0 3+i2 3+i
3x"+4 X X x?
Alors — 1= B T 1T 1
X +x+ X
x2(1+2+2j )(X(1++2] I+~ +—
X x X X X X
. 4 1 1 o .
Puisque lim 3+——3 (par somme), et liml+—+—=1 (par somme), on déduit, par quotient, que
X—>+0 X—>+0 X x
4
3+72 2
. 4
hm%—3—3 c’est a dire llms;)c—+—3
le-i——+—2 1 xoro x° 4 x4+1
X X

2°"° maniére :
On utilise un résultat du cours stipulant que « la limite en +o ou en —o d’une fraction rationnelle (quotient de deux
polynomes) est la méme que celle du quotient simplifié de leurs termes de plus haut degrés respectifs »

3x7 +4 3)(

On écrit donc lim - = lim

x40 X7 4 x 4] xoHw X

=3
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. . . . 4 . r w
4) Puisque lim —8x’ +1=+400 et lim 4x+16 =—o0, on se retrouve dans le cas d’une forme indéterminée «— ».

X——0 X——0 o0

o R g S £ S
Le résultat du cours nous indique que lim X fim A x = lim —2x* = —©
x>0 4x+16 X——%0 /4/)( X——%0

5) Puisque 11rr21 x*—x—2=0 et limx—2=0, on se retrouve dans le cas d’une forme indéterminée « o ».

x— x—2

Il va falloir transformer 1’écriture de ——— pour «résorber » la forme indéterminée.
Xx—

Pour tout x#2, gr ce au calcul de A= (—l)2 —4x1x (—2) =9 on détermine les racines du trindme : x, = =—1et

1+\/§

2

1-/9
2

=2 . La forme factorisée du trinome nous permet de simplifier la fraction :

X,

2 _x— —2)(x+1 P _x—
o 2=(x )(x )=x+1 Onconclutquelimx—xzzlimx+1=3
x—=2 x—=2 x—2 x—2 x—2

x*—x—2=(x-2)(x+1) donc

x—> x—1

6) Puisque limx* +2x-3=0 et lim2x’> —x—1=0, on se retrouve dans le cas d’une forme indéterminée « ° ».
1
Gr ce aux calculs des discriminants, on peut factoriser numérateur et dénominateur :

2 — —1)(x+3 2 -
¥ 42x-3  (x-1)(x+3)  x+3 done timX F2X =3 o x+3 4 zg

2 - x> 2— —_ x>
20 =21 pep)xe ) 2fx+k b | (ILA I (P
2 2 2 2

7) Puisque hng\/ x—=3=0 et hngx —9=0, on se retrouve dans le cas d’une forme indéterminée « 0 ».
X X—>

Pour tout x #1,

Il va falloir transformer 1’écriture de

pour «résorber » la forme indéterminée.
X—

Ji-3 Jx-3 Jx -3 1 Jx -3 11

= = , donc Hm ¥ —~ —lim—— =

)y ) T e s

Pour tout x =2,

Exercicen 7
1) On peut par exemple prendre f(x)=x+1 et g(x)=x
2) On peut par exemple prendre f(x)=7x et g(x)=x

Exercicen 8
1) Puisque lim +/x+3 =+ et lim— Jx=-w , on est en présence d’une forme indéterminée « 0o —oo »

X—>+0 X—>+o0

Pour résorber cette forme indéterminée, on utilise la technique de multiplication par la quantité conjuguée :

Pour tout x € [0;+o0[ ,
) Srraeds (V3 —x)(Va+3+x)
R e Py Jit3i

(m)z_(‘/;f_ x+3-—x 3

r+3+4x S +3+4x Jx+e3+x

Puisque lim vx+3 =+ et lim Jx = +00 , on déduit que lim Vx+3+ Jx =400 , et par quotient, lim 3 =
X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+0 /x+3 +\/;

c’estadire lim Vx+3-+/x=0

X—>+0

0,
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2) Puisque lim +/x* +4x+3 =+ (car lim x> +4x+3=+0w) et lim—(x+2)=-0, on est en présence d’une forme
X—>+00

X—>+00 X—>+00
indéterminée « o —oo ». Pour résorber cette forme indéterminée, on utilise la technique de multiplication par la quantité
conjuguée : Pour tout x & [0;+o0[

Vx? +4x+3—(x+2)=(m—(x+2))x Vx® +4x+3 +(x+2)

V¥ +4x+3 +(x+2)
(\/x2 +4x+3 —(x+2))(\/x2 +4x+3 +(x+2))
V' +4x+3+(x+2)
(\/x2+4x+3)2—(x+2)2 _x2+4x+3—x2—4x—4
Vaxl +4x+3+(x+2) Vaxl +4x+3+(x+2)

B -1

X+ 4x3 +(x+2)

Puisque lim v/x* +4x+3 =400 et lim x+2=+00, on déduit que limv/x*+4x+3+x+2=+00, et par quotient,

X—>+0 X—>+0 X—>+0

|
lim =0, c’estadire limvx*+4x+3—(x+2)=0
X+ Ax+3 4 (x+2) ot ( )

Exercicen 9

: .2 .2 :
1) Puisque lim —=0 et lim —=0, d’aprés le théoréme d’encadrement « des gendarmes » , ona lim f(x)=0
X—>+00 X X—>+00

X—>+0 x

. .2 .
2) Puisque Ilim—=0 et hmizo, d’aprés le théoreme d’encadrement «des gendarmes», on a

x>+ x xX—>+0 x

lim f(x)—%=0<:> lim f(x)=%
3) Si f(x)=2x-3, puisque lim2x—-3=+0, on en conclut, par utilisation du théoréme de minoration, que

lim f(x) =+ . On ne peut rien conclure de plus.

X—>+0

4) Si f(x)=x*-3, puisque lim x*-3=+400, on en conclut, par utilisation du théoréme de minoration, que
X—>+0

lim f(x) =+ . On peut également utiliser ce théoréme lorsque x — —o. En effet puisque lim x* —3 =+, on en

X—>+0 X—>—%0

conclut, par utilisation du théoréme de minoration, que lim f(x) =+o0 . On ne peut rien conclure de plus.

Exercicen 10
1) Pour tout xe[0;+oo[,oncalcule f(x)—3\/;=x—x/;+4—3\/;=x—4\/;+4=(\/;—2)2.

Un carré étant toujours positif ou nul, on en déduit que pour tout x € [0;+oo[ f(x)- 3Wx20e f(x)= 3Jx

2) Puisque lim 3/x = +o0 , on en conclut, par utilisation du théoréme de minoration, que lim f(x) =+ .
X—>+00 X—>+0

Exercicen 11
1) Par multiplication par la quantité conjuguée, pour tout x € D,

f<x>=m_¢;:(m_&)x_(g:?

(7 )2 5] (53] ()

xX+2—x 2

:\/x+2 +\/;:\/x+2+\/;
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2) Pour tout x ]O; +oo[ , on a clairement f(x)= >0 car vx+2++/x>0.De plus,

MM-

2
\/E>0©\/mﬂ/§>f©m+\/_ e m+&sﬁ

SaACI \/—

2
3) Puisque lim — =0, en application du théoréme d’encadrement « des gendarmes », on a hrn f (x)=0
X

X—>+0

Exercicen 12
1) Pour tout x réel —1<sinx<l<x—1<x+sinx<x+leox—1< f(x)<x+1

2) Puisque lirn x—1=+0c0, on conclut, en utilisant le théoréme de minoration,

que hm f (x) 400 . Puisque lim x+1=—-o0, on conclut, en utilisant

X—>—0

le theoreme de minoration, que lim f(x)=—o0

Exercicen 13
1) Puisque pour tout réel x, on a —1Scosx<1 alors pour toutx 0,ona 1-1<1+cosx<1+1< 0<1+cosx<2, et par

<l 2 1
division par v/x quiest 0, on déduit que toosx o 2 g ltcosx 2

N T2

Puisque lim 2 =0, en application du théoréme d’encadrement « des gendarmes », ona lim f(x)=0

X—>+o0 X—>+00
x> x N

2) Commengons par la limite lorsque x — +o0. On peut donc supposer que x 0.

. , . —-Xx _ xsinx X
Puisque pour tout réel x, on a —1<sinx <1, alors pour tout x 0, on a <

2 - .2 -

Puisque lim ——= lim __f: lim _—1= 0, et puisque lim ———= lim izz lim l: 0, en application du théoréme

x40 x© 4] x40 x x40 x x40 x© 4] x40 x x40y

d’encadrement dit « des gendarmes », on conclut que lim f(x)=0
X—>+0

La limite lorsque x — —oo se traite a I’identique : on peut donc supposer que x 0.

. . . X xsinx
Puisque pour tout réel x, on a —1<sinx <1, alors pour tout x 0, on a <

< < (I’inégalité est en sens
¥ +1 X +1 x*+1

inverse de la prcédente)

Puisque lim = lim =X = lim —1— 0, et puisque lim ———= lim izz lim l: 0, en application du théoréme

x40 x© 4] x40 x x40 x x40 x© 4] x40 x x40y

d’encadrement dit « des gendarmes », on conclut que lim f(x)=0
X—>+0

Exercicen 14

1) Pourx 0 0<1<> x> <1+x*. De plus (1 + x)2 =1+x"+2x>1+x" carx 0.L’encadrement est ainsi démontré.

2) La fonction racine étant strictement croissante sur [0;+o[, on déduit de encadrement x* <1+ x’ <(1+x)2 que

\/)c_2<\/1-}-x2 < (1+x)2 <::>|x|<\/1+x2 <|1+x|

& Ne pas oublier que Vx* = ||
V1+x? e
x

X

. oL 1
Puisque x 0 et I1+x 0, onadonc x <+/1+x”> <1+ x, et enfin par division par x , X Sl f(x)<1+—
X X

1
3) Puisque lim 1 + —=1, en application du théoréme « des gendarmes », on conclut que hm f (x)=1

X—>+00
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Exercicen 15
1) On a clairement 4, < 4, < 4,

_OAxPM _Ixsinx
2 2
(car un angle de 27 rad correspond a une aire de 77’ =zcm®, donc un angle de x rad correspond a une aire

On calcule : 4,

, puis par proportionnalit¢ de I’aire et de la mesure du secteur angulaire, A4, =

2 o=

€

xxizf), Enfin A3:0A><AT:1xtanx:tanx
2r 2 2 2 2
Puisque 4, < 4, < 4, alors s x <§< talzlx

En multipliant les trois membres de 1’inégalité par 2, on obtient le résultat attendu.

. . o, . sinx
2) En utilisant les deux premiers termes de 1’inégalité, on a sinx < x & —— <1 (car x>0)
X

. . T sin x
En utilisant les deux derniers termes de I’inégalité, on a x <tanx < x <

sin x
& cosx <—— (car x>0)
CoSsX by

) sinx ) ) . .
3) Puisque pour tout x>0 , cos x < —— <1, et puisque lmgcosle, on en conclut en application du théoréme
x X

. . _sinx
d’encadrement dit « des gendarmes », que lim =1
x—0

x>0

4) si x<0, la configuration des triangles et des secteurs angulaires reste la méme, mais les mesures de 1’aire (qui doivent

. o , \ sinx x tan x
étre positives ) sont alors égales a 4, = 5 A4, = Y et 4, = -

sin x X tan x .
&S —sinx<—x<-—tanx.

On a donc, pour x<0, —

2
.. . N . —sinx sin x
En utilisant les deux premiers termes de I’inégalité, on a —sinx < —x < <l< ——<1 (car -x>0)
-X X
En utilisant les deux derniers termes de I’inégalité :
—sinx —sinx sin x
ona —x<—tanx < —x < & cosx < & cosx <—— (car -x>0).
X

CoOS X —Xx
La conclusion de 1’exercice reste la méme

Exercicen 16
sinSx sinSxﬁ__ 5 sinSx

L . . . sinu
1) On écrit, pour toutx 0, ——= ==—x——- En posant ¥ =5x, on a limu =0, et puisque lim =1,
2x % 2x 2 5x =0 u0 gy
s . sinS5x ., .. sin5x 5
on en déduit donc que lim =1, donc par produit lim ==
x—0 Sx x—0 2x 2
e X 1 3x . . sinx A L
2) On écrit, pour tout x 0 , — =—— . Puisque lim =1, on a aussi lim——=1, donc en particulier
sin3x 3 sin3x =0 X -0 8in x
. ol . o X 1
lim— =1 (quitte a poser u =3x), d’ou, par produit, lim— =—
x>0 sin 3x -0gin3x 3
, . sin5x sinS5x 4x 5x 5 sinSx  4x . . . sin5x
3) On écrit, pour tout x 0, — = X — X — ==X X — . Encore une fois, puisque lim =1 et
sin4x 5x sin4x 4x 4 S5x  sindx =0 S5x
. 4x . . _sin5x 5
lim——— =1, on conclut, par produit, que lim— ==
=0 gin4x -0gindx 4
.. tanx sinx  sin 1 . . sinx . .
4) On écrit, pour tout x 0 , = = X . Puisque lim =1 et puisque limcosx=1 donc
X XCOSX X cosx x>0 x>0
. . tanx
lim =1, on conclut que lim =1x1=1
x=0 coS X x>0 x
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‘Exercice n 17

1) Si on pose f(x) =+/x+6, définie sur [—6;+oo[ , puisque f(3) =3+6 =9 =3, la limite lin%ﬁ se réécrit

1&2% Or f est dérivable sur ]-6;+c[ et pour tout xel|-6+00[, f ’(x)=2 \/;? donc
\/x+ -3 .. f(x)-/(3) 1 Jx+6-3 1
~ 1'(3)= ~ L Ainsi 1 -
lim == S lim T = 1(3) = e = Alnst i =

i - (0
2) Si on pose f(x)=sinx, définie sur R, puisque f(0)=sin0=0, la limite lim S se réécrit lilr(}f(x—of()- Or f
xX—> x X x —_

L , . _sin
est dérivable sur R et pour tout xe R, f (x) =cosx donc lim

x>0 x ‘C*)O

(2 Of() f'(0)=cos0=1.

. ... sinx
Ainsi lim——=1
x>0 X

se réécrit

7 T
2 X——

2

3) Si on pose f(x)=cosx, définie sur R, puisque f(%j:cos[%jzo, la limite lim —>%

). Or f est dérivable sur R et pour tout xeR, f ’(x)z—sinx donc

li ) (
m-——-—————

Exercicen 18

1) lim =tanx, al 0)=0,et =
)A—>0 . ( ) x, alors f( ) et ainsi . .
.t X
Puisque fest dérivable en 0, lim anx_ ( ~/(0) f’(O):1+tan2 (0)=1
x—>0 X x—)O x-0
-1 x)—f(1
2)11111\/7— - Si on pose f( ) Jx , alors f(l):l,etainsi al . =f( lf()
X—> x_ x_
. X 1 1
Puisque f'est dérivable en 1, hm\/;— f( ) ( ) =f (1):———
x—1 x—1 x—)l X — 241 2
2 1 2 1
. 2cos2x—1 ., . 2cos2x—1 2 COSLXTH L CoseX Ty
3) lim————— - On commence a écrire —————— =—=x . Pour étudier lim———=, on pose
wE 6x—-1 6x—1 6 r xsZ z
6 X—— 6 X——
6 6
f(x)=cos2x.
T
p cos2x—— f(x)_f(6j
Ainsi f{—j =C0Ss (—j =—, et ainsi
3 Vs T
x—= x—=
6 6
7
re)-1(%)
Puisque f'est dérivable en ﬁ, lim —6=f,(£)=—28in(2><£j=—2X£:—\/§ ,
6 T T 6 6 2
x> X——
6 6
. .. 2cos2x-1 3
etainsi lim———=———
7 6x—r1 3
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Exercice n°19
1) Sur le premier graphique, on « lit » que la droite d’équation y =-3 est asymptote horizontale a C, en +» eten —=.

Cela signifie que lim f(x)=-3 et lim f(x)=-3. De plus, la droite d’équation x=-2 est asymptote verticale a C, . et
les limites différent a droite et a gauche de -2. Cela signifie que lim2 f(x)=—o et lim2 f(x)=+0

x<=2 x>-2
2) Sur le deuxieme graphique, on « lit » que la droite d’équation y =1 est asymptote horizontale a C, en +» eten —=.

Cela signifie que lim f(x)=1 et lim f(x)=1. De plus, la droite d’équation x=2 est asymptote verticale a C ., et les

limites a droite et a gauche de 2 sont identiques. Cela signifie que liIIzl f(x)=+=0 et 1i1121 f(x)=+=

x<2 x>2

3) Sur le troisieme graphique, on « lit » que la droite d’équation y =3 est asymptote horizontale a C, uniquement en

— . Cela signifie que lim f(x)=3. De plus, la courbe C, possede deux asymptotes verticales : les droites d’¢quation

x=2 et x=-2. Les limites a droite et a gauche de ces valeurs sont différentes. Cela signifie que 11'1112 f(x)=+=0 et
X
x<=2

lim f(x)=—o0 ainsi que lim f(x)=—o0 et lim f(x)=+o0.

x—-2 x—2 x—2

x>-2 x<2 x>2

Exercice n°20

1) La premiere courbe correspond a f;(x)=— car elle présente deux asymptotes verticales synonymes de

1
(x+1)(x-2)
valeurs interdites égales a —1 et 2, ce qui ne correspond pas a f,(x). De plus, la courbe se situant en dessous de I’axe des
abscisses en +o0 et en —oo, on devrait avoir une fonction « négative » dans ces deux voisinages, ce qui n’est pas le cas de
£ (x)

2) La limite en +oo et en —o de la fonction €tant €gale a 1, on peut €liminer directement g,(x) et g,(x). pour ne garder

1
ue g, (x)=1-——
Exercice n°21
3x-1 1
1) Pour tout x=0, f(x)= =3-——
X
Ona lim 1 0= lim 3 1 3 donc la droite d’équation y =3 est asymptote horizontale a C, en +o.
X—+o x X—>+m© X
De méme, lim 1 0= lim3- 1 3 donc la droite d’équation y =3 est asymptote T
. x> X——o X _\A Y=3
horizontale & C, en —». >
1 .1 1 .1 . *=“-7f_
De plus, lim—=+o0=1lim3——=—0 et lim—=—0 = lim3——=+< donc la droite L
X X X X 1

d’¢quation x=0 (Iaxe des ordonnées) est asymptote verticale a C,.

X—>—x© xz

2)On a lin —Lz= 0 et lin L 0 donc la droite d’équation y =0 (I’axe des abscisses) est asymptote horizontale a
X—wo X

. 1 . 1 . L .

C, en +» eten —». De plus 1111(}——2 =—o0 et lim——=— donc la droite d’équation x=0 (I’axe des ordonnées) est
x> x x—0
x>0 x<0

asymptote verticale a C .

3)Ona lim =0 et lim =0 donc la droite d’équation y =0 (I’axe des abscisses) est asymptote horizontale a
X—+o x4 X x4
C, en +» eten —o. De plus lim =—o0 et lim =+ donc la droite d’équation x=-2 est asymptote
22 Tyt

verticale a Cr.
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. 1 . 1 . . : .
4)Ona lim———=0 et lim ———=0 donc la droite d’équation y = 0 (I’axe des abscisses) est asymptote horizontale
x—>+0 x° — 4 x>y~ —4 : 4
\ 1 .1 o4
a C, en +w eten —o De plus lim =+o0 et lim =—o ! :
s x—-2 x2 -4 x——2 x2 —4 l £
x<-2 x>-2 \ 1 : L
donc la droite d’équation x=-2 est asymptote verticale a C,,. - S
i BN
1 1 u |
Enfin lim =—o0 et lim =+ T
x—2 xz -4 x—=2 xz -4 i 1 '
x<2 x>2
donc la droite d’équation x =2 est asymptote verticale a C,.
: 2x-1 . 2x .2 . . 2x -1 . s
5)Ona lim 2r— — lim =X = lim =0 et de méme lim 2\’— =0 donc la droite d’équation y =0 (I’axe des
x>o x° —3x+2 x>y x—>4® Y x>y  —3x+2 -
abscisses) est asymptote horizontale a C, en +oo et en —. Les racines du dénominateur sont 1 et 2. On a donc
2x-1 . 2x-1

—————=+® et lim—————=— donc la droite d’équation x=1 est asymptote verticale a C,. Enfin
2lx”—3x+2 lx”—3x+2

. 2x-1 . 2x -1 . . . . .
lim ————=— et lim—————=+o donc la droite d’équation x =2 est asymptote verticale a C,.
22X —3x+2 22 x" —3x+
Exercice n°22

Puisque ]jn(}2x+1=l et 11)1(1)1 iz=+oo, on conclut, par somme, que l;)ll%l f(x)=+. La droite d’équation x=0 (I’axe
x> X X

x>0 ° x>0
oux<0 oux<0

des ordonnées) est asymptote verticale a C, . Puisque limizz 0 et lim2x+1=+o0, alors lim f(x)=+<0. Puisque
X—+x© X X—>+xo X—>+©

limizzo et lim 2x+1=—o0, alors lim f(x)=—o0.
x—)—oox X——o X——x©

2
X

De plus, pour tout x =0, f(x)—(2x+1):2x+1+L2—(2x+1)=L2.Ainsi lim f(x)—(2x+1)= lim —=0.
X X X—+®© X—+w

X——w x2

De la méme maniere l_'n)pm f(x)—(2x+1)= lim . 0. On en conclut que la droite D d’équation y =2x+1 est asymptote

oblique & C, en —» eten +wo.

Pour connaitre la position r

tive de D et . on étudie le signe de f(x)—(2x+1)=i2. Pour tout x=0.
x

f)—(2x+1)= % >0, donc pour tdyt x =0, f(x)>2x+1.  signifie que sur tout son ensemble de définition, C,

est au dessus de D.

Exercice n°23 / [

1) f est définie si et seulement si x+2=0 donc D = |-o0:—2[ U |-2:+e0[ . Pour tout xe D,

c _(ax+b)(x+2)+ c _ax2+2ax+bx+2b+c_ax2+(20+b)x+2b+c

ax+b+ =
x+2 x+2 x+2 x+2 x+2
2
x* +(2a+b)x+2b+ x> +3x— . .
Donc ax+b+——= f(x) si et seulement si o ( a )Y - 2x +3x-1 donc si et seulement si
x+2 x+2 x+2
a=2 a=2

2a+b=3 < <b=-1. Ainsi, pour tout xe D, f(x):Zx—leL2
X+
dic=-1 |c=1 v
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2) A partir de ’écriture f(x)=2x—-1+

1 > on déduit que 1i1112f(x) =-—o0, et limzf(x) =40,

X+ x<=2 x>=2
Mais  surtout, puisque, pour tout x#-2, f(x)—(2x-1)=2x-1+ —-(2x-1)= ! , on a
x+2 x+2
lim f(x) —(2x - 1) = lim 5= 0 et lim =0, donc la droite D d’¢quation y =2x—1 est asymptote oblique a C,
X—>+0 X—>+0 x + X—>—00 x +

1
en +oo et en —oo. De plus, pour tout x>-2, f(x)—(2x—1)= 5> 0, donc C, est au dessus de D sur |-2;+o0[, et
X+

1
pour tout x<-2, f(x)—(2x-1)= 5 <0, donc C, esten dessous de D sur |-o0;—2]
X+ :

Exercice n 24

3 3 2 3 3
. X X x+1 x—-x —-x —-X
On calcule, pour tout réel x, f(x)—x=—; —Xx=— —XX— = > =
x-+1 x-+1 x-+1 x +1

Ainsi lim f(x)—x= lim — =1im‘—f=11m‘—1=o et lim f(x)—x= lim — =1im_—f=1im_—1=o donc la

x40 x© 4] x4 x x40y x>0 x* 4] xo-0 x x—>—0

. . . . . . —X
droite D d’équation y = x est asymptote oblique a C, en +oo et en —oo. Puisque, pour toutx 0, Zal <0, et pour tout

x 0, >0, on en conclut que C, est au dessus de D sur |-o0;0[ et en dessous de D sur ]0;+o0

241

Exercice n 25 On calcule, pour tout réel x 1,

f(x)—2x:x+\/x27—_2x:\/ﬁ_x:(m_x)x(m+x):(m) —x2: RN -
(\/x2—1+x) Vei—l+x e —l+x ¥ -l+x

) -1 P . X
Et comme lim —————=0, on conclut que la droite d’équation y =2x est asymptote a C, en +o0

X—>+0 lxz_l_,r_x

Exercice n 26
1) f est définie si et seulement si x+3# 0 donc D = |-o0; =3[ U |-3; 400 .

ax’ +b)(x+3 3 2
2) Pour tout xe D, ax’ +b+ ¢ —( )( )+ ¢__ax t3ar tbxtdbte

x+3 x+3 x+3 x+3
, . ax’ ’ P43x7 —4x-2 : :
Donc ax2+b+L=f(x) si et seulement si = o 3ax +bx+3b+c:x *3x x =20 donc si et seulement si
x+3 x+3 x+3
a=1 i
a=
3a=3 .. 2 8
& {b=—-4. Ainsi, pourtout xe D, f(x)=x"-4—-——
b=-4 g x+3
c=—
3b+c=-20

3) A partir de écriture f(x)=x"—4-— 8 3’ on déduit que lim f(x)=+4+c0 ; lim f(x)=+400 ; lim3 f(x)=-c0 (par
X+ X—>+0 X—>—0 xX——

x>-3

soustraction car lim =+o0) et lim f(x) =+
>3 x+3 x—>-3

x>=3 x<=3

. Comme lim— =0, on déduit I’existence

4) Pour tout xe D, f(x)—(x2—4)=x2—4— 8 —(x2—4)=—

x+3 x+3 xoto x+3
d’une PARABOLE ASYMPTOTE a C, en 4o eten —oo.
. 8
Deplus,six -3, ———<0, etpour toutx -3, — 8 >0,
x+3 x+3

on en conclut que C, est au dessus de C, sur |-o0;—3[ et en dessous de C, sur |-3;+oo] .

al
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Exercice n°27.

La calculatrice fournit, grace au menu TABLE :
On est donc tenté de conjecturer que lim f(x) =0

, LTI R
(50+2) =2500 2500 +100x% +x* —2500 _100x™ + x*

x20 x20 x20

Or, pour tout x =0, f(x)= =100+ x®

Ce qui permet de conclure que hﬂ f(x)=100 !

A.AFAADAS 138 a.afaadas@gmail.com




Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

Chapitre 10
La dérivabilité d'une
fonction numerique

I) Un probléme historique

La notion de fonction dérivée ne s’est pas construite en un jour. Un petit probleme
historique va nous permettre de comprendre les difficultés qu’ont rencontrées les
mathématiciens pour définir la fonction dérivée.

Tout commence avec Newton (1643-1727) avec la détermination de la vitesse ins-
tantané pour un objet en chute libre.

Exemple : Soit une pierre que I'on lache a t = 0s. Quelle est sa vitesse instan-
tanée au bout d"une seconde ?

Newton savait depuis Galilée que sil’on néglige la force de frottement de I’air sur
une pierre (matiere compacte), sa vitesse ne dépend pas de sa masse. Galilée a pu
déterminer 1’équation horaire (position de 1’objet en fonction du temps) d'un objet
en chute libre. Cette équation est de la forme, en prenant ¢ = 10 m.s~2 comme
accélération de la pesanteur :

temps en seconde Z(t) = %gtz = 5t2
t=20
Pour calculer la vitesse instantanée en f = 1, on mesure la
71) @ t=1 distance entre les instants t =1 et t = 1+ dt, ou
I'intervalle de temps dt est le plus petit possible (quantité
@ t=1+dt  infinitésimal).

z(1+dt) — z(1
oft) = 21440 =200
5(1+dt)?2—5
v(l) = ( dt)
t=2 54 10dt + 5dt2 — 5
v(l) = T
y4

(1) = 10 4 5dt
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Pour Newton la vitesse en t = 1s est de 10 m.s~ 1. Mais la vitesse est-elle exac-
tement égale a 10 m.s~! ou d’environ 10 m.s~!?

e Sila vitesse est exactement de 10 m.s~! alors dt =0
e mais si dt = 0, la notion de vitesse instantanée n’a aucun sens : le dénomina-
teur est nul.

1

e Si la vitesse instantanée est d’environ 10 m.s™* comment calculer la vitesse

exacte?

Ce probleme a opposé les mathématiciens. Les uns donnaient raison a Newton,
les autres critiquaient sa méthode peu rigoureuse.

Ce blocage ne fut résolu qu’au XIXe siecle avec la notion de limite. Si cette no-
tion de limite est cette fois rigoureuse, elle a malheureusement complexifiée le
probleme de départ. Avec ce nouveau concept de limite, la vitesse instantanée en
t =1 vaut:

1) = Iim —
o(1) = lim &

La vitesse en 1 est la limite quand dt tend vers 0 de la variation d’altitude, dz, sur
la variation de temps dt.

Remarque : La notion rigoureuse de limite sera vue en terminale. Pour ce
chapitre nous nous contenterons d’utiliser la méthode intuitive de Newton.

II) Le nombre dérivé
1) Définition
Le coefficient directeur a de la droite

(AB) est:

flath) - f(a)
h

fla+h)
Si le point B se rapproche du point A (h
tend vers 0), la droite (AB) se rapproche
de la tangente (T) a la courbe en x = a.

Le coefficient directeur de cette tan-
gente (T) est appelé nombre dérivé. Ce

f(a) ‘
1
/ ‘ nombre dérivé est noté f'(a).
/ O 7, a+h
h f/(a)zllmf(a+h)_f(a)

h—0 h

\
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Définition  : Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert I et 2 un

point de L.

® On appelle taux d’accroissement (ou taux de variation) de la fonction f entre a
et a + h, le nombre ¢ défini par :

,_ flath) - f(a)
h

e La fonction f admet un nombre dérivé, noté f/(a), en 4, si et seulement si, le
taux d’accroissement de la fonction f en 2 admet une limite, c’est a dire :

) — 1 £~ £(@)

ouencore f'(a) = lim f(x) — f(a)

h—0 h xX—a X —a

Remarque :
e On utilisera par la suite la premiere notation.

e Les physiciens utilisent la notation appelée différentielle : f'(a) = % (a)

2) Dérivabilité a gauche et a* droite

Définition

Soit xg € I.

vesp. f1(z0) = lim £ =S (@0)
79 .

on note f4(zg) = lim f(@) = f(zo)
Zo :Ez):L‘Q T — Xq

T—xT0 xTr —
>

On dit que f est dérivable a droite (resp. a gauche) en zg si le taux d’accroissement de f admet une limite
finie & droite (resp. & gauche) en xo. Cette limite est appelée nombre dérivé a droite (resp. a gauche) et

Proposition

Soit g un point intérieur a I. Alors

f est dérivable en z ssi ( [ est dérivable a droite et & gauche en z¢ et f(zo) = fj(x0) )
Dans ce cas f'(zo) = fy(x0) = fi(w0).

Interprétation graphique : si f n’est pas dérivable en z( mais l'est a droite (ou a gauche) en x, on

dit que f admet une demi-tangente en xo (méme équation en remplacant f'(xo) par f(zo) (ou fj(z0)).)

Exemple important :

f:x — |z| admet une dérivée a gauche et adroiteen0:  f4(0) = —1et f3(0) =1.
1 # —1,(0 est un point anguleux) donc f n’est pas déivableen 0 .

3) Exemples

Deux exemples graphiques pour montrer la signification du nombre dérivé.

La courbe représentative f est donnée ci-apres. En chacun des points indiqués, la
courbe admet une tangente qui est tracée. La fonction admet donc des nombres
dérivés en ces points. Lire, en se servant du quadrillage les nombres suivants :
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o f(—4) et f/(—4) o f(2) et f'(2) o f(6) et f'(6)

+1

On lit les images et les nombres dérivés suivants :

f(-4)=3 . f(=2)=4 | f(6)=0
fley=1=1 " \r@=5 " \fe=L=-

guobbguobdgobooboobooboonn

La courbe représentative g est donnée ci-dessous. En chacun des points indiqués,
la courbe admet une tangente qui est tracée. La fonction admet donc des nombres
dérivés en ces points. Lire, en se servant du quadrillage les nombres suivants :

e g(~2) et g'(-2) e g(0) et g(0) e g(1)etg(1)

+1

\ [+

Y

g-2)=—-1  [80)=1  [g)=15
{g(—2):0 ' g’(O)Z—%' g’(l):%:2
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II1) Fonction dérivée. Dérivée des fonctions élémentaires

1 Fonction dérivée

Définition : Soit une fonction f définie sur un intervalle L.

Si la fonction f admet un nombre dérivé en tout point de I, on dit que la fonction
f est dérivable sur I. La fonction, notée f’, définie sur I qui a tout x associe son
nombre dérivé est appelée fonction dérivée de f.

Remarque : Le but du paragraphe suivant est de déterminer les fonctions
dérivées des fonctions élémentaires puis d’établir des regles opératoires afin de
pou-voir déterminer la dérivée d'une fonction quelconque.

2) Fonction dérivée des fonctions élémentaires

a ) Fonction affine

Soit f la fonction affine suivante : f(x) =ax+b

La fonction affine est définie et dérivable sur IR. Déterminons

le taux d’accroissement en x :

flx+h)— f(x) _ a(x+h)+b—ax—b ah

= — =0

h h h

On passe a la limite: f/(x) = }llin}) flat h})l —fx) _ }llirr(l) a=a
— —

b) Fonction carrée

Soit f la fonction carrée : f(x) = x?

La fonction carrée est définie et dérivable sur IR.

Déterminons le taux d’accroissement en x :

flx+h)—f(x) (x+h)?—x> x*>+2xh+h —x> h(Qx+h)
I = I = I =T Tk

On passe a la limite: f'(x) = ;l,in(l) f(x+h21 —f®) _ Pllin52x+h = 2x
— —

c¢) Fonction puissance (admis)

f(x) =x",n € N*est dérivable sur R et (x")’ — 1

5

Exemple : Soit f (x) = x> on a alors f/(x) = 5x*.
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d) Fonction inverse

1
Soit f la fonction inverse : f(x) = p

La fonction inverse est définie et dérivable sur | — oo ; 0] ou sur |0 ; 4-oo].

Déterminons le taux d’accroissement en x # 0 :

1 1 x—x—nh

fadh) —f() _xvh_x _ xGth) __ ch -l
h h h hxx(x+h) x(x+h)

, faetm—fe) o -1 1

On passe a la limite : f(x)—}lllgg) h _}ll_% x(x+h)_ x2

e) Fonction puissance inverse (admis)

1 1\’
fx) = i " € IN* est dérivable sur R* ousur R et: (F) = —%
- . 1 4
Exemple : Soit f(x) = ~i ona alors f'(x) = -5

f) Fonction racine

Soit f la fonction racine carrée : f(x) = /x
La fonction racine est définie sur IR et dérivable sur IR .

/\ La fonction racine est définie mais pas dérivable en 0. Sa courbe représenta-
tive admet une tangente verticale en 0 et donc 1’équation de cette tangente n’ad-
met pas de coefficient directeur.

Déterminons le taux d’accroissement en x # 0 :

flx+h)—f(x) _ \/X+ —Vvx _ (Vx+h—Vx)(Vx+h+Vx)
h W(Vx T i+ V)
x+h—x 1

TRV RtV Vrtht ok

On passe a la limite :

poon o flx4+h)—f(x) 1 1
fix) = lim = = N AW

3) Regles de dérivation

Dans tout ce paragraphe, on considére deux fonctions u et v et un réel A

b) Dérivée de la somme

On peut montrer facilement que la dérivée de la somme est la somme des dérivée
car (u+v) (x) = u(x) + v(x)

La dérivée de la somme : (u+o0) =u +v
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1

Exemple : Soit la fonction f telle que: f(x) = x> + p
1
en appliquant la regle de la somme : f'(x) = 2x — o

b) Produit par un scalaire

On peut montrer facilement que la dérivée du produit par un scalaire est le

produit du scalaire par la dérivée car (A u) (x) = Au(x)

La dérivée du produit par un scalaire : (Au) =Au

Exemple : Soient: f(x) =3x* et g(x) =5x> +12x* —7x +3

en appliquant la regle ci-dessus : f’(x) = 3(4x%) = 12x°
en appliquant les deux regles : ¢’(x) = 15x% + 24x — 7

c )Dérivée du produit

/\ La démonstration n’est pas au programme. Elle est donnée ici a titre indicatif.
Calculons le taux d’accroissement de (uv) (x) = u(x)v(x) :
(uv)(x +h) — (uov)(x)  u(x+h)v(x+h) —u(x)o(x)
h B h

On retranche puis on ajoute un méme terme

(uo)(x+h) — (uo)(x)  u(x+h)o(x+h) —u(x)o(x+h)+u(x)o(x+h) —u(x)o(x)

h h
v(x A1) (u(x + 1) —u(x)) +u(x)(o(x + 1) —ov(x))
h

u(x +h21 —u(x) n u(x)v(x +h21 —o(x)

=v(x+h)
On passe ensuite a la limite :

(w0 (x) = lim (o) (x + hZ — (u)(x)

u(x+h) —u(x)

= lim |v(x + h)
h—0

— lim o(x + ) lim A3 HH) = u(x)
h—0 h—0 h—0 h—0

= o(x)u’ (x) + u(x)v'(x)

La dérivée du produit : (uv) = u'v+ uv'

/\ La dérivée du produit n’est malheureusement pas le produit des dérivées!

Exemple : Soit la fonction f définie sur R telle que: f(x) = (3x +1)y/x
1 6x+3x+1 9x+1

2yx  2yx 2yx

f dérivable sur R* et: f'(x) =3/x+ (Bx+1)
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d ) Dérivée de l'inverse

/A Ladémonstration n’est pas au programme. Elle est donnée ici a titre indicatif.

Calculons le taux d’accroissement de <1> (x) = L :

v v(x)
1 v(x) —ov(x+h)
v(x+h) o(x)_ ov(x)o(x+h) :_v(x—Hz)—v(x)>< 1
h h h v(x + h)v(x)

On passe ensuite a la limite :

(1)/:lim [_U(Hh)—v(x) . 1

o) T I o(x + D)o (x)
_ /
= lim — o(x+h) —ux) X lim; = _M
h—0 h h—0 v(x 4+ h)v(x) v?(x)
e . 1 v
La dérivée de l'inverse : ===
v v
1
Exemple : Soit la fonction f définie et dérivable sur R par: f(x) = PR
2 1
En appliquant la régle de l'inverse : f'(x) = _Lz
(2 +x+1)
e) Dérivée du quotient
uy/ 1\’
On cherche la dérivée du produit par I'inverse : (5> = (u X 5)
D’apres la regle du produit, on obtient : <E>, = u/l + u_vl _ wo—u
p 8 p ’ s y) =y = ]
e . w\’  uv—uv
La dérivée du quotient : (5) =
—- . . e L. 2x +5
bxem,bla : Soit la fonction f définie et dérivable sur R, par: f(x) = 211

En appliquant la dérivée du quotient :

Flx) = 23 +1) —2x(2x+5) _ 242 4+2—4x? —10x _ —2x* —10x +2
(X2+1)2 (X2+1)2 (X2+1)2

f) Dérivée de la puissance et de la racine

/A On donne sans démonstration la dérivée de la puissance et de la racine.

1/[/

2

W =nu'u"' et (Vu)

Exemple : Soient f(x) = (3x—5)° et g(x) =Vx>+1
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En appliquant les regles sur la dérivée de la puissance et de la racine, on a :

2x X
"(x) =5x30Bx—5)*=153x—5)* et ¢(x)= =
f'(x) ( ) ( ) g (x) W P

4 Tableau récapitulatif
Voici le tableau des fonctions élémentaires que 'on vient de montrer ainsi que les

fonctions trigonométriques sinus et cosinus.

Fonction Dy Dérivée D}

flx) =k R F(x) =0 R

flx)=x fllx) =1 R

fx)=x" neN* F(x) = nxn1 R
oot | ow | rwe |
fx) = V& 0;+o0| f =5 10;+oof

f(x) = sinx R F/(x) = cos x R

F(x) = cos x R F'(x) = —sinx R

Voici maintenant les principales régle de dérivation.

Dérivée de la somme (u+ov) =u+7
Dérivée du produit par un scalaire (Au) = Au'
Dérivée du produit (uv) = u'v 4+ uv'
/
e e 1 v’
Dérivée de l'inverse - =-=
v v
L : u\'  u'v—uv
Dérivée du quotient (—) = —
v v
Lot 2 . / —
Dérivée de la puissance (u") = nu'u"1
! u'
Dérivée de la racine (Vu) =
2\/u
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Remargue : Les fonctions polynomes et les fonctions rationnelles sont dérivables
sur leur ensemble de définition.

IV) Interprétations géométrique et numérique

1 Equation de la tangente
Soit la courbe ¢ représentative d'une fonction f et (T,) sa tangente en x = a.

On a alors le schéma suivant :

Le coefficient directeur de la tangente
est égal au nombre dérivé en a. Si on
consideére un point M(x; y) quelconque
de cette tangente, on obtient alors :
/ y—f(a)
fila)==—=">=

X —a

y

f(a)
=~

O

Théoréme 1 : L’équation de la tangente (T,) en a a la courbe ¢ représentative

d’une fonction f dérivable en a est égale a :

y=f'(a)(x—a)+ f(a)

Exemple : Soit la fonction f définie et dérivable sur R par :
flx) =x>—3x* +3x+4
Déterminer I’équation de la tangente au point d’abscisse 2.
OoooooOoOOoOO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOOOO
L'équation de la tangente au point d’abscisse 2 est :
y=f2)(x-2)+£Q2)

On détermine l'expression de la dérivée : f'(x) = 3x*> — 6x + 3
On calcule ensuite :

fl2)=3x22—6x2+3=12-124+3=3
f(2) =28 -3x2243x2+4=8-12+6+4=6

On obtient donc I'équation de la tangente suivante :

y=3x—-2)+6 < y=3x—-6+6 <& y=23x
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2) Approximation affine

Lorsque x est proche de a, on peut
confondre en premiere approximation
le point M sur la courbe ¢ d’une fonc-
tion f avec le point M’ d’abscisse x de
la tangente (T;) a la courbe en a.

On pose x = a + h avec h proche de 0.
Si on confond le point M avec le point
M’,ona:

f(x+h)

y =~ f(a+h)

y
f(a)
=
0

On obtient alors : fla+h)~ f(a)+hf'(a)

Exemple : Déterminer une approximation affine de /4, 03.
On pose f(x) = +/x, ona a =4 et h =0,03. On calcule alors la dérivée en 4.

donc f'(4) = 411

1
() —
f =30
etdonc f(4,03) ~ f(4) +0,03 x 31 ~ 2,0075

On obtient donc : /4,03 ~ 2,0075 a comparer a /4,03 ~ 2,007 486. La préci-
sion est donc de 1074,

3 ) Cinématique

La cinématique est I'étude du mouvement : position, vitesse, accélération d'un
solide en physique. C’est justement I’étude de la vitesse instantannée qui a permis
a Newton de concevoir le concept de dérivée. La vitesse est alors la dérivée de
I’équation horaire et 1’accélération la dérivée de la vitesse par rapport au temps.

ExeMPle : Deux mobiles M; et M, sont sur I’axe des abscisses animé d’un mou-
vement dont les lois horaires en fonction du temps t sont respectivement

(1) =22 +t+4 et xp=—t24+5t+8

a) Calculer I'instant auquel les deux mobiles se rencontrent.
b) Calculer les vitesses respectives de ces deux mobiles a cet instant.

¢) En déduire si lors de la rencontre, les deux mobiles se croisent ou si 'un dé-
passe l'autre.

a) Pour que les deux mobiles se rencontrent, il faut que leurs abscisses soient les
mémes. On a donc: x1(t) = x(t) soit

202 1 t4+4=—f4+5t+8 & 3P —4t—4=0
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On calcule le discriminant: A = 16 + 48 = 64 = 8?2

4+8 4-8 2
On obtient deux solutions : t; = % =2 ou fHh= % =3

On ne retient que la solution positive (on ne sait pas ce qui se passe avant
t = 0). Les mobiles se rencontrent donc au bout de 2 secondes.

b) La vitesse est déterminée par la dérivée de la loi horaire. En dérivant, on ob-
tient les vitesses des deux mobiles en fonction du temps :

vi(t) =4t+1 et vy(t)=—-2t+5

Si au point de rencontre, les vitesses ont méme signe, 'un des mobiles double
I'autre, si les vitesses ont des signes opposées, les mobiles se croisent. Calcu-
lons les vitesses a t = 2.

v1(2) =9 et 1(2)=1

c) Les vitesses ont méme signe, donc les mobiles se rencontrent, comme v1(2) > v5(2),
c’est le mobile 1 qui double le mobile 2.

Remargue : On peut simuler (position et vitesse) des deux mobiles en fonc-
tion du temps. Par exemple aux deux momentsa t =0s et t =1s.

M; . M o
1 1(0) 2 7,(0)
t - 0 )—)—\ \' >
M, (1) M2 1)
t=1 o —Q >
0 > s 6 8 10 1 u

V) Sens de variation d’une fonction

1) Sens de variation

On admettra le théoréme suivant qui précise le lien entre variation et dérivée.

Théoréme 2 : Soit une fonction f dérivable sur un intervalle I.

e Sila fonction dérivée f’ est nulle, alors la fonction est constante.

e Si la fonction dérivée est strictement positive (sauf en quelques point isolé de
I ot elle s’annule), alors la fonction f est strictement croissante sur L.

e Sila fonction dérivée est strictement négative (sauf en quelques point isolé de
I ot elle s’annule), alors la fonction f est strictement décroissante sur I.
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Exemple : Déterminer les variations de la fonction f dérivable sur R :

flx) = —x>+3x* +2
gooooooobbbbodooogooaooan
e On calcule la dérivée: f'(x) = —3x% + 6x = 3x(—x +2)
e On cherche les valeurs qui annulent la dérivée :
fllx)=0 & x=0 ou x=2
e Le signe de f(x) est celui d’un trindbme du second degré.

On obtient le tableau de variation suivant :

x —00 0 2 +00
f(x) - R e
+o0 6
O N
2 —00

2 ) Extremum d’une fonction

Théoréme 3 : Soit une fonction f dérivable sur un intervalle I.

e Sic € I estun extremum local de f sur I alors f'(c) =0

e Si cel, f'(c) =0 etsif' change signe en c alors c est un extremum local de f
sur L.

Exemple : Surla fonction f(x) = —x> 4 3x? +2, étudiée plus haut, la dérivée
f'(x) = 3x(—x+2), s’annule et change de signe en 0 et 2. On en déduit que 0 et
2 sont des extremum de f, respectivement minimum et maximum.

Remargue : Les extremum locaux d’une fonction sont a chercher parmi les zéros
de la dérivée, mais si f'(a) = 0, a n’est pas nécessairement un extremum local.
En effet, soit f(x) = x°, sa dérivée f'(x) = 3x? s’annule en 0 mais ne change pas
de signe. 0 n’est pas un extremum local.
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Exercices corrigés

Exercice 1 : déterminer le nombre dérivé d’une fonction

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2° + .
1. En utilisant la définition du nombre dérivé, montrer que f est dérivable en 1 et déterminer f’(1).

2. Vérifier le résultat sur la calculatrice.

Solution :

1. Pour tout réel h non nul,n le taux d'accroissement de f entre 1 et 1 4+ h est :

Cf+h)—f(1)  (A4+h*+Q+h)—(1%4+1)  3h+h?
r(h) = h - h T h

Or, %in%)(3 + h) = 3. Donc f est dérivable en 1 et f/(1) = 3.
—

=3+h

(plus de h au dénominateur).

Pour trouver la limite de 7(h) lorsque h tend vers 0, on peut souvent remplacer h par 0 aprés avoir simplifié |'expression

TI Casio

T 2 Fa4

5 nbreDérivé = (X* + X, X, 1) (MATH) puis . (d/dx) :
d
—(X?2+X,1
(X + X1

MATH 8 F4
Appuyer sur la touche puis (nbreDérivé) : | En mode RUN-MATH, utiliser les instructions

Exercice 2 : la méme chose, plein de fois

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le nombre dérivé en a (en utilisant la définition) :
1. fifzx)=5x—3eta=1
2. fo(w) =322 +2z—leta=2
3. fs(z)=vzr+3eta=-1
x
4 falw) z+1
Solution :

1. Pour tout h # 0, le taux d'accroissement de f; entre 1 et 1+ h est : 71(h)

00@ﬁﬁwz5u+M—3;@x1—m

eta=-2

A +h) = AQ)
SEURRILS O

Q Ot
:‘U\

Or, }llimo5 =5, donc f; est dérivable en a = 1 et f{(1) =5.
—

_ J2(2+h) = f2(2)
h

2. Pour tout h # 0, le taux d'accroissement de fo entre 2 et 2+ h est : »(h)
32+h)?+22+h)—1-(3x224+2x2-1)
h

(*)
(*) & 72(h) =

3h% + 14h
(+) & m2(h) = ————

() & m(h) =3h+ 14
Or, %ir% 3h + 14 = 14, donc f; est dérivable en a = 2 et f4(2) = 14.
—

3. Pour tout h # 0, le taux d'accroissement de f3 entre —1 et —1 + h est : 73(h) = W 3 *)
V(ET+R) +3-V/=-143

h
V2+h—v2) (V2+h+V2)
hx (V2+h+2)

(%) & 73(h) =

@Hﬁmwﬁz(

A.AFAADAS 152 a.afaadas@gmail.com




Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

2+h—2
x (V24+h+2)
h

hx (V2+h+v2)
1
V2F+h+2

() & 1a(h) = -

(%) & 73(h) =

(¥) & m3(h) =

1
Or, lim V2 + h +v2 = V2 + V2 = 2v/2, donc lim 73(h) = ——.
h—0 h—0 2v/2
Par conséquent, f3 est dérivable en a = —1 et fi(—1) = ——=.
q f3 f3( ) 2\/5
—24h) — fa(—2
4. Pour tout h # 0, le taux d'accroissement de f4 entre —2 et —2+ h est : 74(h) = fa(=2+ })L fa(=2) *)
—24+h 2

(4) © 7a(h) = —2+h+2 —2+1

—2+h -2
(¥) & Ta(h) = %

—2+h -2
(%) & a(h) = %

1 —2+h 2(h-1)
() & 7a(h) = ? h—1  h—1
(x) & () = & th—l
(x) & (k) = 7—

-1
Or, lim h — 1= -1, donc lim 74(h) = — = 1.
h—0 h—0 —1

Par conséquent, f4 est dérivable en a = —2 et fi(—2) = 1.

Exercice 3 : tangente par le nombre dérivé

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 22% — .
1. Déterminer une équation de la tangente (T) a C¢ au point A d'abscisse 1.

2. Vérifier le résultat sur calculatrice.

Solution :

1. Afin de déterminer une équation de la tangente a C; au point A d'abscisse 1, déterminons tout d'abord si f est
dérivable en 1.

— Méthode 1 : Calculons la limite du taux d’accroissement 7 de f entre 1 et 1 + h. Pour tout A # 0 :

T(h):f(1+h})b—f(1) :2(1+h)2—(1+hh)—(2><11—1) :2h2;3h:2h+3

Or, }llin})(Qh +3) = 3, donc f est dérivable en 1 et f/(1) =3
—
— Méthode 2 : La fonction f est une fonction polynéme, elle est donc dérivable sur son ensemble de définition et,

pour tou x réel, on a

f@)=2x2rx—-1=4x—1

En particulier, f est dérivableen 1 et f/(1) =4 x1—-1=3.
Nous avons donc montré que f est dérivable en 1 et que f/(1) = 3. Par conséquent, la courbe C; admet une tangente
non verticale, de coefficient directeur f/(1) = 3. Donc (7) a une équation de la forme : y = 3z + p.
Or, A(1; f(1)) € (7), donc ya = 3za +p (x).
(x) & f(1) =3x1+p

(x)=2x12—1=3+p
(x)=1-3=p
(%) & p=—2

La tangente (T) a C; au point A(1; f(1)) a donc pour équation y = 3z — 2.
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Exercice 4 : Calculer des nombres dérivés a 1’aide des formules

TI Casio

(a) Saisir I'expression de f(x) en Y1 '.
SHIFTMENU
(a) Chaisir I'instruction SET UP ( ). Acti-

(b) Appuyer sur la touche et choisir I'instruction
PRGM ver le mode Derivative : choisir ON ( ), suivi
dessin ( ) puis (Tangente)

EXE
(c) Régler la fenétre d'affichage de

(b) Saisir la fonction en Y1 et tracer la courbe
1
(d) Préciser la valeur de x en appuyant sur . Va-
NTER (c) Choisir I'instruction  Sketch  ( ).

lider par . La tangente s'affiche ainsi qu'une Fo
équation (éventuellement approchée). Sélectionner Tang ( )

1
(d) Appuyer sur pour sélectionner la va-

leur de x, puis taper deux fois sur la touche

EXE
. La tangente s'affiche ainsi qu'une équation

(éventuellement approchée).

Pour les fonctions suivantes, déterminer le nombre dérivé en £ = 2 puisen z = = :

2
1. f(z) =2?
2. g(x) =2
1
3. hiz) =—
() = -
4. i(x) =ab
5. j(a) = V&
Solution :
1. La fonction f est une fonction polynéme, elle est donc dérivable sur son ensemble de définition. Pour tout « € Dy,
ona:
f(@) =22
, , , (1 1
Par conséquent, f/(2) =2x2=4et f 3 =2X 521.
2. La fonction g est une fonction polyndme, elle est donc dérivable sur son ensemble de définition. Pour tout x € D,
ona:
g'(x) = 327
5 / 1 1 3
Par conséquent, ¢'(2) =3 x2=6¢etg 3 =3 X 3<%
3. La fonction h est une fonction rationnelle, elle est donc dérivable sur son ensemble de définition. Pour tout x € Dy,
ona: )
W(x) = )
; 1 1 1 1
Par conséquent, h/(2) = 3@ =] et b’/ <§> vz e A
(3)
4. La fonction i est une fonction polynéme, elle est donc dérivable sur son ensemble de définition. Pour tout € D;, on

a:
i'(x) = ba*

4
1 1 )
Par conséquent, i’(2) = 5 x 2% = 80 et ¢’ (5) =5x (—) =—.
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5. La fonction j est dérivable sur |0 ; +oc[. Pour tout > 0, on a :

1
N
1 V2 1 1 V2
Par conséquent, j/(2) = — =~ et | = | = — = ==,
q Ji'(2) oA (2> N
2

Exercice 5 : Tangente en utilisant les formules de dérivation

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2°. Soit Ct sa courbe représentative.
1. Déterminer une équation de la tangente (T) a C¢ au point A d'abscisse 1.
2. Existe-t-il une tangente a C; paralléle a la droite (d) d'équationy = 3x — 47
Si oui, déterminer les coordonnées du point de contact.
Solution :
1. La fonction f est une fon,ction polyndme, elle est donc dérivable sur R. Pour tout réel z, f'(x) = 2.
Par conséquent, la tangente (T) a €y au point A d’abscisse 1 a pour coefficient directeur f/(1) = 2. Son équation
est donc
y=2x+p avec peR
De plus, A(1; f(1)) € (7), donc ya = 2x4 + p, c'est-a-dire f(1)=2x1+p, doup=1-2=—1.
Donc
(T ry=22x-1
2. La fonction f étant dérivable sur R, le coefficient directeur de la tangente a C; au point d’abscisse x est f'(z) = 2z.
S'il existe une tangente paralléle a la droite (d) alors son coefficient directeur est le méme que (d), c’est-a-dire 3. On
cherche donc un réel = tel que

fl(@) =3 (%)
() & 2x=3
3
s . 3 3 . 3 9
Donc €y admet une tangente parallele a (d) au point M (5 0 f <§>> soit M <§ ; Z)

Exercice 6 : encore une tangente avec un joli calcul de dérivée
20 — 3
2+ 1
1. Quel est I'ensemble de définition de f 7

2. Déterminer une équation de la tangente T a C au point A d'abscisse 1.

Soit f la fonction définie par f(z) = . On note C¢ la courbe représentative de f.

3. Vérifier le résultat sur calculatrice.
Solution :
1. Pour tout réel z, 2 + 1 # 0, donc f est définie sur R.

2. La fonction f est de la forme 2 avec u(z) = 2r — 3 et v(z) = 2% + 1.
Les fonction su et v sont des fonctions polynomes, elles sont donc dérivables sur leur ensemble de définition R. On a
alors, pour tout réel x :
u'(z) =2 et v (z) = 22,
De plus, la fonction v ne s'annule pas sur R, donc f est dérivable sur R. Pour tout réel x :
(@) xo(z) —u(z) xv'(z) 202 4+1)— (22 -3)x 2z —2z% 4 62+ 2

f'(@) = ) T .

—2x1246x1+2 3
La fonction f est donc dérivable en a =1 et f/'(1) = i ><2 T2 =
(1241) 2

Le coefficient directeur de la tangente T a Cy au point A d'abscisse 1 est donc f'(1) = 3

. 3 .
Donc T a pour équation y = E:c +pou peR.

-1
De plus, A(1, f(1)) € 7, donc ya = ng + p, soit 5 = 3 + p, donc p = —2.

2
D’ou 5
T y=§:v—2

A.AFAADAS 155 a.afaadas@gmail.com




Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

3. Voir I'exercice sur la tangente via le nombre dérivé (exercice 3).

Exercice 7 : tangente sans ’expression de la fonction

Soit C la courbe représentative d'une fonction f dérivable en 3. On sait que f(3) = —2 et f/(3) = 0,5.
Déterminer une équation de la tangente a C au point d’abscisse 3.

Solution :

La fonction f est dérivable en 3, donc la tangente (T') a € au point d'abscisse 3 a pour équation y = f/(3)xz+p = 0,5z +p,

avec p € R.

Or, f(3) = —2, donc la tangente passe par le point A(3 ; —2). Par conséquent, y4 = 0,524 + p, soit =2 =0,5 x 3+ p,
7

dup=—=.
up 2

1 7
La tangente (T") a donc pour équation y = 3%~ 3

Exercice 8 : autour du nombre dérivé

Soit f la fonction définie sur [0 ; +oo[ par f(z) = /.
1. Calculer f/(9) et f'(3).

2. Existe-t-il des valeurs de x pour lesquelles f'(z) =27

3. Existe-t-il des valeurs de x pour lesquelles f'(z) = =17
Solution :
1. La fonction f est dérivable sur ]0 ; 4oo[ et pour tout = > 0, f'(z) = %
Par conséquent, f'(9) = 2—\1/§ = % et f(3) = % = ?
2. Pour tout = > O, f’(x):Q@%:Q@ﬁ:%@x:l—z.
1

[l existe donc un unique réel tel que f/(x) =2:2=—.

1 g . .
= —1. Or, pour tout z > 0, ——= > 0. Par conséquent, il n'existe pas de réel

2V

1
3. Pourtout z > O, f'(z) = -1 NG
x tel que f'(z) = —1.

Exercice 9 : Tangente et second degré (que du bonheur!)

Soit f la fonction trinéme définie par f(z) = ax?® + bx + c. On note P sa courbe représentative.

On sait que f(0) =2; f(-1)=5et f'(—-1) =2.
1. Monter que les réels a, b et ¢ sont solution d'un systéme de trois équations a trois inconnies. Résoudre ce systeme.
2. Déterminer une équation de la tangente a P au point d'abscisse —1.

Solution :
L f0)=2eax0®+bx0+c=2sc=2.
f(-1)=b<sa-bt+c=5ca—-b=5b—-csa—-b=3.
La fonction f est une fonction polynéme, elle est donc dérivable sur R et, pour tout réel z, f'(z) = 2ax + b. Donc :
ff(-1)=2&2a(-1)+b=2& —2a+b=2.
Nous devons alors résoudre le systeme suivant :

a—b=3
—2a4+b=2
Ce systeme est équivalent a
a=3+0
—2(34+b)+b=2
c'est-a-dire
a=3+b
b=-8
Par conséquent, f est définie sur g par f(z) = —5x% — 8z + 2.

Vérifications :
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(a) f(0)=2
(b) f(-1)=—-5+8+2=5
() f/(-1)=—-10x (-1) -8 =2

2. f est dérivable en —1 et f(—1) = 2. Donc la tangente 3 P au point d’abscisse —1 a pour équation y = 2z + p, avec
peR.

De plus, cette tangente passe par le point A(1; f(1)), donc f(1) =2+ p, soit =5 —8+2=2+p, d'ot p=—13.
La tangente a P au point d'abscisse —1 a donc pour équation y = 2z — 13.
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Chapitre 11

Etude des fonctions
numeriques

I Asymptotes

1)Asymptote verticale

Définition : Soit ¢ un nombre réel.

Lorsque lim,_, f () = +oo (respectivement lim,_,, f (r) = —o0), on dit que la droite d’équation = = a
est asymptote (verticale) & la courbe représentant f.

Remarque : Cette définition est aussi valable pour les limites a droite ou & gauche.
Exemple : On reprend I'exemple du 2.3.1.
On a vu que :

r—2 n + I xr—2
=+400 e i = —00
e—13r—1 z—13r —1
<} =>3

Donc la droite d’équation z = % est asymptote a la courbe représentant la fonction x — 32_721.

Asymptote horizontale

Définition : Soit [ un réel.

Lorsque lim,—, 1~ f () = | (respectivement lim,_, ., f (z) = 1), on dit que la droite d’équation y = [ est
asymptote (horizontale) & la courbe représentant f.

Exemple : On reprend l'exemple du 2.3.2.

On a vu que :

T+ 2
im Z2 g
T—+00 T
Donc la droite d’équation y = 0 (c’est-a-dire I'axe des abscisses) est asymptote a la courbe représentant la
Y Y

fonction 2 — 2.

3) Asymptote oblique

Définition : Soit A la droite d’équation y = ax + b.

Silimg—yoo [f (2) — (az + )] = 0 (respectivement lim, . [f () — (ax + b)] = 0) alors la droite A est
asymptote a la courbe Cy représentant f.
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Q<
<.

fR* —R
Exemple 1
x »—)2x+1+;

e C; admet-elle une droite comme asymptote en 400 ?

e Justifier.
f : Df — R

Exemple :
r —> /22 —1+42x

o Déterminer Dy ;

e Prouver que la droite d : y = 3z est asymptote a Cy en +00;
e C; admet-elle une asymptote oblique en —oo ? (attendre ce qui suit pour répondre 3 cette question)

Exemple : Soit f la fonction définie sur [0; +oo] par :

et D la droite d’équation y = —x + 3.

fx) = (—z+3)

Or, limy 1 oo (—%ﬂ) =0, donc D est

—222 + 5 +1

222 4+ 5z +1
) =—5

243
2% + 1 (-2 +3)

222+ 5z +1— (—x+3)(2z+1)

2z +1
—222 + 5+ 1— (222 4+ 6z — x + 3)

20+ 1
222 4+ 52 +1+4222—6x+z—3

2¢ + 1
2

2+ 1

asymptote a la courbe représentant la fonction f.

Remarque : Pour étudier la position de la courbe représentant f par rapport a son asymptote, il suffit d’étudier

le signe de ¢ (z) = f (z) — (ax + b).

Exercice : Reprendre ’exemple précédent et étudier les positions relatives de la courbe représentant f et de

son asymptote.
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II Branches paraboliques

1) Branche parabolique de direction (Ox)

On dit que Cy présente une branche parabolique de direction
asymptotique (Oz) en 400 si :

e lim f(z)==oc0 ;
T—r+00

lim @

r——+oo I

Q=
N.l

2) Branche parabolique de direction (Oy)

On dit que Cy présente une branche parabolique de direction
asymptotique (Oy) en +oo si :

e lim f(z)==oc0 ;

T —+00
e lim M =400 ; -
r—+oo I i
0]

3) Branche parabolique de direction la droite d’équation y = ax

On dit que C; présente une branche parabolique de direction
asymptotique la droite d’équation y = ax en 400 si :
* zllgil:loof(m) = £ ; av

e lim @—

T—+00 I a ’

o wgrfwf(x) —ax = £00 ;

Q=

III) Convexité — Point d’inflexion

1) Notion de convexité, de concavité

Définition : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et C sa courbe représentative dans un repere.

— On dit que f est convexe sur [ si, sur 'intervalle I, la courbe C est entierement au-dessus de chacune
de ses tangentes.

— On dit que f est concave sur [ si, sur I'intervalle I, la courbe C est entiérement au-dessous de chacune
de ses tangentes.

Exemples :

1. La fonction carrée & — 22 est convexe sur R (voir figure 1).
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FIGURE 1 — La fonction carrée

2. La fonction racine carrée x — \/x est concave sur [0; 4+o0[ (voir figure 2).

3. La fonction inverse z — 1 est concave sur sur ]—oo; 0[ et convexe sur ]0; 4oo[ (voir figure 3).

2) Point d’inflexion

Définition : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, C sa courbe représentative dans un repere et
a€l.

On dit que le point A (a; f (a)) est un point d’inflexion de C si, en A, la courbe C traverse sa tangente.

|
FIGURE 2 — La fonction racine carrée T
!

FIGURE 3 — La fonction inverse
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W

! TS

FIGURE 4 — La fonction cube

Exemple : La fonction cube x — x* admet un point d’inflexion en I'origine O du repére (voir figure 6). Elle
est concave sur |—oo; 0] et convexe sur [0; +oo].

Remarque : En labscisse a du point d’inflexion, la courbe C passe de concave a convexe ou de convexe a
concave.

3) Convexité et opérations

Propriété 1 : Soit [ et g deux fonctions dérivables et convexes sur un intervalle I et A € R.

— La fonction f 4+ g est convexe sur I.
— Si A > 0, la fonction \f est convexe sur 1.
— Si A <0, la fonction Af est concave sur I.

Propriété 2 : Soit [ et g deux fonctions dérivables et concaves sur un intervalle I et A € R.

— La fonction f + g est concave sur I.
— Si A >0, la fonction \f est concave sur I.
— Si A <0, la fonction \f est convexe sur 1.

III ) Convexité et dérivées

1) Convexité et sens de variation def’

Théoréme : (admis)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

— f est convexe sur I si et seulement si f’ est croissante sur I.

— [ est concave sur I si et seulement si [’ est décroissante sur I.
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2 )IConvexité! et signel del "

Définition : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

Si la dérivée [’ de f est elle aussi dérivable sur I, on dit que [ est deux fois dérivable sur I et on note [ la
dérivée de f’ sur I.

f" est appelée dérivée seconde de f.

Exemple :
1. f(x) =322 -3z +1
ff(x)=6x—-3
[ (x)=6
Théoréme :

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I.
— [ est convexe sur I si et seulement si f” est positive sur I.
— [ est concave sur I si et seulement si [ est négative sur I.

3) Point d’inflexion et dérivée seconde

Théoréme : (admis)
Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I et a € I. On note C la courbe représentative de
I
La courbe C admet un point d’inflexion au point A (a; f (a)) si et seulement si f” s’annule en changeant
de signe en a.

IV )Axe et centre de symétrie d'une représentation graphique de fonction.

oit Af une fonction définie sur l'ensemble Df et qui est représentée graphiquement dans un repére or-

thogonal (Q, i, 3 ) par une courbe (C).
Axe de symétrie

©) © La droite (D) d'équation x = a est axe de
symétrie de (C) si et seulement si, pour tout
M MU(C), son symétrique M’ par rapport a
' (D) appartient aussi a (C). On traduit cela
par l'une des deux propriétés équivalentes ci-
dessous:

» Pour toutxDDf, on a:

2a — x UDf et f(2a — x) = f(x)

* Pour tout h IR tel que a + h LIDf,
on a:

a— ALIDf et
fla+)=flaAh)

2a-x=ah © [ a x =a+h
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Dans le cas particulier ot a = 0, on retrouve la propriété du graphique d'une fonction
paire: Axe de symétrie: axe des ordonnées.

Centre de symétrie

Le point A de coordonnées (a;b) est
centre de symétrie de (C) si et seulement
si, pour tout MLI(C), son symétrique M'

,/ par rapport a A appartient aussi a (C).
A . ’
On traduit cela par l'une des deux

K propriétés équivalentes ci-dessous:
M
/ * Pour tout x[1Df, on a:
© 2a — xUIDf et
f(ca—x) + f(x) =2b

* Pour tout h UIR tel que a + h LIDf,
2a-x=a-h © [ x =a+h on a:

a—hUDf et
fla+h)+fla—h)=2b

Dans le cas particulier oi a = b = 0, on retrouve la propriété du graphique d'une fonction
impaire: Centre de symétrie: origine O du repére.

V') Position relative de deux courbes

1. Principe

On considére deux fonction f et g définies sur leurs ensembles de définitions. Soient ¢, et ¢,

leurs courbes representatives respectives. On suppose que ces courbes ont des points d’intersection.
Par exemple :

(] [ q/

f(x) =gk)
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Soit x, I'abscisse du point d'intersection.

Graphiquement, on voit que :
- pour x =x,, ily aintersection.

- pour X >X la courbe de f* est en dessous de celle de g
- pour x <x,, lacourbe de / estau dessus de celle de g
On peut dire également que :

-pour x =x,, f(x) =g(x)

-pour x >x,, f(x)< g(x)

-pour x<x,, f(x)> g(x)

En fait, on doit "prévoir"” par le calcul ce positionnement relatif des deux courbes.
Ceci revient donc a comparer les expressions f(x) et g(x)

Or e, mathématiques, on utilise le principe suivant :
" pour comparer deux nombres, on étudie le signe de leur différence"

Par consequent, pour etudier la position relative de deux courbes ¢, et ¢, on étudie le signe de la
différence f(x) — g(x).

-Dans le casou f(x) — g(x) >0, onen déduit que f(x) > g(x) et par conséquent ¢ , est au dessus de €,

- Dansle casou f(x) — g(x) <0, onendéduitque f(x)<g(x) et par conséquent ¢, au dessous de €,

- Dans lecasou f(x) — g(x) =0, ilyaintersection

2) Exemple

On considére la fonction fdéfinie par f(x)= —x° —4x —3 surR et Yo’f sa courbe représentative dans un
repére (O, ?,T). Soit g la fonction définie sur R par g(x) =—2x—6 et ¢ sa courbe représentative dans le
repére (O,?,T)

Etudier la position relative des courbes ¢ et €.

pour étudier la position relative de deux courbes ¢, et ¢, on étudie le signe de la différence
f(x) - g(x).
Pour tout réel x, f(x)—g(x)=-2x"+4x+6+2x-10 = —2x° +6x—4

On doit donc etudier le signe de ce trinbme
.....Ce trindbme admet pour racinesx, =let x,= 2

D’ou le tableau de signes et de conséquences :
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X — 1 o
Signe de la différence
f(x) = 9(x) - 0 -

Conséquences

¢ endessousde ¢

¢, audessusde €

9

@ endessousde €,

A.AFAADAS
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Exercices corrigés

Exercice 1

Le plan est rapporté a un repére orthogonal (O; K 7) d’unité 1 cm sur Oz et 0,5 cm sur Oy.

Partie A : Etude d’une fonction polynéme de degré 2

On note Cf la courbe représentative de la fonction f définie sur [—3,4] par

32
=222 -1
2(I,'

f(z)
1. (a) Déterminer f’, la fonction dérivée de f.
(b) Etablir le tableau de variation de f sur [—3;4].

2. Déterminer une équation de T', la tangente a la courbe C'y au point d’abscisse —1.

3. Tracer la tangente 7' puis la courbe Cy dans le repére (O; s 7)

Partie B : Etude d’une fonction polyndome de degré 3

On considére Cy, la courbe représentative de la fonction g définie sur [—3, 4] par
33 2
g(x) = —=x +§x + 6z —1

1. (a) Déterminer la fonction dérivée ¢'.
(b) Etudier le signe de ¢’(z). En déduire le tableau de variation de g sur [—3,4].

(c) Combien 'équation g(x) = 0 admet-elle de solution(s) sur [—3,4] (Justifier).

On note « la plus grande de ces solutions.
(d) Déterminer un encadrement de o d’amplitude 1072 .
2. Déterminer, par le calcul, les coordonnées des points d’intersection des courbes C et C,.

3. Tracer la courbe C, dans le repére orthogonal (O;7'; 7).
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Correction de 1'exercice 1
Partie A

1. (a) On trouve f'(z) = 3z

(b) d’ou le tableau de variations :

z -3 0 4
Signe de f'(z) - 0 +
25
=3 23
Variations de f AN /
-1

2. Ona f(—1) =1 et f/(—1) = —3 d’ou I'équation de la tangente cherchée est :
y=f(-)(@+1)+ f(-1)=-3@x+1)+1=-32-3
3. Voir graphe
Partie B

1. (a) Le calcul de la fonction dérivée donne ¢'(x) = —322 + 3z + 6

(b) Pour déterminer le signe de ¢'(x), on calcule le discriminant A, ici égal & 81, ce qui nous donne
les deux racines x1 = 2 et x9 = —1.
Or, un polynéme du second degré est du signe de a (ici négatif) sauf entre les racines d’ou le

tableau de variations de g :

x -3 -1 2 4
Signe de ¢'(x) -0 + 0 -
2 9
Variations de g AN / N
-3 —17

(c) g est strictement décroissante sur l'intervalle [—3; —1] avec g(—3) > 0 et g(—1) < 0.
L’équation g(x) = 0 admet donc une unique solution sur 'intervalle [—3; —1].
g est strictement croissante sur U'intervalle [—1;2] avec g(—1) < 0 et g(2) > 0.
L’équation g(x) = 0 admet donc une unique solution sur I'intervalle [—1;2].
g est strictement décroissante sur U'intervalle [2;4] avec ¢g(2) > 0 et g(4) < 0.
L’équation g(x) = 0 admet donc une unique solution « sur U'intervalle [2;4].
Conclusion : L’équation g(x) = 0 admet donc trois solutions sur l'intervalle [—3;4].
(d) a appartient a l'intervalle [2;4], de plus, ¢(3) = 3,5 qui est positif. On fait donc une table de
valeurs avec la calculatrice avec des valeurs allant de 3 a 4 par pas de 0, 1.
On trouve ¢(3,2) = 0,79 > 0 et g(3,3) = —0,80 < 0 donc : 3,2 < o < 3, 3.
On réitére le méme procédé cette fois-ci sur U'intervalle [3,2;3, 3] par pas de 0,01.

On obtient ¢(3,25) = 0,02 > 0 et ¢g(3,26) = —0,14 < 0 donc : 3,25 < a < 3, 26.
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= f(z)

g9(z)
—224+6)=0

2. Pour déterminer l'intersection des deux courbes, il faut résoudre le systéme
Yy

On obtient alors pour x : %xQ —1=—23+ %xz + 62 — 1 <= —23 + 62 = 0 < x(
d’ou les solutions : x =0, = = V6et z=—/6
—/6 0 V6

Les points d’intersection sont donc les points : A , B et C
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Exercice 2.
On considere les fonctions f et g définies par :
2 _x+1 sin x
—f(x)=xz—x+pourx;é2. —g(x)=7pourx;é0.
-Xx

1. (a) Déterminer lalimite de f en +oo et en —co.
(b) Peut-on en déduire I'existence d'une asymptote pour la représentation graphique ¢ en +oo?

2. Montrer que pour tout x >0ona:

En déduire la limite de g en +oco.
Peut-on en déduire I'existence d'une asymptote pour la représentation graphique % en +oo?

3. Déterminer, en vous inspirant de la question précédente, la limite de g en —oo et en déduire |'existence d'une asymp-
tote a ¥y en —oo que I'on précisera.
4. (a) Etablirle tableau de signe de 2 — x.
(b) En déduire les limites de f en 2* puis en 2™ ; en déduire I'existence d’asymptote a % que I'on précisera.
5. (a) Pour tout x # 2 calculer f(x).
(b) Etudier le signe de f’(x) en fonction de x.

(c) Dresser le tableau de variation complet de f sur ] — oo;2[U]2; +00l.

Exercice 3
On consideére les fonctions f et g définies par :
-x2+x+1 cosx+1
- f(x)=—— pour x # 1. —g(x)=Tpourx;é0.

-1
1. (a) Déterminer lalimite de f en +oo et en —oo.
(b) Peut-on en déduire I'existence d’'une asymptote pour la représentation graphique ¢ en +oo?
2. Montrer que pour tout x>0ona: )
0=gx) = <
En déduire la limite de g en +oo.
Peut-on en déduire I'existence d'une asymptote pour la représentation graphique ¢, en +oo?
3. Déterminer, en vous inspirant de la question précédente, la limite de g en —oo et en déduire I'existence d'une asymp-
tote a ¢y en —oo que 'on précisera.
4. (a) Etablir le tableau de signe de x — 1.
(b) En déduire les limites de f en 1* puis en 1™ ; en déduire I'existence d’asymptote a % que I'on précisera.
5. (a) Pourtout x # 1 calculer f'(x).
(b) Etudier le signe de f '(x) en fonction de x.

(c) Dresser le tableau de variation complet de f sur | —oo; 1[U]1; +ool.
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Solution de l'exercice 2

On considere les fonctions f et g définies par:

¥ -x+1 sin x
- fx)= Zipourx;éz - g = — pour x #0.
1. (a) Déterminer lalimite de f en +oo et en —oo.
On transforme 'expression f(x) (because FI) :
Pour tout x #0 :

1
xz(l——+—2 -1y 12
X)) _ X X
fx) 5 5
x[=-1 -1
X X
Ona:
1 1 + 1
T 2 1
lim < =-1
X—to00 2 —1
~-1
X
Et th X = +oo donc par produit on obtient :
—+00
A S ==
De méme comme xhrn X = —oo on a par produit :
——00
Jim f () =

(b) Peut-on en déduire I'existence d’une asymptote pour la représentation graphique % en £oo?
Les limites en +oo de f valent oo on ne peut donc pas en déduire 'existence d’asymptote horizontale.

2. Montrer que pour tout x>0ona:

. sinx 1
Vx>0, —l<sinx<les--—<—<—
X X

=

En déduire la limite de g en +oco.

1 1
Ona lim ——=0= lim — doncd’apres le théoréeme des gendarmesona:
Xx—+00 X X—+00 X

lim g(x)=
X—+00 80
Peut-on en déduire I'existence d’'une asymptote pour la représentation graphique %g en +oo?

Du résultat précédent on déduit que 4 admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +oo.

3. Déterminer, en vous inspirant de la question précédente, la limite de g en —oco et en déduire I'existence d’une asymptote a 6 en —co que I'on
précisera.
On refait la méme chose mais pour x < 0, ce qui donne :

. 1 sinx 1
Vx<0, —l<sinx<le=ss--=>—>—
X X X
1
Ona hm -—=0= xhrn — donc d’apres le théoreme des gendarmeson a:
—00 X —=

Jim  g(x) =

On en déduit que ¢ admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en —oo.
4. (a) Etablirle tableau de signe de 2 — x.
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X —00 2 +00

2—Xx + 0 -

(b) En déduire les limites de f en 2* puis en 27 ; en déduire I'existence d’asymptote a ‘zo”f que 'on précisera.
D’apres le tableau de signe précédent lorsque x >2 on a 2 — x < 0 par conséquent :

lim 2-x=0"
x—2%

Deplus lim x*> - x+1=4-2+1 =3, par quotient on obtient alors :
x—2%

lim f(x) =-o0
x—2%

De méme, lorsque x <2ona2—x>0donc:

lim 2—-x=0"
x—2-

De plus lir? x> —x+1=4-2+1 =3, par quotient on obtient alors :
X—27
lim f(x)=+oc0
x—2-

On en déduit I'existence d'une asymptote verticale d’équation x = 2.

5. (@) Pourtout x # 2 calculer f'(x).
Pour tout x #2 f est dérivableetona:

Rx-1DR-x)-(-Dxx*-x+1) 4x-2x*-2+x+x"-x+1 -x*+4x-1

Jx)= 202 2-x)2 - (2-x2

(b) Etudierle signe de f'(x) en fonction de x.
Pour tout x # 2, (2—x)? > 0 donc f’(x) est du signe de —x*+4x—1, polynome dont nous allons dresser le tableau

de signe.
A =16—-4 =12, ce polyndme admet deux racines :
—4+V12
x1:72:2—\/§ et X2 =2+V3
On obtient alors le tableau de signe de f” :
x | —oo 2-V3 2 2+V3 +00
fol - o + | + o -

(c) Dresser le tableau de variation complet de f sur ] —o0;2[U]2; +o0l.
On déduit du tableau de signe de la dérivée :

x | —oo 2-v3 2 2+V3 +0o
f') - 0 R 0 -
+00 fe+V3)
f@ N e S
f2-V3) —00
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Solution de l'exercice 3

On considere les fonctions f et g définies par:

—-x2+x+1 cosx+1
—f(x)=%pourx;él. - g(x)=Tpourx;£0.
x_

1. (@) Déterminer lalimite de f en +oo et en —oo.
On transforme I'expression f(x) (because FI) :
Pourtout x#0:

1 1
x2 —1+;+—2 —1+—+—2
(x): =X X
1 1
x(l——) 1-=
X X
Ona:
1+1+ L
lim X x2=__1__1
X—+o00 1 1
X

Et liIP X = +oo donc par produit on obtient :
X—+00

lim f(x)=-o0
X—+00
De méme comme lim x=—oo on a par produit:
X——00
lim f(x)=+o0
X——00

(b) Peut-on en déduire I'existence d’une asymptote pour la représentation graphique €’ f en too?
Les limites en +oo de f valent oo on ne peut donc pas en déduire 'existence d’asymptote horizontale.

2. Montrer que pour tout x>0ona:

=N

0<sgx) =

cosx+1 2
Vx>0, —1<cosx<l<=0<cosx+1<2<—0<—— < —
X X

En déduire la limite de g en +oo.

. .2
Ona lim 0=0= lim — doncd’apresle théoréme des gendarmesona:
X—+00 X—+00 X

lim g(x)=0
X—+00
Peut-on en déduire I'existence d’'une asymptote pour la représentation graphique % en +oo?

Du résultat précédent on déduit que 4 admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +oo.

3. Déterminer, en vous inspirant de la question précédente, la limite de g en —co et en déduire I'existence d’une asymptote a %g en —oo que 'on
précisera.
On refait la méme chose mais pour x <0, ce qui donne :

cosx+1 2
Vx<0, —-1<cosx<l<=0<cosx+1<2<—=0z2——— = —
X X

2
Ona lim 0=0= lim — doncd’apresle théoréme des gendarmesona:
X——00 X——00 X

Jim  g(x) =0

On en déduit que ¢ admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en —oo.

4. (a) Etablirle tableau de signe de x — 1.

X —00 1 +00
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(b) En déduire les limites de f en 17 puis en 1™ ; en déduire I'existence d’asymptote a ‘rz;’/f que I'on précisera.
D’apres le tableau de signe précédent lorsque x > 1 on a x—1 > 0 par conséquent :

lim x-1=0"
x—1*

De plus linll+ —x*+x+1=-1+1+1 =1, par quotient on obtient alors :
X—

lim f(x) =+o0
x—»l*f( )
De méme, lorsque x <1onax—1<0donc:

lim x-1=0"
x—1-

De plus linll —x*>+x+1=-1+1+1=1, par quotient on obtient alors :
x—1-
lim f(x) =-o0
x—1"

On en déduit I'existence d'une asymptote verticale d’équation x = 1.

5. (@) Pourtout x #1 calculer f'(x).
Pour tout x # 1 f est dérivableetona:

(—2x+Dx-1D)=-1x(=x*+x+1) B —2x%+2x+x—-1+x2—-x—-1 B —x2+2x-2
(x—1)2 - (x-1)2 C (x-D?

flx) =

(b) Etudier le signe de f'(x) en fonction de x.
Pour tout x # 1, (x—1)?> > 0 donc f "(x) estdu signe de —xX*+2x-2, polynome dont nous allons dresser le tableau
de signe.
A =4-8=-4<0, ce polyndme n'admet pas de racine donc il est de signe constant. Ici on a pour tout x # 1,
—x%+ x+1 <0. On obtient alors le tableau de signe de f’ :

X —00 1 +00

f’(x) _ H —

(c) Dresser le tableau de variation complet de f sur ] —oo;1[U]1; +0o0l.
On déduit du tableau de signe de la dérivée :

X —00 1 +00

f’(x) _ H _

foo] N ] S
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Exercice 4

f est la fonction définie sur IR par f(x) =

orthonorma

- o

; j ) (unité graphique : 2 cm).

[(O;i

Etude de la fonction f

Xx+1

x2+1

1) a) Trouver les limites de fen + oo et en - oo,

2)

3)

b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.
a) Trouver une équation de la tangente T a ‘€ au point d’abscisse 0.

b) Etudier la position de T par rapport a €.

Tracer T et la courbe ‘.

Solution de l'exercice 4

A.AFAADAS

Etude de la fonction f

1) a)

b)

lim f(x) = lim —-1- -2

X—- 00

x—-o | X]

lim f(x)= lim L-1=0

X+ o0

f(x) =

avec u(x) =

f'(x) =

u’(x) =

f'(x) =

u(x)
v(x)

xo+oo | X]

-1

x+1etv(x)=4/x*+1

u’(x)xv(x) — u(x)xv’(x)

Vv2(x)

X
letVv'(x)=
) \/x2+1

1 X(x+1)
\/x +1 x +1- x(x+1)

1-x

x*+1 SR+ @+ 1+

f'(x) est du signe de 1 —x

Tableau de variations de f :

X

—00

1

+00

fl

f(x)

_2/”“\

\/_

1=1/2-1

175

-1 et 't sacourbe représentative dans un repére
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2) a) Une équation de la tangente T au point d’abscisse 0 est :
y = f(0)(x - 0) + f(0)
f(0)=1etf(0)=0

Une équation de T est doncy = x.

) fX)—x= ol 1 ox= (x+ 1) 1)
1 1 1

>1=5—>122x*+1<1Ix*<0
x*+1

\/—ﬁ—1>0-)\/m

Impossible car un carré est toujours positif.

1
Donc -1 <0 pour tout x réel.
\/xz +1

f(x) — x est donc du signe de —(x + 1)

Six<-1 alorsf(x)—x>0:lacourbe € est au dessus de T.

Six =-1 alors f(x) =x : la courbe ¢ et T se coupent au point (-1 ;-1)
Si-1<x<0 alorsf(x) —x <0 : la courbe € est en dessous de T.

Six =0 alors f(x) =x : la courbe € et T se coupent au point (0 ;0)

3) Six >0 alors f(x) —x<0:lacourbe € est en dessous de T.

o4
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Exercice 5

1. On considere la fonction g définie sur 'intervalle I=[ 0 ; % ] par g(x) = tan(x) — x .

a) Etudier les variations de la fonction g et en déduire son signe.
b) Montrer que, pour tout xde I, ona O <tan(x)<1.
¢) On considere la fonction /& définie sur 1 par h(x) = tan(x) — 2x . Montrer que la dérivée de h peut s’écrire

h'(x)=tan’( x )—1. Etudier les variations de / et en déduire son signe .

4x°

3
a) Montrer que la dérivée de f peut s’écrire f'(x)=(tan( x )+2x )(tan( x )—2x ). En déduire le signe de f’.

b) Dresser le tableau de variations de la fonction f et en déduire son signe.
3

X
¢) Montrer que, pour tout xde [, ona x<tan(x)< x+ .

2. On considere la fonction f définie sur 1 par fix) = tan(x)—x—

.. . . tanx—x . | tanx—1
3. Calculer les deux limites suivantes : llm—2 et lim
x50 x T T
x>0 4 —_—
X
4

Solution de l'exercice 5
1. a) La fonction g est dérivable comme somme de fonctions dérivables ; g'( x ) = tan’( x ) +1—1 = tan’( x ) est positif ;

donc la fonction g est croissante sur I et comme g(0) = 0, la fonction g est positive sur L.

2 2
b) Pour tout x de I, on a TScos(x)Sl donc 1< <2et OSsin(x)S%,donc O0<tan(x)<I1.

cos(x)
c) La fonction & est dérivable comme somme de fonctions dérivables ; h'(x)=tan’(x)+1-2=tan’( x)—1 ; d’apres la

question précédente, h’(x) est négative et donc & est décroissante sur I ; de plus, 4(0) = 0, donc & est négative sur 1.

2. a) La fonction fest dérivable comme somme de fonctions dérivables ; f'(x)=tan’(x)+1-1-4x" =tan’(x )—4x" ;

donc f'(x)=(tan( x)+2x )(tan( x )—2x ) ; d’apres les questions précédentes, tan(x )—2x <0 et tan( x )+2x =0 donc
f'(x) est négative et donc fest décroissante sur I ; de plus, f{0) = 0, donc fest négative sur L.

b) Le tableau de variations de f: (Lesignede fsurl:fix)<0) " 0 77
3 4
c) PourtoutxdeI,ona g(x)=0et f{x) <0,donc x<ran(x)< x+ 3 f(x) —
} tan(x)—x _4x 0 \
3.Pourtoutxdel,ona O0<tan(x)—x< etsix#0, 0 —————-<-—_Comme {x) T
(x) = 3 b f(A)

tan x—x

2
X

. 4x . . ..
lim— =0 alors lm01 =0 . La fonction tangente est dérivable sur I, donc

x—0
x>0 x>0

tan x —

est le nombre dérivé de fan(x) en Z , car tan(z) =1; donc lmﬂ1

4 X— 4 X—
4

=tan'(L ¥=tan’( T)+1 =2.
4 4
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Exercice 6

On considere la fonction f définie sur IR par f{x) = x + cos’(x) et C sa courbe représentative.

1. a) Démontrer que pour tout réel x, x < fix) < x+ 1.

b) En déduire les limites de fen +oeten— oo .

c) Interpréter graphiquement I'encadrement précédent.

2. On note (d,) et (dy) les droites d'équation y=xety =x+ 1.

Déterminer les points d'intersection de la courbe C avec la droite (d,), puis avec la droite (d,) .
3. a) Déterminer la fonction dérivée ' de f. Montrer que pour tout réel x, f'(x) = 1 — sin(2x).
b) En déduire le sens de variations de la fonction f.

¢) Résoudre dans IR 1'équation f'(x) =0.

4. a) Dresser le tableau de variations de fsur [0; T].

b) Tracer (d,), (d,) et la représentation graphique de f sur [0; 17].

5. a) Démontrer que pour tout réel x, fix + 1) =f(x) + 1 .

b) Comment déduit-on la courbe C de la représentation graphique de f sur [0; 7] ?

Solution de l'exercice 6

On considere la fonction f définie sur R par fix) =x + cos’(x) et C sa courbe représentative.
1. a) Pour tout réel x, on sait que — 1 < cos(x) < 1, donc 0 < cos’(x) < l,et x<flx) < x+1.

b) On sait que lim x _ lim x+1

-+ x—+o

= 400, donc par le théoréeme des gendarmes, lim £ (x) = +00. De méme,
xX—+oo

lim x _ lim x+1 __ o gonce par le théoréme des gendarmes, h{n fx) 2o

xo—w xo—w

c¢) L'encadrement précédent permet d'affirmer que la courbe C est située entre la droite d'équation y = x et la droite
d'équation y = x + 1.

2. Les abscisses des points d'intersection de la courbe C avec la droite (d,) sont les solutions de 1'équation : f{x) = x, qui

™
équivaut a cos’(x) = 0, soit cos(x) = 0. Les solutions de cette équation sont les nombres Z + km avec k€ Z. Les

ordonnées respectives sont % + kTt .

Les abscisses des points d'intersection de la courbe C avec la droite (d,) sont les solutions de I'équation : fix) = x + 1,
qui équivaut a cos’(x) = 1, soit cos(x) =1 ou cos(x) =— 1. Les solutions de ces équations sont les nombres k1t avec
k € Z. Les ordonnées respectives sont k1t + 1.

3. a) La fonction f est dérivable comme somme et composée de fonctions dérivables sur IR. La dérivée de cosx est

— sinx, et la dérivée de u” est 2uu’. D'on, pour tout réel x, f'(x) = 1 —2sin(x)cos(x) = 1 — sin(2x).

b) On sait que, pour tout réel x, — 1 < sin(x) < 1,donc—1 < —sin(2x) < 1,et 0 < f'(x) < 2. Donc la dérivée est
positive et la fonction f est croissante sur IR.
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™ 0
c) L'équation f'(x) = 0 équivaut a sin(2x) = 1, équivaut a 2x = ; + 2kt avec k € Z équivautax = Z +km ke Z.

4. a) Le tableau de variations de f sur [0; 1T]: 1
x |0 n 77 4
4
f'x) + 0 +

m+1
f) / 2-
1

b) Représentation graphique de f sur [0; 17]:

o
=3 @
N
N

5. a) Pour tout réel x, on a flx + 1) = X+ 7T + cos’(x+ T7) = X + 1T + cos’(x)
car cos(x+ 1) =—cos(x), donc fix + 1) =fix)+71T.

b) Pour x € [0; 1r], soit M(x; ¥) un point de la courbe C.

Comme f(x + 1) = fix) + 17, le point de la courbe d'abscisse 4]
(x + 17) a pour ordonnée fix + 1) =fix) + ™=y + M.

On déduit la courbe C de la représentation graphique de f sur

[7t; 277] par une translation de vecteur 1 T+ J =

udt T+ _j ). Etc... 2
On déduit la courbe C de la représentation graphique de f sur

IR par des translations de vecteur kr T+ km J avec

ke Z. /
0

|
N
o
=3 @
N

Exercice 7

On considere la fonction fdéfinie par f(x) = \/ =1 —x.
1. Préciser 1'ensemble de définition D, de la fonction f .

2. a) Montrer que pour tout réel x de D, , fix) = \/2? . En déduire la limite de la fonction f en +oo.
+x

b) Déterminer la limite de f en —oo.

c) Préciser les éventuelles asymptotes a la courbe C; .

3. Montrer que la droite d'équation y = — 2x est asymptote oblique a la courbe C;.
4. Etude de la dérivabilité de fen — 1 eten 1:

a) Montrer que L)=f=D) N . 1 . En déduire lim f)=f=l) . La fonction fest-elle dérivable en — 1 ?
x+1 x+1 xo—1 x+1

b) La fonction f est-elle dérivable en 1 ?

5. a) Etudier les variations de la fonction fsur son ensemble de dérivabilité .

b) Dresser le tableau de variations de f sur D;.

6. Tracer la courbe ainsi que les tangentes aux points d'abscisses — 2, — 1, 1 et 2.
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Solution de l'exercice 7

1.I'ensemble de définition D, de la fonction f* est I'ensemble des réels x tels que X —1= 0.Soitx* > 1, soit
xX€l]-0;-1]JU[l;40[.Donc Dy =]-0;-1]U L1;+oo[.

x—1) -1
2.a) Pour tout réel xde D, , f(x) = x°' =1 —x= > = B en utilisant I'identité remarquable
\/x —1+x \/ x —1+x

. 2 . .
—b=@—b)a+b). im Vx—1 _ 11Tx=+00,donc hT f(x) -0
X—+ w0 X+ X—+ o0

b) lim Vx’~1 _ lim (—x) = 400, donc lim f(x) =400,

X—o—w X——0 xX—=—0

¢) Comme lim f(x) _ 0, la courbe C; admet une asymptote horizontale d'équation y = 0 (axe des abscisses) en +oo.
xX—+w©

3. Pour montrer que la droite d'équation y = — 2x est asymptote oblique a C;, on étudie hljl (f(x)=(=2x)) _
(x*=1)—x7 -1 -1 .

. On peut écrire \x*—1+x = > = = et comme lim f(x) _ +o0,
VxP—1-x \/x -1-x  flx ¥

lim (Vx’—14x)

xX——o

alors 1M (f(x)=(=2x)) _ 0. Donc la droite d'équation y = — 2x est asymptote oblique a la courbe C; en — oo.

xX——w

4. Etude de la dérivabilité de fen—1leten1:
F=f(=1)  Voi—x—1  x=1)(x+1)

a)Pourx<-1:x-1<0,dout -x +1>0et—x—1>0. Ainsi = = —1=

x+1 x+1 Vix+1)
Lt L N 4 £ e | B
\/( —x—1) —x—1 x+1 xo—1 x+1 oo | x+1

= +o0, car

lim (x+1) .oX=
lim (x=1) _ e 7 =0et lim = +o0. La fonction f n'est pas dérivable en — 1.
x—o—1 x<—1 x——1 x+1
fx)—f(1) \/xz—l—x—i-l \/(x—l)(x+1) x+1
b) Pour x> 1: = = > -1= -1.
x—1 x—1 \/(X—l) x—1
. x)—f(1 .X
D'ou thlf() = lim x——i_i—l =+o0 car lim ) = +o0. La fonction f n'est pas dérivable en 1.
x—1 X— x—1 X— x—-1 X—

5. a) La fonction f est dérivable sur ]- o0 ; — 1 [ U ]1; 400 [ comme somme et composée de fonctions qui le sont.

2
x—Vx" -1
. Le signe de f'(x) est le signe du numérateur:

1

2x
D= e \/x I
Six<-1,xet — \/: sont négatifs, donc f'(x) <0
Six>1,ona0< x’—1<x’,donc \/z < x par la croissance de la fonction racine carrée sur [0; +oo[;
et x— m = 0, donc f'(x) = 0. La fonction fest décroissante sur |- o ; — 1[ et croissante sur ]1; +oo [.
b) Le tableau de variations de f sur D;:

X |—o0 -1 1 +00 y

5

f'(x) - I Non | + |
définie

4-

+00 Non 0 |
définie

f) \ /Y 3]

1 -1 ]

2-

6. La courbe ainsi que les tangentes aux points 1]

d'abscisses — 2, — 1, 1 et 2:
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Exercice 8

On considere la fonction f définie par fix) = \/1x2+1 - 1.
1. Montrer que I'ensemble de définition de la fonction f est D, =R .
2. Etudier la parité de la fonction f.
3. Déterminer la limite de f en +o eten —oo.
4. a) Montrer que la droite d'équation y = x — 1 est asymptote oblique a la courbe C représentative de la fonction f.
b) En utilisant la question 2, déterminer une autre asymptote oblique a C.
5. Etudier les variations de la fonction fsur R .
6. Dresser le tableau de variations de f sur D;.
7. Préciser 1'équation de la tangente a C au point d'abscisse 1.
8. Résoudre 1'équation f(x) = 0.

Solution de l'exercice 8

1. Pour tout réel x , x* + 1 est strictement positif, donc x>+1 est définie sur IR et donc

I'ensemble de définition de la fonction f est D; =R .

2. D, est symétrique par rapport a 0. De plus, pour tout réel x, fi—x) = V(—x)’+1 —1= Vx’+1 —1= f(x). Donc la
fonction fest paire.

. . . 2 . Y
3. Comme f est paire, hrf flx) 2 dim f(x) . On sait que lim (x*+1) =+ et que lim \/X =+ , donc en

x——o0 x—+o0 X -+

utilisant les limites de fonctions composées, lim f (x) =+o0 et 1M f (x) +00.

x>+ Xo=®

4. a) Pour montrer que la droite d'équation y = x — 1 est asymptote oblique a la courbe C , on étudie la limite:

2,1 .2

lim (f(x)=(x=1)) _ tim (V+1-2) = lim 2% _ pm —

Xk xote ot X7+ 1+ x wore \ X 1+ x
li +1 _ i *+1 i i -

car im Vx'+1 _ lim (Vx"+1+4x) = 400 Donc la droite d'équation y = x — 1 est asymptote oblique a C en +oo.
X—+o0 x—+o

b) Par symétrie, la droite d'équation y = — x — 1 est asymptote oblique a C en —oo.
5. La fonction fest dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables sur R.

'

u 2x X
La dérivée de u est — . D'ou la dérivée de f estf'(x) = > = > qui est du signe de x . La fonction f
2 \/; 2 \/ x"+1 \/x +1
est donc décroissante dur IR™ et croissante sur R".
- . x |-o0 0 +00
6. Le tableau de variations de f sur Dy :
7. L'équation de la tangente a C au point d'abscisse 1 est [ - 0 +

1 1 2
y=fDx-D+AD) =" x-D+ \/5—1=——x+£—1. +00 +00
V2 277 2
Jx)
8. L'équation f(x)=0équivauta \x’+1 =1,soitx’+ 1= 1, soit 0

x> = 0. La seule solution est 0.
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Exercice 9

On considere la fonction fdéfinie par f(x) = \/ X—4x+3.
1. Déterminer 1'ensemble de définition de la fonction f.
2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

\/x2—4x+3 B _\/x—3

3. a) Montrer que pour x € ] — o ; 1, .
x—1 x—1

b) La fonction f est-elle dérivable en 1 ?

4. Etudier les variations de f sur l'ensemble | — oo ; 1] U ]3; + oo[.

5. Dresser le tableau de variations de f.

6. Montrer que les droites d'équation y=x—2 et y =—x+ 2 sont asymptotes obliques a la courbe C représentative de f.

Exercice 10

On considere la fonction fdéfinie sur IR* par fix) = xsin

1. Etudier la parité de la fonction f.

2. Montrer que lim xsin|—| =0.
x—0 X
. sinx . N
3. On admet que lim — = 1. Montrer que lim xsin|—| =1.
x=0 X x—+0 X

X

4. Déduire des questions 1 et 3 que lim xsin =1.

xX——0

5. Que peut-on déduire des questions 1, 3 et 4 pour la courbe C représentative de la fonction f?

Solution de l'exercice 9

1. L'ensemble de définition de la fonction f est 'ensemble des réels x tels que x* — 4x + 3 > 0.
Le discriminant A = 16 — 12 =4 >0, donc il y a deux racines x; = 1 et x, = 3. Le signe de x” —4x + 3 est positif pour les
valeurs a l'extérieur des racines; soit D;=]—o00; 1] U [3; + oo[.

1 2— .qs s pa . . f A T . e . .
o lm X" —=4x+3 _ o o ytilisant la propriété: la limite d'un polyndme a l'infini est la limite de son terme de plus

x—o—om

. . . 2 .
haut degré. Comme lim \/; = 40, alors 1M F(X) 2 4o, De méme, 1M X —4x+3 _ o lim (X)) 2 4o,

xX—+oo X—=—0 xX—+ o X—+ o

lim f(x) ~ q1y=0e M F(x) Z43y=0.

x—1

3.a)Pourx€]-oo; [, x—1= —y(x—1).don = =

\/x2—4x+3 \/(x—l)(x—3) _\/x—?)

x—1 —\/()c—l)2 x—1
lim(y—1)=0"" lim (x—3)=-2 N . x—3
b) Hl(x 1)=0 et Hl( ) , donc }f} ] =*o, ilir:\/x—l = +o0, et la fonction f n'est pas
x<l1 x<l1 <l <1

dérivable en 1.
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4. La fonction fest dérivable sur ] — oo ; 1[ U ]3; + oo[ comme composée de fonctions qui le sont.
On sait que (V) = —= . done f'() = — e < i est du signe de x — 2 puisque |
n sait que (Vu)' = — 7 ,doncf'(x)= = qui est du signe de x — 2 puisque le
2u 2= dx+3 P —dx+3

dénominateur est strictement positif. Ainsi la fonction f est
Etudier les variations de f surl'ensemble | — oo ; 1[ U ]3; + oof.

5. Le tableau de variations de f :
X — 1 3 +00
6.0naf(x)—(x—2)= Vx'—4x+3 —(x-2)= £'(x) - I I +
X —4x+3—(x=2) -1 o o
V¥ G ’
X —4x+3+(x-2) X —4x+3+(x-2) f(x) \
or lm ¥—dx+3 _ o lim (x=2) _ o /
xX—+w X—+w 0 0
donc HT (f(x)=(x=2)) Z g, Ainsi, la droite
d'équation y =x — 2 est asymptote oblique a la courbe C en 4
+00,
De méme, Onaf(x) — (—x +2)= Vx'—4x+3 +x-2= ]
X =4x+3—(—x+2) -1
Ve—dx43-x+2 VR —dx43—x42
. 2 .
or lim x —4x+3 _ o lim (—x+2) = +o0, donc
xX——0 X2 — 0 1
lim (f(x)=(=x+2)) =,
Ainsi, la droite d'équation y = —x + 2 est asymptote oblique a o ° 0 T 2 3 % 3 :
la courbe C en — oo. /\

solution de l'exercice 10

1. L'ensemble de définition de f est R* qui est centré en 0. De plus, pour tout réel x deR*, —x appartient IR*

1 .1
et f(—x)= —XxsIn|—| = xsin|—| = f{(x) car la fonction sinus est impaire. Donc la fonction f est paire.
—X X
2. On sait que pour tout réel x, — 1 < sinx < 1; donc pour tout réel x € R* , - 1 < sinf—| < l;et—x < xsin|—| < x.
X X
Comme hmo (=x) = limx _ 0, par le théoréme des gendarmes, lim xsin|—| =0.
xX— X— x—=0 x
. sinx 1 sinX  sin| llx) . lim X
3.On admet que lim—— =1.EnposantX= — ,ona = ——— = xsin{—| . De plus =0, alors
o0 X X X 1/x Xt
. . sin X
lim xsin|—| = lim =
PR, X x-0 X
4. Comme la fonction fest paire et que lim xsin|—| =1, alors lim xsin|—| =1.
x—+0 X x—o—o0 X

5. La courbe C représentative de la fonction f admet 1'axe des ordonnées comme axe de symétrie, et admet une
asymptote horizontale d'équation y =1 en +o et en — oo.
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Exercice 11

On considere la fonction f définie sur R \{— 1} par fix) = % .
X

1. Déterminer les limites de la fonction aux bornes de son ensemble de définition.

2. Etudier les variations de f.

3. a) Déterminer une équation de la tangente T a la courbe C représentative de la fonction f au point A d'abscisse
a différent de — 1.

b) Déterminer I'abscisse du point B intersection de T et de 1'axe des abscisses.

c¢) Soit H le projeté orthogonal de A sur 1'axe des abscisses.

Déterminer l'aire du triangle AHB.

Cette aire dépend-elle de a ?

Exercice1l2

On considere la fonction f définie sur R par flx) = \[y>+1 —x.

1. Déterminer les limites de la fonction aux bornes de son ensemble de définition.

2. Etudier les variations de f.

3. Dresser le tableau de variations de la fonction f.

4. Montrer que la droite (d) d'équation y = — 2x est asymptote oblique a la courbe C.

5. Déterminer une équation de la tangente T & la courbe C représentative de la fonction f au point d'abscisse 0.
6. a) Trouver tous les polyndmes du second degré dont la courbe représentative admet la droite T comme tangente
au point d'abscisse 0.

b) Parmi ces polyndmes, en existe-t-il un qui passe par le point A de coordonnées (2; 1) ? Justifier la réponse.
7. Représenter graphiquement a l'aide de Geogebra, la courbe C, la tangente T, la droite (d), le polyndme (s'il
existe de la question 6. b).

Solution de l'exercice 11

1
On considere la fonction f définie sur R \{— 1} par fix) = —

Tox+17
1.Ona hIP () Z 0 car Xlilfw(x"'l) =+00;0Ona Xlilif(x) =0 car Xlili(x"'l) =—o0;
lim lim (x+1 lim lim (x+1
On a ﬁflf(x) =+ o0 car ﬁfl(x ) =0";0na ﬁflf(x) =— o0 car ﬁfl(x ) =0;
x>—1 x>—1 x<—1 x<—1

2. Pour étudier les variations de f, on détermine la fonction dérivée : cette fonction fest dérivable sur R \{-1}

comme quotient de fonctions dérivables sur R\{—1}. Et f'(x) = 5 <0, donc la fonction fest strictement

(x+1)
décroissante sur |- oo ; — 1[ et sur -1 ; +oo [.

3. a) Une équation de la tangente T a la courbe C représentative de la fonction f au point A d'abscisse a différent
-1 1 —(x—a)+a+1 —x+2a+1

a1 P ST T T T ar Y T (ar1)

de —1estdelaformey=f'(a)(x —a) +fla) =
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On considere la fonction f définie sur R par fix) = x’+1 —x. =

b) L"abscisse du point B intersection de T et de I'axe des abscisses

vérifie les deux équations

—x+2a+1 .

———;so0it —x+2a+1=0,doitx=2a+ 1.
(a+1)

Donc B(2a + 1; 0).

¢) Si H le projeté orthogonal de A(a; fla)) sur l'axe des abscisses,

alors H(a; 0).

Le triangle AHB est rectangle en H, donc l'aire du triangle

HAXHB _ |[f(a)|x]2a+1-d _ |t/(a+1)|x|a+1] 1

2 2 N 2 T2
Cette aire est invariante pour tout réel a de R \{— 1}.

y=0ety=

AHB =

Solution de l'exercice 12

. 2 1 — . . 2 P
1.Ona lm vx™+1 = 4o et xllmw X =_ o0 ; on obtient une forme indéterminée. Pour lever cette

x—+® +

indétermination, on utilise la quantité conjuguée: on multiplie et on divise fix) par +x*4+1 +x:
(Wl +1—x)(Vx2+1+x) x+1-x 1

Vi 1+x TR x P

on obtient f(x) = yx*+1 —x=
Comme lim (Vx*+1+x) =+, alors 1im F(x) = lim

1
—— =0.
x>+ x— 400 x— 4o A\ x2+1+x

Ona lm Vx'+1 = yoper im —x _ 4 op gone Iim f(x) = 4o

2. Pour étudier les variations de f, on détermine la fonction dérivée : cette fonction f est dérivable sur IR comme

2x x—\x*+1
somme et composée de fonctions dérivables sur IR. Et f'(x) = Tm -1= ﬁ . Le signe de cette

dérivée dépend du signe du numérateur : x — /x>+1 . Or, pour tout réel x , ¥ < x> + 1, donc /x? < x*+1
puisque la fonction racine carrée est croissante sur [0; +oo [. Donc Ix| < W ,soitx < Ixl < W ,
soit x — \/m <0, et la fonction f est strictement décroissante sur IR.

3. Le tableau de variations de la fonction f :

X — 0 +00
4. Pour montrer que la droite (d) d'équation y = — 2x est )
. . . f'x) +
asymptote oblique a la courbe C, ici en — oo, il faut
montrer que la limite xlirflw(f (x)=(=2x)) = ) oo
1+ P+1-
O fo) + 262 (AT +xe O fwx %) _ \
\/ x+1—x 0

+1-x B 1
\/x2+1—x - \/x2+1—x '

. . . 1
On a vu précédemment que 1im (Vx’+1-x) = lim f(x) _ +o0, donc  lim \/T—l =0, et la droite (d)
X —c0 xX——© x——o \| X —X

d'équation y = — 2x est asymptote oblique a la courbe C en — .

5.Une équation de la tangente T a la courbe C représentative de la fonction f au point d'abscisse O est donnée par
Y =f'(0)x-0) +f(0) =—x+ 1.
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6. a) Les polyndmes P du second degré dont la courbe représentative admet la droite T comme tangente au point
d'abscisse 0 vérifient P(0) = f{0)=1etP'(0) =f'(0) =- 1.

Un polyndme du second degré est de la forme ax* + bx + ¢. Donc P(0)=c=1etP'(x) =2ax + b,

soit P'(0) =b= — 1. Donc P(x) =ax* —x + 1.

b) Parmi ces polynomes, I'un passe par le point A de coordonnées (2; 1) si P(2) =1,

1
soitP(x)=4a—2+1=4a—1=1,soita=5.

7. Représentation graphique de la courbe C, la tangente T, la droite (d), le polyndme de la question 6. b).

Exercice 13
2x’—6
x—2
1. Déterminer les limites de la fonction aux bornes de son ensemble de définition.

2. Etudier les variations de la fonction f.
3. Dresser le tableau de variations de la fonction f.

On considere la fonction f définie sur R \{2} par fix) =

4. a) Déterminer des réels a, b et c tels que fix) =ax + b + Lz .
X—
b) Montrer que la droite (d) d'équation y = ax + b est asymptote oblique a la courbe C.
5. Déterminer une équation de la tangente T a la courbe C représentative de la fonction f au point d'abscisse 0.

6. Déterminer les coordonnées des points d'intersection de C avec 1'axe des abscisses.

Exercice 14
1. On considere la fonction f définie sur R par fix) =x + x*+1 .

Montrer que la droite d'équation y = 2x est asymptote a la courbe C représentative de la fonction f.

Vx—1
x—1 '
Déterminer les limites de la fonction aux bornes de son ensemble de définition.

2. On considere la fonction f définie sur IR* \{1} par f(x) =
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Solution de l'exercice 13

1. On utilise la propriété : la limite en +oo et en — oo d'une fonction rationnelle est la limite du quotient des termes

. lim f(x) _ o 2X=6 _ . 2x _ |im 24
de plus haut degré. Donc = lim = lim — = =400
x—+o ot x—2 ot X x>+
. 2_ 2 .
Et .]1m flx) = lim 2x 6= limz—x= lim 2x _ o
X——00 oo .X_2 o X X—>—00
2
lim (2x°—6 lim (x—2 i 2 =6 . .
On a Xlinz( x'=6) =2et Hz( ) =0", donc 11“; x—2 = +oo par quotient de limites.
x>2 x>2 =
x>2
2
lim (2x°—6 lim (x—2 . 2x =6 ‘ o
Ona XLZ( * ) =2et Hz( ) =0, donc 11rr; +_p =—oopar quotient de limites.
x<2 x<2 =

x<2

2. Pour étudier les variations de la fonction f, on détermine la fonction dérivée de f :
, 4x(x=2)—(2x°—6)x1  2x"—8x+6
f ('x) = 2 = 2
(x=2) (x=2)
Le dénominateur est strictement positif, donc le signe de f'(x) est le signe du numérateur: on calcule le
816 8+V16

discriminant : A =8 -4Xx2X6=16>0.1ly ad i = =let x,= =3.C
iscriminan y a deux racines x, %2 et x, %2 e
numérateur est du signe de a =2 > 0 pour les valeurs
extérieures aux racines. X |—o0 1 2 3 +00
£ + 0 - Il -0 +

3. Le tableau de variations de la fonction f :

4 I+ +00
) / T m\ /
c (ax+b)(x—2)+c —o0 12

4.a)Ona ax+ b + P > =

ax’+(b—2a)x—2b+c B 2x’—6
x—2 x—
ontrouvea=1,b-2a=0et-2b+c=—-6;etontrouvea=2,b=4etc=2.

. Par identification,

2
Donc, pour tout réel x de R\{2}, fix)=2x +4 + o

b) Pour montrer que la droite (d) d'équation y = ax + b est asymptote oblique a la courbe C en +o , on montre que

lim (f(x)=(ax+b)) —0:0Ona fix)- (2x +4) = Lz et lim =0,donc lim (f(x)=(2x+4)) Z¢_0on
X— xX—+ow

X+

x—otoo X

montre de méme que la droite est asymptote oblique a la courbe C en —oo .

5. Une équation de la tangente T a la courbe C représentative de la fonction f au point d'abscisse 0 est donnée par

3
y=f'(O)x-0)+fi0)= 5 x+3.

6. Pour déterminer les coordonnées des points d'intersection de C avec I'axe des abscisses, on résout 1'équation :
fx) = 0, soit 2x> — 6 = 0 équivaut a 2(x*> — 3) = 0 équivaut & x> —3 =0 équivautax= 3 oux=— 3.
Donc les coordonnées des points d'intersection de C avec 1'axe des abscisses sont ( V3 :0)et (= 3:0).
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Solution de l'exercice 14

1. On considere la fonction f définie sur R par fix) = x+ \/ K+l
Pour montrer que la droite d'équation y = 2x est asymptote a la courbe C représentative de la fonction f en +o0 , on

: XH1-x 1 . 2
détermine m (f(x)=2x) oy afix)-2x=yx*+1 —x= = = = LOr Hm Vax'™+1 = 400 et
xote \/x +1+x \/X +1+x xot®

lim x_ o donc lm (Vo' +14x) — 400 par somme de limites, et 1™ (f(x)=2x)

Xt x—+o x—+o

Donc, la droite d'équation y = 2x est asymptote a la courbe C représentative de la fonction f en +oo .
De plus , rlirflw (f(x)=2x) = lim (Vx*+1=x) = 4o0, donc la droite d'équation y = 2x n'est pas asymptote

xX—o—om

aCen—o0.
2. lim Vx-1 = 1 (il suffit de calculer f{0)).

x—0 X—

Vi1 (Vx=1)(x+1) x—1 1

Pour tout réel x de R* \{1 = = I

our tout réel x de R™\{1}, x—1 (x—1)(Vx+1) (x—1)(Vx+1) Va+l

Vi1 1 V-1 1

oo lim—— _ lim _ 1 im _ lim _ ! o Vx—1 — 1 1 —

AL el = et T ot S e S It = I e 7O

Exercice 15

On considére la courbe C d'équation y = 1 —x” et le point M de la courbe C d'abscisse x.

PARTIE A

Pour tout réel x, on note f{x) la distance OM.

1. Expliciter la fonction f et préciser son ensemble de définition.

2. Etudier la parité de la fonction f.

3. Déterminer les limites de la fonction faux bornes de son ensemble de définition.

4. Etudier les variations de £

5. Préciser les extremums de la fonction f'et en quelles valeurs de x ils sont atteints.

6. Faire la représentation graphique de C et la position de M correspondants aux extremums de la fonction f.

PARTIE B
Pour tout réel x, on note g(x) le coefficient directeur ( lorsqu'il existe) de la droite (OM).
1. Expliciter la fonction g et préciser son ensemble de définition.
2. Etudier la parité de la fonction g.
3. Déterminer les limites de la fonction g aux bornes de son ensemble de définition. Que peut-on en déduire pour
la courbe I représentative de la fonction g ?
4. Etudier les variations de g .
5. Dresser le tableau de variations de la fonction g.
6. Montrer que la courbe I' admet une asymptote oblique (d), que 1'on précisera.
7. Etudier la position relative de I' et de (d).
8. A l'aide d'un logiciel, faire la représentation graphique de I' et des asymptotes.
Facultatif : Existe-t-il des positions de M telles que la distance OM égale le coefficient directeur de (OM) ?
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Solution de l'exercice 15

Dans un repére orthonormé (O ; i , ) du plan, on considére la courbe C d'équation y = 1 — x et le point M de la
courbe C d'abscisse x.

PARTIE A : Pour tout réel x, on note f{x) la distance OM.

1. La distance OM = \/(xM—x0)2+(yM—y0)2 = X412 = P+ 12741 = V¥ =+1.

Le polynéme x* —x* + 1 = X* — X + | a un discriminant égal & — 3 <0, donc ne s'annule pas et est toujours du
signe de a = 1, donc strictement positif. Ainsi, I'ensemble de définition de f estR .

2. Etude de la parité de la fonction £ I'ensemble de définition est centré en 0, et pour tout x de R ,
fi=x)= V(=x)'=(=x)+1 = yx*—=x*+1 =f{x) ; donc la fonction f est paire.

. 4 2
3. Les limites de la fonction f: lim x'=x"+1 = 455 carla limite d'un polyndme en l'infini est la limite de son

x—+o

terme de plus haut degré. De plus, Xlir? VX = +o0 , donc par la limite de fonctions composées, lefm Fx) = 4o,
De méme, et par la parité, Xlili Fx) 2 jeo,

4. Les variations de f: la fonction fest dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables ;

f F0) 4x° =2 x 2x —x x(2x’-1)
et £'(x) = = =

2\/x4—x2+1 \/x4—x2+1 \/x4—x2+1

qui est du signe du numérateur; 2x* — 1 = 0 pour x =

Sil=

-1
etx= 7z D'ou le tableau de signes de /' et les

X |- -1 0 1
variations de f: 2 2 +oo
5. Le maximum local de fest 1 atteintenx=0;le

3 1 -1 X - — 0 +
minimum est EX atteint en x = 2 etx= N 1 N 0 B B 0

6. La représentation graphique de C et la position de M 1)
correspondants aux extremums de la fonction f':

+

0 0 - 0 +
+00 1 +o0
PARTIE B : ) _ B
1. Le coefficient directeur de la droite (OM) est égal a ﬁ V3
2 2

v~ Yo 1—x° ) o
= = g(x) qui est défini sur IR*.
M~ %Yo X

X

2. Etude de la parité de la fonction g : I'ensemble de
définition est centré en 0, et pour tout x de IR* ,
1—(—x) _ 1-x

g(=x)= = —g(x) ; donc la fonction g est impaire.
—Xx —X

3. La fonction g est une fonction rationnelle, donc la limite en I'infini est la limite du quotient des termes de plus

. _ 2 . . _ 2 .

haut degré : lim g(x) — iy =X = lim —x __ o lim g(x) = j =% _ lim —x _
x>+ R, X xX—+w X—o—00 o X X——00

lim (1—x° lim x . . limg(x) . limg(x)

0 ( ) =1let »~0 =0",donc par quotient de limites, »-o = +o0. Par la parité, -o =— o,

x>0 x>0 x>0 x<0

On peut déduire que la courbe I' admet l'axe des ordonnées comme asymptote verticale.

4. Les variations de g : la fonction g est dérivable sur R* comme quotient de fonctions dérivables ;

—2x)(x)—(1-x° -x’—1 . . . . .
etg'(x)= ( i )2 ( ) = > qui est du signe du numérateur qui est strictement négatif. Donc, la
X X
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fonction g est strictement décroissante sur ] — oo ; O et
sur J0 ; + oof. X - 0 oo
5. Le tableau de variations de la fonction g : '
1— xz 1 8 (x) ” -

6. Pour tout x de R*, g(x) = U S Et " +00 [[+o0

. . g

tim (g(x)=x) = gy L —g, lim (g(x)=2) |
X 00 Yot x X—— 00

+ — 00 || +o00

.1 . .
lim — =0, donc la droite d'équation y = — x est

X——00

asymptote oblique a la courbe I .

1
7. Pour étudier la position relative de I et de (d) on étudie le signe de la différence g(x) — (— x) = T qui est

strictement positif sur ]0 ; + oo [ et strictement négatif sur ] — co; O[. Donc la courbe est au-dessus de la droite (d)

sur ]0; + oo [ et est en-dessous de la droite sur ] — oo; Of.
8. La représentation graphique de I' et les asymptotes :

BONUS : Pour trouver les positions de M telles que la
distance OM égale le coefficient directeur de (OM), il faut

, , . . 1-x°
résoudre I'équation f{x) = g(x), soit \x*—x*+1 = ;
X
L . 4 1-2x+x* .
on éléve au carré : x* —x*+ 1= ————— , soit
X

N—xt+x* =1-2x+x*,s0it x*-2x"+3x*-1=0.
On consideére la fonction / définie par

h(x) = x° — 2x* + 3x* — 1.

C'est un polyndéme, donc dérivable sur IR,

eth'(x) = 6x° — 8x* + 6x = 2x(3x* — 4x* + 3).

'

5

Le polyndme 3x* —4x* +3 = 3X*-4X + 3, en posant X = x*;
le discriminant est égal a (— 4)* — 433 =—20 <0, donc le
polynome est du signe de a =3 > 0 sur RR.

Donc la dérivée i ' est du signe de x, et la fonction 7 est
décroissante sur | — o0; 0] et croissante sur ]O ; + oo [. Elle

atteint un minimum lorsque x = 0, qui vaut #(0) =-1 ;
de plus, Xlir?w h(x) 2 11111 X oy :
lim g(x) = lim x* = 4o

Ainsi, la fonction 4 s'annule en deux valeurs x; =~ — 0,656 et
X =~ 0,656.

Donc, il existe deux positions de M telles que la distance OM soit égale au coefficient directeur de (OM).
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Chapitre 12
Vecteurs de l'espace

1 Vecteurs de I’Espace

1.1 Extension de la notion de vecteur a I’Espace

—
Dans le plan, un vecteur AB est défini par :

— sa direction (la droite (AB));
— son sens (du point A vers le point B);
— sa longueur ou norme (la distance AB).

Cette notion se généralise sans probléme a 1’Espace, avec les mémes propriétés. Par exemple :

Propriété : Egalité de vecteurs
— —
AB = CD si et seulement si ABDC' est un parallélogramme.

1.2 Calcul vectoriel dans I’Espace

L’addition de deux vecteurs et la multiplication d’un vecteur par un réel sont définies comme dans le plan et
ont les mémes propriétés. Par exemple :

Propriété 1 : Relation de Chasles
— —_— —
Pour tous points A, B et C' de 'Espace : AC = AB + BC (voir figure 1).

F1G. 1 — Relation de Chasles

Propriété 2 : Régle du parallélogramme
— —_— —
OMRN est un parallélogramme si et seulement si OR = OM + ON (voir figure 2)

Remarques :
1. Ces deux propriétés donnent les deux maniéres de construire une somme vectorielle (« bout-a-bout »
ou a l’aide d’un parallélogramme).
2. Les régles de calculs sur les sommes de vecteurs et sur les multiplications de vecteurs par un réel sont
les mémes que sur les nombres.
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1.3 Colinéarité, applications

Py oy — — o s e . . .
Définition : Deux vecteurs u et v sont colinéaires si et seulement si I'un est le produit de 'autre par un

réel k (C’est-a-dire W = k0 ou v = k).

s, 2 . — —
Propriété : Soit u et v deux vecteurs non nuls.
— — o, . . . — —_— A . .
u et v sont colinéaires si et seulement si les vecteurs « et v ont méme direction.

Applications :
. . . - — = . .
— Les droites (AB) et (C'D) sont paralléles si et seulement si les vecteurs AB et CD sont colinéaires.

— —
— Les points A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

ﬁxercice \
Soit ABCD un tétraédre et K, L et M les points de I’Espace définis par :
— 1— 1— — — — — 33—
AR = SAB+ S AC AL = 3AC + 3 AD AM = ZAC

1. Faire une figure.

2. Sur quelle face du tétraédre se situe le point K 7 le point L7

3. (a) Montrer que les droites (K'L) et (BD) sont paralléles.
(b) Montrer que K, M et B sont alignés.

)
(c) Montrer que L, M et D sont alignés.
\ (d) Que peut-on en déduire pour les points M, K, L, B et D? J

1.4 Coplanarité

Définitions :

1. On dit que quatre points A, B, C' et D de I’espace sont coplanaires s’ils sont dans un méme plan.
2. Soit W, ¥ et W trois vecteurs de l'espace.
. K , N -_— —_— N —_—
Il existe quatre points A, B, C et D de l'espace tels que v = AB, v = AC et W = AD.
On dit que les vecteurs u, ¥ et w sont coplanaires si et seulement si les quatre points A, B, C et
D le sont.

—_— —
Remarque : Si les vecteurs AB et C'D sont colinéaires, les droites (AB)et (C'D) sont paralléles et, donc, les
points A, B, C' et D sont coplanaires.
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Théoréme : (admis)

L= = — . — — . PP
1. Soit u, v" et w trois vecteurs de l’espace, tels que u et v ne soient pas colinéaires.
—_ — — . . .. . ,
Alors, les vecteurs ', v et w sont coplanaires si et seulement si il existe deux réels a et b tels que :

— — —
w=au +bv

2. Soit A, B, C' et D quatre points de l'espace, tels que A, B et C' ne soient pas alignés.
Alors, les points A, B, C' et D sont coplanaires si et seulement si il existe deux réels a et b tels que :

AD = aAB + bAD
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Chapitre 13

Droites et plans dans l'éspace

I ) Repérage dans I’Espace

1) Définition — Coordonnées

=
Définition : On appelle repére de I’Espace tout quadruplet (O; DN k) ou O est un point de I’Espace
—
et ol 7, 7 et k sont trois vecteurs non coplanaires.
—
Si les vecteurs 7, 7 et k sont deux a deux orthogonaux, le repére est dit orthogonal.

Si, de plus, les vecteurs sont unitaires (| 7| = || 7| =

_
k H = 1), on dit que le repére est orthonormal.

Exemples :

_ = ——
1. Dans le cube ABCDEFGH d’aréte 1(voir figure 3), le quadruplet (D; DA: DC; DH) forme un

repére orthonormé.

H G
-
E _/"/ F,/
B i T
= i
V4 = : ,":/)‘
A S

Fic. 3 — Un cube

—_— - —
2. Dans un tétraédre ABCD (voir figured), le quadruplet (A; AB; AC, AD) est un repére (quel-
conque). D

B
Fi1G. 4 — Un tétraedre
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Théoréme : (admis)

Soit (O; D ?) un repére de I’Espace.

1. Soit M un point de "'Espace.
Il existe un unique triplet (z; y; z) tel que OM =27 +y 7 + z k (voir figure 5).
Ce triplet est appelé coordonnées de M. On note M (z; y; 2).

2. Soit @ un vecteur de ’Espace.
N

Il existe un unique triplet (a; b; ¢) tel que W = a7 +b

T+
a
Ce triplet est appelé coordonnées de w . On note w b .
c

/

Z'\.\-
H‘*‘\M
i '[
K A :
-
|
o I 3
Ny | g
i L
|

s
___________ !
X M
Fi1G. 5 — Coordonnées dans un repére de I’Espace
Remarque : x est appelé abscisse, y est appelé ordonnée et z est appelé cote.

2) Calcul sur les coordonnées

Les résultats sont identiques & ceux du plan.
On a, par exemple :

— Si A (za;ya;2a)etsi B (zp; yp; 2p) alors :

— les coordonnées du vecteur AB sont : AB YB — YA
ZB — ZA
~ les coordonnées du milieu I du segment [AB] sont : [ (£attn vatvs . zaten)
a a
- Siuw b |etsiw | ¥ | alors:
c c
a+a
— les coordonnées de W + v sont : w + v b+ v
c+c
kxa
— Si k est un réel, les coordonnées du vecteur k7 sont : ku kxb
kxc
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Exercice : Soit A (3;1;5) et B (0;5; 4) dans le repére (O; 77 ?)

1. Placer ces points dans le repére.

2. Calculer les coordonnées du milieu I de [AB] et du vecteur AB.

3. Quelles sont les coordonnées du point M de la droite (AB) dont la cote est 2?7

3) Colinéarité, coplanarité

Meéthode :
— — o, . . P . 4 —> —
— Deux vecteurs u et v non nuls sont colinéaires si et seulement si il existe un réel k tel que v =k v'.
. — = — — — o, . . . P .
— Trois vecteurs u, v et W (tels que u et v non colinéaires) sont coplanaires si et seulement si il existe
. — — —
deux réels a et b tels que w =aw +bv.
Il s’agit donc, grace aux coordonnées des vecteurs, de trouver ces réels pour montrer la colinéarité ou la
coplanarité.

Remarque : Dans ’Espace, il n’existe pas de propriété simple équivalente & celle des « produits en croix » de
coordonnées pour des vecteurs colinéaires du plan.

Definition :

on appelledéterminant des vecteurst, v et w le déterminant :

XU XV XW
det(u,vW=|y ¥ VY,
ZU ZV Z\N

Proprieté

« W est unecombinaison linéairede Ui et v ssidet(T,v,w)=0
« A, B, C, D coplanaires s?AD est une combinaison linéaire @8 et AC donc

SSi det(K—B,KC,Kf)) =0.

Proprieté
Soit (O,i, j,k) un repére de I’espace
Deus vecteurs u(x,,y,,z,) et v(x,Y,,z,) Sontcolinéaire si et seulement si

X, X
:Xuzv_zuxv:o et dY: u o
z

u Y

u 2 \

=XUZV—ZUXV=0 et dz: :Xuyv_yuxv=0

zZ

u \
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Exercice résolu : Dans un repére (O,
A(4;0;0) B (0;3;0) C (0;0;6) et M(l;%;%)
On note I le milieu de [AC] et L le point tel que 3BL = BC.

—
A k:) de I’Espace, on considére les points :

|

1. Déterminer les coordonnées de I et de L.
2. Montrer que les points A, M et L sont alignés.
3. Montrer que les points A, B, C et M sont coplanaires.

ﬁ)lution : \

-

1. I est le milieu de [AC] donc : I (4£2; &0, 046) 4it T (25 0; 3).

. AM

. 11 faut d’abord montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

On note L (z1; yr; 21).

Xy — 0 0
— —
Ona:BL | yp—3 |etBC | -3
L — 0 6
393L =0
— —
En coordonnées, 'égalité 3BL = BC devient donc :  3(y, —3) = —3.
3ZL =6
xry, = 0

Donc, aprés calcul : ¢y, =2 donc L (0; 2; 2).
Zr =2
-3 —4
3 e
3 2
Les points A, M et L sont alignés_s} et se_ul)ement si les vecteurs AM et AL sont colinéaires, c’est-a-
dire s’il existe un réel k tel que AM = kAL.

—4k =-3 k=2
—
En coordonnées, on obtient : < 2k = % soit ¢ &k = % donc : AM = %AL.
2k 3 k=3

Par suite, les points A, M et L sont alignés.

—4 —4
— —
AB 3 et AC 0
0 6
—_— —
Les points A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et AC sont colinéaires, c’est-a-dire
— —
s’il existe un réel k tel que AB = kAC.
—4k = -4
En coordonnées, on obtient : ¢ 0 =3 , ce qui est impossible.
6k =0

Par suite les points A, B et C' ne sont pas alignés.

Dans ce cas, les points A, B, C et M sont coplanaires si et seulement si il existe deux réels a et b
— —_— —

tels que : AM = aAB + bAC.

—4a—4b = -3
En coordonnées, on obtient : { 3a = %
6b %

La deuxiéme équation donne a = % et la derniére équation donne b = i. Reste a vérifier la premiére

équation : —4 x 3 —4x 1 =-2-1=-3
Cette équation est vérifiée donc les points A, B, C' et M sont coplanaires. J
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II) Distance, orthogonalité

1) Distance entre deux points dans un repére orthonormé

Propriété :

N
On se place dans un repére (O; DN k) orthonormé.

)

a

. — 2
1. Si le vecteur « a comme coordonnées b ], alors sa norme est :

c

||| = Va2 + b2 + c2

2. SiA(za;ya; za)etsi B (zp;yp; 2p) alors :

AB = \/(:L’B —2a)* + (ys —ya)’ + (28 — 2a)°

Démonstration (du 1.)

Soit M le point de 'Espace tel que @ = OM. On pourra se reporter a la figure 5.
Le repére étant orthonormal, le triangle OM M’ est rectangle en M’. D’aprés le théoréme de
PYTHAGORE, on a : OM? = OM" + MM'?.
—_— —
Or, MM' = ¢k donc MM"? = 2.
De plus, le triangle OPM’ est rectangle en P , donc : OM'?> = OP? + PM"2.
D — 2 2 7 — 2 2
Or, OP = a7 donc OP® =a” et PM' =0y donc PM'* = b~.
On obtient donc : OM? = a? + b + 2.

— Ty y
Dong, | 7| = HO]W =OM =+va?+b* + 2.
Remarque : La deuxiéme partie de la propriété se prouve en remarquant simplement que AB = HA—B)H et que
_ [ rB—®a
AB | ys—wya
ZB — ZA

2) Relation d’orthogonalité de deux vecteurs

Propriété (admise) : On se place dans un repére orthonormé.
/

a a
— — / . .
Les vecteurs b | etw b sont orthogonaux si et seulement si :
/
c c

aa’ +bb +cd =0
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IITI) Représentations paramétriques d’une droite de I’Espace

1) Définition

L

On se place dans un repére (O; 7 ; 7, ) de I’Espace.

Q

Soit D une droite passant par un point A (z4; ya;za) et de vecteur directeur 0 b

c
—
M (z; y; z) est un point de D si et seulement si il existe un réel ¢ tel que AM = t.
En passant aux coordonnées, on obtient :
T —x4=at rT=xa+at
y—ya =0t c’est-a-dire y=1ya+bt
z—2zpa=ct z=2z4+ct
Définition : On appelle représentation paramétrique ou syst d’équations paramétriques de la droite D
a
par un point A (x4; ya;za) et de vecteur directeur U b le systéme :
c

r=xa+at
y=1ya+ bt avec t € R
z=2za+ct

Le réel t est appelé paramétre.

Remarques :

1. Un point M est sur D si et seulement si il existe un réel ¢ tel que les coordonnées de M vérifie le
systéme d’équations paramétriques de D.

r=x9+ at

2. Réciproquement, si la droite A admet comme équation paramétriqueq y =y + 8t , cette droite
z=2z0+t
o}
passe par le point My (xo; yo; 20) et admet comme vecteur directeur o B
v

3. Pour obtenir une représentation paramétrique du segment [AB], il suffit de prendre comme vecteur
directeur E, comme point de la droite le point A et de prendre t € [0; 1].

4. Pour obtenir une représentation paramétrique de la demi-droite [AB), il suffit de prendre comme

vecteur directeur AB, comme point de la droite le point A et de prendre ¢ € [0; +o0|.
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IV ) Equation cartésienne d’un plan

Définition .

Un vecteur normal 7i & un plan P est un vecteur non nul dont la direction est orthogonale a P.

Soit A un point d'un plan P et 7 un vecteur normal
aPb.
On a, pour tout point M du plan P,

S

AM-7i=0 '

A/

Réciproquement, si M est un point de |'espace tel que
AM-7 =0, alors MeP On a donc le résultat suivant : P

Propriété .  (Caractérisation d'un plan P)

Le plan P qui passe par A et qui est orthogonal a 7 est I'ensemble des points M de I'espace tel que :

AM-7i=0

Exercice 1

Dans un repére orthonormal (O; veci, J, k) on donne A(1;2;3) et 7i(1;—3;1). Trouver une équation du plan
P qui passe par A et qui est orthogonal a 7.

Solutions :
Soit M(x;y;2) €P on a alors :

AM-7i=0<= (x-1)—-3(y—2)+(2-3)=0<>x-3y+2+2=0

P a donc pour équation

xX=-3y+z+2=0

[ Théoréme j

Dans un repére orthonormal (0;7,7,k), tout plan P admet une équation (dite cartésienne) de la
forme :
ax+by+cz+d=0

avec a, b, c réels non tous nuls et d réel.
De plus le vecteur 7i(a; b; c) est normal 3 P
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Preuve
Notons A(xo; ¥o; zo) un point de P et 7i(a; b;c) un vecteur normal a P, alors on a :

M(x;y;z)EP@mTz:O

a(x—xg)+b(y—yo)+clz—z9) =0 ax+by+cz—axo—bys—czg=0
En posant d = —axo — byy — czoon obtient le résultat désiré

Remarques :

~+ Notons que I'équation d'un plan n’est pas unique. En effet si P: x+y+2z=1 alors P a aussi pour équation
2x+2y+2z=2.

~> Quelques cas particuliers :
Le plan (Oxy) a pour équation z=0, en effet O(0;0;0) € (Oxy) et k(0;0;1) est normal a ce plan, ainsi :

w-%:O@z:O

De la méme maniére les plans (Oxz) et (Oyz) ont respectivement pour équation y=0 et x=0.
Enfin le plan P passant par les points A(a;0;0), B(0; b;0) et C(0;0;c) a pour équation :

exercice 2

On donne les équations cartésiennes de deux plans :
P:x—4y+7=0

Q:x+2y-z+1=0
1. Montrer que ces plans sont sécants. On note d leur droite d'intersection.

2. Déterminer un vecteur directeur de d.
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Solutions :

1. Les plans P et Q sont soit sécants soit paralléles.
Le vecteur 7(1;—4;0) est normal 3 P et le vecteur n'(1;2;—1) est normal a Q.
On a P//Q < 7 et n' sont deux vecteurs colinéaires. Existe-t-il un réel k tel que :

n=kn

Si c'était le cas on aurait k=1 et 2k = —4, ce qui est absurde, ainsi les vecteurs 7 et n’ ne sont pas
colinéaires, par conséquent les plans P et Q ne sont pas paralléles, P et Q sont donc sécants selon
une droite d.

2. SiM(x;y;2)€d, alors Me PNQ, par conséquent les coordonnées de M vérifient le systéme suivant :

{ Xx—4y+7=0
x+2y—-z+1=0

Posons y =t, il vient :

x=4tr-7 x=4t-7
y:[‘ — y:[‘
z2=4t-7+2t+1 z=6t-6

On a pu exprimer les coordonnées d'un tel point M en fonction d'un paramétre ¢, on dit qu'il s'agit
d'une équation paramétrique de la droite d.

Pour £t =0, alors A(—7;0;—6) est un point de la droite d. Considérons le vecteur ii(4;1;6)

Le systéme ci-dessus se réécrit :

X+7=4t

z—(—6) =6t

Ainsi #i est colinéaire 3 AM, par conséquent # est un vecteur directeur de d.

[ Théoréeme ]

Deux plans P et Q sont orthogonaux si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.
Deux plans P et Q sont paralléles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont colinéaires.

[ Corollaire }

Soit deux plans P et Q d'équations
P:ax+by+cz+d=0 e Q:dx+by+cz+d =0

1. P//Q < (a,b,c) et (a',b,c") sont proportionnels.

2. PLQead +bb' +cc =0.
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Preuve
1. P//Q <> i(a; b;c) = kn'(d’; ;)

2.PLQe=iiln<i-n=0<>ad +bb +cc' =0

Exercice 3

Quelle est I'équation générale d'un plan paralléle au plan (xOy)?

Solutions :
Le plan (xOy) a pour équation z=0 et le plan P cherché a une équation du type :

ax+by+cz+d

D'aprés le corollaire précédent on sait que (a, b, c) et (0,0,1) sont proportionnels, donc a=0 et b=0, par
conséquent le plan P a une équation du type (avec ¢ #0) :

d
cz+d:0<:>z:—;

Exercice 4

Quelle est I'équation générale d'un plan perpendiculaire au plan (xOy)?

Solutions :
Soit P un tel plan avec 7i(a;b;c) un vecteur normal, il a donc une équation de la forme :

ax+by+cz+d=0
Mais (xOy) a pour équation z =0 et donc pour vecteur normal 7/(0;0;1), donc d’aprés le corollaire on a :
fi-n'=0<=0a+0b+c=0<c=0

D'ou le plan P a une équation de la forme :

ax+by+d=0

V') les poisitions relatives de droites et de plans

A.AFAADAS 203 a.afaadas@gmail.com


http://www.wicky-math.fr.nf
mailto:zancanaro.math@gmail.com

Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

1) Intersection d’une droite et d’un plan

Considérons un plan P d'équation
ax+by+cz+d=0

et une droite d dont on connait une représentation paramétrique :

X=at+ X
y=Ppt+yo ou reR
zZ2=Yt+ 2

Il n'existe que trois possibilités :

1. la droite et le plan n'ont qu'un point commun, la droite et le plan sont dits sécants,

2. la droite est incluse dans le plan,

3. la droite et le plan n'ont aucun point commun.

.

P

C'est le premier cas qui nous intéresse, pour cela supposons que le vecteur normal 7i(a; b;c) au plan P et
le vecteur directeur Zi(a;P;y) ne sont pas orthogonaux (comme dans les cas deux et trois), ainsi P et d sont
sécants en un point A.

On cherche alors les coordonnées de A en résolvant I'équation suivante (d'inconnue ¢) :

a(at+xg) +b(Pt+yp) +clyt+2z9) =0

i.e (en factorisant par t) :
tlaa+bp+cy)=—x0—Yo— 2o

Comme on a supposé 7i-ii #0, on peut diviser par ax+ bp + cy #0 et on obtient :

_“X~Yo— %
ac+ bp +cy
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Finalement, en remplagant dans le systéme de représentation paramétrique de d, on trouve les coordonnées de

A. Mais obsevons sur un exemple....

Exercice :
x=1t—-1

Soit P:2x—z=0et d:{ y=-3¢t ol teR.
z=2

Déterminer les coordonnées du point A=Pnd.

Solutions :
Soit 7(2;0;—1) un vecteur normal de P et (1;—3;0) un vecteur directeur de d, assurons nous que le point

A existe :
n-u=2#0

Par conséquent A existe nous pouvons déterminer ces coordonnées, en résolvant |I'équation suivante :
20-1)-2=0=2t-2-2=0=1t=2

Ainsi, en remplacant dans le systéme paramétrique de d on obtient A(2—1;-3: times2;2) i.e A(1;—6;2).

2) Intersection de deux droites

On donne deux droites d et d’ dont on connait les représentations paramétriques :

X =of+ Xg

d:q y=Bt+y ol teR
z=Yt+2z
x=ot' +x

d': y=p't' + 1 oureR
z=Y't'+ 27

d et d’ sont deux droites de |'espace. Il n'existe que deux possibilités :

1. il n'existe aucun plan contenant ces deux droites, elles sont dites non coplanaires,

d/

2. il existe un plan contenant ces deux droites, elles sont dites coplanaires (elles sont alors sécantes ou
paralléles dans ce plan).
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_—
P ;::><<::::;;;// P ///////w////

deux droites sécantes deux droites paralléles

On résout alors le systéme (qui peut ne pas avoir de solutions) (d'inconnues ¢ et t') :

x=at+xp=a't' +x;

Bt+yo=p"t'+n
Yit+zo=Yt'+2

Exercice

On donne A(1;-1;0), B(0;-1;1), C(3;-2;0) et D(2;-3;3).
Etudier |'intersection des droites (AB) et (CD).

Solutions :

A_B)(—I;O; 1) est un vecteur directeur de (AB) par conséquent la droite (AB) admet la représentation para-
métrique suivante :

x=-t+1
(AB):{ y=-1 teR
z=1

CD(=1;—1:3) est un vecteur directeur de (CD) par conséquent la droite (CD) admet la représentation
paramétrique suivante :

x=—1t'+3
(CD):{ y=—¢-2 'eR
z=31
On résout le systéme :
—t+1=—t'+3 —t=-1'+2=1+2=3>1r=-3
-1=-¢-2 =4 t'=-1
r=3t' r=3t'=-3

La troisiéme équation est compatible avec les deux premiéres, nous pouvons donc affirmer :

1.
2.

le systéme admet une solution, donc les droites ont une intersection non vide, elles sont coplanaires.

Le systéme admet une unique solution qui est le couple (#;¢) = (=3;—1) donc les droites sont sécantes
en un point A, dont on obtient les coordonnées en remplacant ¢ ou t' dans I'une des représentations
paramétriques de d ou d' :

A(4;-1;-3)
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3) Intersection de deux plans

On considére deux plans sécants P et Q d'équations cartésiennes respectives :
P:ax+by+cz+d=0  ou Q:a'x+by+cz+d =0

P et Q sont deux plans de I'espace. Il n'existe que trois possibilités :

1. les plans ont un point commun et sont distincts, alors ils sont sécants suivant une droite passant par ce
point, (ainsi deux plans distincts qui ont deux points communs sont sécants suivant la droite définie par
ces deux points)

2. les plans sont confondus,

3. ils n'ont aucun point commun.

Q

Lorsque les deux plans sont sécants, on peut alors récupérer le systéme de représentation paramétrique de
la droite d'intersection en utilisant une des trois coordonnées comme paramétre et en résolvant le systéme.

Exercice
Donner une représentation paramétrique de la droite d définie, intersection des plans P et Q d'équations
respectives :

P:2x+y—-2z-2=0 et Q:x+3y+7z-11=0
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Solutions :
On peut (méme si |'énoncé de I'exercice suggére que la droite d existe) s'assurer que P et Q sont sécants.

7(2;1;—1) est un vecteur normal de P et n'(1;3;7) est un vecteur normal de Q, P et Q sont sécants si
et seulement si 7i et n’ ne sont pas colinéaires, si cétait le cas, alors on aurait 7 = kn’, dans ce cas on
aurait :

2=k et1:3:k3k:%

ce qui absude, donc P et Q sont deux plans sécants.
Comme 2x+y—2z-2=0= y=2x+2z+2, ainsi :

xX+32x+2z+2)+72-11=0<—=7x+10z2—-5=0<—2=-0,7x+0,5

Et du coup :
y=2x-0,7x+0,5+2=0,3x+2

En posant x = ¢, on obtient :

xX=t
d:{ y=0,3t+2 reRr
z=-0,7t+0,5
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EXERCICES CORRIGES

Exercice n°1.
Un cube ABCDEFGH est représenté ci-contre :

Les quadruplets de points suivants déterminent-ils un repere de I'espace ? :
Ce repere est-il orthonormal ? |
1) a) (D,A,C,H) b) (D,A,B,H) i
¢) (D,B,F,H) d) (D,C,H,E) :
e) (A,B,C,G) ) (A,B,C,F) |
g) (A,B,C,H) h) (A,B,C,E)

______

Exercice n°2.
Considérons le cube ci-contre , d’aréte égale a 1

On considére le repére (O, 52; 56; 513) .
1) Donner les coordonnées des sommets du cube.

2) Quelles sont les coordonnées du milieu de [AE]
3) Quelles sont les coordonnées du centre I du carré DEFG ?

1 11
4) Quels sont les points de coordonnées respectives (O; 0; Ej, (E;E; Oj ; (—;

Exercice n°3.

ABCDEFGH est un pavé droit..
AB=AD=1.

AE=2

I est le milieu de [DH]

Calculez les coordonnées de chacun des huit sommets dans chacun des repéres suivants :
1) (D; DA; DC; DH)
2) (D;EAI;D—C ;E )

Exercice n°4.
On considére un repére orthonormal (O;0I;0J;0K)

1) A estle point de coordonnées (1 ;1 ;0).
a) Quelle est la nature du quadrilatére OIAJ ?

b) Calculez OA

2) B est le point de coordonnées (0 ;1 ;1).

¢) Quelle est la nature du quadrilatére OJBK ?
d) Calculez OB

Exercice n°5.

Les points A et B ont pour coordonnées respectives (3;5;-2) et (4;-3;1).
1) Calculer les coordonnées du vecteur AB .

2) Calculer les coordonnées du point I, milieu de [AB].

Exercice n°6.

Dans un repere orthornormé (O; f;j; k ) , on considere les points A(2,4,-7) et B (-2,1,-1).
Calculer la norme du vecteur AB

Exercice n°7.

1) Les vecteurs u (3; 6;12) et v(2; 4; 8) sont ils colinéaires ?
2) Quelles sont les coordonnées du vecteur u +Vv ?

3) Quelles sont les coordonnées du vecteur 2u —5v ?

Exercice n°8.
Soient A(-2 ;1 ;10) ; B(-3 ;1 ;-2) et C le point tel que OC=57+4j -k .

Déterminer les coordonnées du vecteur i = 4AC + 2 AB .
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Exercice n°9.

Dans le cube ci-dessous, on considére le repére orthonormal (0;?;];1?) tel que

O0A4=10i , OB=107 et OC =10k © B
Déterminer les coordonnées des points E,F,G,H,L et K définis vectoriellement par F :
OF =2 04+20B->-0C e
2 5 10 I
OK =%0G+L0F o 41 =2DB-L0F [ E
5 5 5 2 Pt
Exercice n°10. L D

Dans le repére (O; 17;];/? ) , on considére les points : A(3;0;0) B(0;5;0) et C(0;0;4). Calculez les coordonnées du point G
centre de gravité du triangle ABC.

Exercice n°11.

Dans un repere orthonormal (O; f;j; k ) , on considere les points A(2;1;3) B(4;-1;5) et C(4;2;-7)
1) Montrez que les points A,B et C ne sont pas alignés.

2) Calculez les coordonnées des points :

a) Dtelque 24AB+3A4D =BC

b) E est le milieu de [BC]

c) F estle centre de gravité du triangle ABC.

d) G vérifie 3GA-2GB=CG

Exercice n°12.
Soient A(-1 ;-2 ;-3), B(1 ;1 ;1) et C(3 ;4 ;5). Montrer que les points A,B et C sont alignés.

Exercice n°13.

Soient A(2 ;1 ;5), B(%;O;%j et C(0 ;-5 ;3). Déterminer les coordonnées du point D pour que (ABCD) soit un
parallélogramme.

Exercice n°14.

1
Soient A(l;?a;gj .B(-1;4;1), C(2 ;3 ;0) et D(1 ;4 ;0). Montrer que les points A,B,C et D sont coplanaires.

Exercice n°15.

Le plan P a pour équation: x+3y—z+7=0

1) Donner un vecteur normal a P

2) a) Donner les coordonnées d'un point M de P.

b) Le point L(1;-1;2) appartient-il au plan P ?

¢) Déterminer le réel z pour que le point N(2;5;z) appartienne au plan P.

Exercice n°16.

Le plan P a pour équation: 2x+y+z=6

1) Donner un vecteur normal a P

2) a) Déterminer les coordonnées du point A, intersection du plan P avec l'axe des abscisses (Ox).

b) Déterminer les coordonnées des points B et C, intersections respectives du plan P avec les axes (Oy) et (Oz).

3) Dans un repere de 1'espace, placer les points A,B et C. Tracer les droites (AB), (AC) et (BC), traces du plan P sur les
plans de coordonnées

Exercice n°17.
Dans un repére (0; ;;j; ]€) , on considére les points A(-3;4;6) B(2;3;1) C(1;3;3) et D(6;2;-2)

1) Calculez les coordonnées des vecteurs AB , AC et CD

2) a) Les vecteurs AB et AC sontils colinéaires ?
b) Justifiez que les droites (AB) et (CD) sont paralléles
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3) On considére I'équation (E) 2x+5y+ 2z =20 et le point F(1;1;1)
a) Vérifiez que les coordonnées des points A,B,C et D vérifient cette équation.
b) Déterminez les coordonnées de S tels que A,B et S soient alignés et x; =7

c) Déterminez les coordonnées du point P vérifiant 1'équation (E) et tel que O,F et P soient alignés.

Exercice n°18.
Déterminer un vecteur normal 7 pour chacun des plans suivants :

B:—x+y+2z-1=0 P, :3x-y=0 P :2y-1=0 P, :2x-z+3=0

Exercice n°19.
Déterminer une équation du plan P passant par le point A et de vecteur normal 7

1) A(2;-3;5) et 71(3;2;1) 2) A4;-2;1) et 71(5;3;2) 3) A(1;1;0) et 71(0;2;1)

Exercice n°20.

On considére le plan P d'équation : 2x -3y +6z—-18=0

1) Donner un vecteur normal 7 au plan P

2) Déterminer une équation du plan P’ parall¢le au plan P passant par le point B(6;-4;-4).

Exercice n°21.
On considére les plans P et P’ de I'exercice précédent.

Déterminer le point A du plan P tel que AB et ii soient colinéaires.
En déduire la distance entre les plans paralléles P et P’.

Exercice n°22.
Dans chacun des cas suivants, préciser si les plans P et P’ sont paralléles :

1 1
a) P d'équation 2x+ y—z =35 et P’ d'équation —x +Ey _EZ =7

b) P d'équation x+3y—5z=4 et P'd'équation -3x -9y +15z=-6
¢) Pd'‘équation x+3y—2z =28 et P'd'équation —4x—12y+8z=-32

Exercice n°23.
On consideére les points A(2;1;1) , B(3;0;2) et C(0;2;1).
On cherche a déterminer une équation du plan (ABC) de la forme ax+by +cz = d , par deux méthodes différentes.

1) a) Donner les coordonnées des vecteurs AB et AC . Vérifiez que les points A,B et C définissent un plan (ABC).
b) Déterminer un vecteur normal ﬁ(a;b;c) au plan (ABC). (on pourra écrire que AB-n=0 et AC-n=0, et

choisir a=1)

¢) En déduire une équation du plan (ABC)

2) En écrivant que chacun des points A,B et C appartient au plan (ABC), déterminer une équation de ce plan (On sera
amené a choisir une valeur pour 1'un des nombres a, b, ¢ ou d.)

Exercice n°24.

Soient les deux plans P et P' d'équations respectives dans un repere orthonormal (0; i; j; k)
Pour P : (cost)x +(sinf) y—z=0

Pour P': (cosf) x + (sinf) y+z=0

ou ¢ représente un parametre réel.

1) P et P' sont-ils perpendiculaires? Justifier.

2) Pour quelles valeurs de ¢ 1'axe Ox est-il parall¢le a P ?

3) Donner un vecteur directeur de la droite intersection des deux plans.

4) Calculer la distance de A(cos ¢, sin ¢, -3) au plan P.
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CORRECTION

Exercice n°l

Le quadruplet (D,A,C,H) détermine un repére orthonormal de I’espace car les vecteurs DA, DC et DH ne sont pas
coplanaires et sont méme orthogonaux deux a deux

Le quadruplet (D,A,B,H) détermine un repére de 1’espace car les vecteurs DA, DB et DH ne sont pas coplanaires. En
revanche ce repére n’est pas orthonormal car les vecteurs DA et DB ne sont pas orthogonaux

Le quadruplet (D,B,F,H) ne détermine pas un repére de 1’espace car le vecteur DF s’exprime a 1’aide de DB et DH (en
1

cffet DF = (DB + DH) =~ DB ++ DH
2 2 2

Le quadruplet (D,C,H,E) détermine un repére de 1’espace car les vecteurs DC, DH et DE ne sont pas coplanaires. En
revanche ce repére n’est pas orthonormal car les vecteurs DH et DE ne sont pas orthogonaux

Le quadruplet (A,B,C,G) détermine un repere de 1’espace car les vecteurs AB, AC et AG ne sont pas coplanaires. En
revanche ce repére n’est pas orthonormal car les vecteurs AB et AC ne sont pas orthogonaux

Le quadruplet (A,B,C,F) détermine un repere de I’espace car les vecteurs AB, AC et AF ne sont pas coplanaires. En
revanche ce repere n’est pas orthonormal car les vecteurs AB et AC ne sont pas orthogonaux

Le quadruplet (A,B,C,H) détermine un repére de 1’espace car les vecteurs AB, AC et AH ne sont pas coplanaires. En
revanche ce repére n’est pas orthonormal car les vecteurs AB et AC ne sont pas orthogonaux

Le quadruplet (A,B,C,E) détermine un repére de I’espace car les vecteurs AB, AC et AE ne sont pas coplanaires. En
revanche ce repére n’est pas orthonormal car les vecteurs AB et AC ne sont pas orthogonaux

Exercice n°2
1) Le point O étant I’origine du repére, on aura O(0 ;0 ;0)

Puisque E‘lzlx@+0x&’+0x@,onauraA(l ;0;0). Puisque @:lxmjtlxm’JrOx@,on aura B(1 ;1 ;0)
Puisque OC=0x0A4+1x0OC +0xOD, on aura C(0 ;1 ;0). Puisque OD=0x04+0x0C +1x0D , on aura D(0;0 ;1)
Puisque O—EzlanrOx%HxO—D, on aura E(1 ;0 ;1). Puisque O—F=1><0—A+1x&’+lx0—l),onauraF(l ;151)
Puisque EszmjtlxR‘Jrlx@,onauraG(O ;151)

2) Le milieu de [AE]aura pour coordonnées [xA JZFXE —1; 24 42-y £ _ ;24 T2 l}

2 2
3) Le centre I du carré DEFG est le milieu de chacune de ses diagonales, donc a pour coordonnées
(xD+xF _l‘yD+yF _l.ZD+ZF _lj

2 27 2 20 2

1 11
4) Le point de coordonnées (O; O;Ej est le milieu de [OD]. Le point de coordonnées (E;E;Oj est le milieu de [OB]. Le
, ) I 11 .
point de coordonnées 5;5;5 est le milieu de [OF].

Exercice n°3

1) Dans le repere (D;m;D—C ;ﬁ ) : Le point D étant I’origine du repére, on aura D(0 ;0 ;0)

Puisque E‘l:lmerOxD—CJrOxﬁ,onauraA(l ;0;0). Puisque E?:lmerlxﬁH—Oxﬁl,on aura B(1 ;1 ;0)
Puisque DC=0xDA+1xDC +0xDH , on aura C(0 ;1 ;0). Puisque DE =1xDA+0xDC +1x DH , on aura E(1;0;1)
Puisque Bﬁzlxm+lxﬁé+lx5ﬁ,onauraF(l ;1;1). Puisque DG =0xDA+1xDC +1x DH , on aura G(0 ;1 ;1)
Puisque ﬁ[szE‘lJrOxR’Jrlxﬁl,onauraH(O ;0:1)

Dans le repére (D;E‘l;ﬁ’ ;E ) : Le point D étant I’origine du repére, on aura D(0 ;0 ;0)

Puisque mzlxm+0xi’+0xﬁ, on aura A(1 ;0 ;0). Puisque D—lemerlxR’JrOxﬁ,onauraB(l ;1;0)
Puisque DC =0x DA +1xDC +0x DI , on aura C(0 ;1 ;0). Puisque DE =1x DA+ 0x DC +2x DI , on aura E(1 ;0 ;2)
Puisque ﬁzlxﬂHxD—C-kzxﬁ, on aura F(1 ;1 ;2). Puisque D—G=Oxm+1xD—C+2xﬁ, on aura G(0 ;1 ;2)
Puisque ﬁ[szE‘l+OxR’+2xD—l,onauraH(0 ;0:2)
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Exercice n°4

1) a) Puisque A est le point de coordonnées (1 ;1 ;0), cela signifie que OA=1x0I +1x0J +0xOK =0l +OJ . Le
quadrilatére OIAJ est donc un parallélogramme.

b) Dans le repére orthonormal (O;01;0J;0K), ona OA = \/(xA —x0)2 +(y, —y0)2 +(z, —20)2 VP +12 =2

2) a) Puisque B est le point de coordonnées (0 ;1 ;1), cela signifie que OB=0x0I +1x0J +1xOK =0J + OK . Le
quadrilatére OJBK est donc un parallélogramme.

b) Dans le repére orthonormal (0;0I;0.J;0K), ona OB = \/(xB - X, )2 +(¥5 = Yo )2 +(z; -2, )2 V412 =2

Exercice n°5

xp—x,=1 N
1) AB|y, -y, =-8. 2) Si I est le milieu de [AB], alors < y, =yA—2yB=1
Zy—z,=3 Zy 1Tz 1
TR T

Exercice n°6
AB = HEH = \/(xB —xA)

2

a2 4 (zaz) = (4 +(3) +6° =6l

Exercice n°7

- - . 2.
1) Les vecteurs u (3; 6;12) et v(2; 4; 8) sont colinéaires car v = Eu

2) Le vecteur # +V a pour coordonnées 1 +V (5;10; 20)

3) Le vecteur 2u a pour coordonnées 21 (6; 12; 24) . Le vecteur 5V a pour coordonnées 5v (10; 20; 40) .

En soustrayant les coordonnées des deux vecteurs 2u et 5V, le vecteur 2u —5vV aura donc pour coordonnées
2ii —5v (—4; —8;—16)
Exercice n°8
Si OC=5i+4] —k alors les coordonnées de C sont C(5 ;4 ;-1)
Xp—x,=-1 -2

Le vecteur AB a donc pour coordonnées AB Vy—y,=0 donc 2A4B a pour coordonnées 2A4B| 0

zp—z,=—12 -24
Xe—x,=17 28
Le vecteur AC a donc pour coordonnées AC Ye—y,4=3 donc 44C a pour coordonnées 44C| 12
zo—z,=-11 —44
En additionnant les coordonnées des deux précédents vecteurs, le vecteur u = 44C+2AB aura donc pour coordonnées
—-2+28=126
ii=44C+24B| 0+12=12
24+ (—44) =-68

Exercice n°9
Dans le repére orthonormal (0; 7; #';l;), les coordonnées de A sont A(10;0;0), celles de B(0;10 ;0) et celles de

10 0 0
C(0 ;0 ;10). Ainsi OA|0 , OB|10 et OC|0
0 0 10
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Puisque OD =04+ OB , les coordonnées de OD donc celles de D, sont ﬁ(lO;lO; 0). Ainsi D(10 ;10 ;0)

Le vecteur OF =%@+§@—%R’ a donc pour coordonnées EE(%XIO = 15;%x10 :4;—%><IO:—3], donc

le point E a pour coordonnées E (1 5;4; —3)

Puisque OF =04+0C , les coordonnées de OF donc celles de F, sont 51?(10; 0;10) . Ainsi F(10 ;0 ;10)

Puisque OG =04+ 0B+0C , les coordonnées de OG donc celles de G, sont O—G(IO; 10;10) . Ainsi G(10 ;10 ;10)
Puisque OH =0B+0C , les coordonnées de OH donc celles de H, sont 5[7(0;10;10) . Ainsi H(0 ;10 ;10)

Puisque OK = g?G + gﬁ , les coordonnées de OK donc celles de K, sont

OK §x10+lx15=15;§x10+lx4=ﬁ;§x10+lx(—3)=ﬂ . Ainsi K IS;ﬁ;ﬂ
5 5 5 5 55 5 5 5°5

x—x,=x-10

Notons L(x; y;z). D’une part les coordonnées de AL sont AL y—y,=y . D’autre part, les coordonnées de

z—z,=z
2 1 2 1
gx(xB—xD)—Ex(xF—xO):gx(—IO)—EXIO:—9
2— 11— 2— 1—| 2 1 2 1
—DB——OF sont —DB—-—OF| —x - ——X - =—x0-=x0=0
sPB—3 sDB—3 ¥ (s =2p) =% (v = 30) = 5302
%x(zg z,) l><(ZF Zy)==x0-=x10=-5
5 { x-10=-9
De I’égalit¢ AL = gDB - EOF ,on déduit 4 y=0 . Le point L a donc pour coordonnées L(1 ;0 ;-5)
z=-5

Exercice n°10
1 méthode Le point G centre de gravité du triangle ABC est le barycentre du systéme {(A;l);(B;l);(C;l)}. Ainsi

CIxx, +Ixx, +1xx. 3

X, = ==—=1
¢ 1+1+1 3
CIxy +lxy, +lxy. 5
Yo 1+1+1 3
Ixz, +1xz, +1xz, 4
ZG: = —
1+1+1 3

2°™ méthode : Le point G vérifie Iégalité vectorielle AG = %Z ou I est le milieu de [BC]

Yot Xe _ . Vet Ve _S.z;tze ZZJ
) 27 2

Le point I a pour coordonnées [

2— 2 2 4
Le vecteur EAI a donc pour coordonnées (E(x, —x)=-2=(y,-»,) :g;g(zl —z,)= EJ
X—x,=x-3
Notons G(x; y;z). D’une part les coordonnées de AG sont AG y=y,=y .

z—Z,=2Z
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x=3=-2

L’égalité AG = %Z implique §y = —g . On retrouve bien les corodonnée de G(l;—%;%)

z=

3
Exercice n°11
Xp—X, =2 Xe—Xx, =2

1) On calcule les coordonnées des vecteurs AB Y=y, =—2et AC Yo=Yy, =1 .Les vecteurs AB et AC ne sont

Zp—2Z,=2 zo—2z,=-10
2k =2
pas colinéaires car il n’existe pas de réel k unique satisfaisant aux trois conditions {—2k =1 . Les points A,B et C ne
2k =-10
sont donc pas alignés.
X, =X, =x=2 3(x,—x,)=3x—6 2(xy—x,)=4
2) a) Notons D(x;y;z). Alors AD Yp—y,=y—1 donc 34D 3(yD—yA):3y—3. Comme 2AB 2(yB —yA)=—4
Zy—z,=z-3 3(zD—zA):3z—9 2(ZB—ZA):4
2
x=2
Xo—x,=0 4+3x-6=0 3
et BC Yo=Yy =3 ,Iégalité 2AB+3AD = BC entraine —4+3y-3=3 < yz? . Ainsi D(%;?;—%} .
Zo—2zp,=-12 4+3z-9=-12 7
E)

+ + +
b) Les coordonnées du milieu E de [BC] sont (xE = % =4y, = % = %;ZE = % = —lj

¢) 1°° méthode : Le point F centre de gravité du triangle ABC est le barycentre du systéme {(A;l);(B;l);( C;l)} .

Ixx, +1xx, +1xx. 10
xF: = —
I+1+1 3
Ainsi szlxyA—i-lxyB—i-lxyC zg
1+1+1 3
Ixz, +1xz, +1xz, 1
Zp = =—
1+1+1 3
2™ méthode : On aurait pu utiliser ’égalité vectorielle AF = %A—E vérifiée par le point F.
X, —X;=2-Xx 3(xA—xG):6—3x Xp—X;=4-Xx
d) Notons G(x;y;z). Alors GA|y, -y, =1-y donc 3G4 3(y,—vs)=3-3y. De plus GB|y, —y, =—1-y donc
zZ,~2;=3-z 3(ZA—ZG):9—3Z Zp—2,=5-z2
2(xy—x5)=8-2x Xo—X.=x—4
2GB 2(yB—yG)=—2—2y.EnﬁnC—GyG—yC=y—2
2(ZB—ZG)=10—22 Zo—zp=2z+7
6-3x—(8-2x)=x-4  (2x=2 |*7!

De I’égalité 3GA-2GB = CG, on déduit 3—3y—(—2—2y)=y—2<:> 2y=7 & y:% . Ainsi G(l;%;—4)
9-3z—(10-2z)=z+7 2z2=8 | ___4
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Exercice n°12
Xg—x,=2 Xo—x,=4

On calcule les coordonnées de AB Y=y, =3et AC Ye—y,=06.Puisque AC=24B , les vecteurs AB et AC sont
z,—z,=4 Z.—2z,=8

colinéaires, donc les points A,B et C sont alignés.

Exercice n°13

ABCD est un parallélogramme si et seulement si AB=DC.

3
Xp—X, =—§
Les coordonnées de AB sont AB|y,—y,=-1. Si on note D(x;y;z), les coordonnées de DC sont
9
Zp—Z,=——
3 3
—x=—= xX==
Xe=X==X 2 2
Ryc—y:—S—y.L’égalité AB = DC entraine donc { —5—y=—1< y=—4.
Z,—2z=3-z 3_22_2 Z:1_5
2
. 3 15
Les coordonnées de D sont donc | D E;_ ;?
Exercice n°14
Xg—x,=-2 xo—x,=1 x,—x,=0

On calcule les coordonnées des vecteurs AB yve=y,=1, AC Ve—=y,=0 et AD yp—=y,=1

Zp—Z,=— Zp—Z,=——
B A4 C A D
2 2

D’aprés leur coordonnées, on constate que AD = AB + ZZE, ce qui implique que le point D appartient au plan formé
par les trois autres points A,B,C, donc que A,B,C et D sont coplanaires

Exercice n°15

1) Un vecteur normal au plan P est le vecteur n(1;3;-1)
2) a) Un point M de P est, par exemple M (0;0;7)

b) Le point L(1;-1;2) appartient au plan P si et seulement si ses coordonnées vérifient I’équation du plan P.

On calcule x, +3y, —z, +7=1+3x (—1) —2+7=3#0. Les coordonnées de L ne vérifiant pas 1’équation du plan P,
le point L n’appartient pas a P

¢) Le point N(2;5;z) appartient au plan P si et seulement si ses coordonnées vérifient 1’équation du plan P, donc si et
seulement si x, +3y, -z, +7=0&24+3x5-2z+7=0<> z=24 . Le point N est donc N(2;5;24)
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Exercice n°16
1) Un vecteur normal au plan P est le vecteur n(2;1;1)

2) Notons A4(x,;y,;z,). Si A appartient & I’axe des abscisses (Ox), alors y, =z, =0. Si de plus A appartient au plan P,

ses coordonnées vérifient I’équation de P, a savoir 2x,+y,+z,=6< 2x, =6 < x, =3. Ainsi A(3;O;O)

b) Notons B(xB;yB;zB). Si B appartient a I’axe (Oy), alors x, =z, =0. Si de plus B appartient au plan P, ses

coordonnées vérifient 1’équation de P, & savoir 2x, + y, +2z, =6 < y, = 6. Le point B est donc |B(0;6;0)

¢) Notons C(xc; yc;zc). Si C appartient a ’axe (Oz), alors x.=y.=0. Si de plus C appartient au plan P, ses

coordonnées vérifient 1’équation de P, & savoir 2x + y. + 2z, =6 < z, = 6. Le point C est donc [C(0;0;6)

3) figure ci aprés z

or(n;0.6)
Exercice n°17
Xz—x,=5 xXo—x,=4 X, =X, =5

1) On calcule les coordonnées des vecteurs AB yp—y,=-1, AC YVe—y,=—1let CD Yp—Yo=-1

Zp—z,=-5 Zo—2z,=-3 Zp—2o=-5
Sk=4
2) a) AB et AC ne sont pas colinéaires car il n’existe pas de réel k unique satisfaisant aux trois conditions < —k = —1
—Sk=-3

b) A la lecture de leur coordonnées, on constate que AB=CD , donc que (AB)//(CD)

3)a)Oncalcule: 2x,+5y,+z, :2x(—3)+5x4+6:—6+20+6=20 puis

2x, +5y, + 2, =2%2+45x3+1=4+15+1=20, 2x, +5y, +z, =2x1+5x3+3=2+15+3=20
2x,+5y, + 2, :2x6+5x2+(—2):12+10—2:20.Les coordonnées de A,B,C et D vérifient donc cette équation.

b) Si A,B et S sont alignés, alors les vecteurs AB et A—isont_colinéaires. I1 existe donc £ e R tel que AS =tAB

X=X, =x+3 x+3=>5¢ x=5t-3
Notons S(x;y;z). Alors AS Vs —y,=y—4,ctde’égalité AS =t AB on déduit yv=—4=— &y=—t+4
zg—z,=2z—6 z—6=-5¢t z=-5t+6

Mais puisque x; =7, onaura alors 5t =3 =7 <t =2. Le point S est donc |S (7; 2; —4)

¢) Si O,F et P sont alignés, alors les vecteurs OF et OP sont colinéaires.
Il existe donc t € R tel que OP = tOF . Notons P(x;y;z) .

Xp—X, =X Xp—x,=1 x=t
Alors aﬁyp—yO =y et OF Vi — Yo =1.De I’égalité OP =tOF on déduit y=t
Zp—Z,=12Z Zp—zo=1 z=t

20 5 555
Mais puisque le point P vérifie 1’équation de (E) on doit avoir 2t +5t+f =20t = 2 = 5 Ainsi P(—;E;—j
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Exercice n°18
Un vecteur normal au plan B, : —x+ y+2z—1=0 est le vecteur ;1(—1;1;2)

Un vecteur normal au plan P, : 3x—y =0 est le vecteur ;2(3;—1;0)
Un vecteur normal au plan P, : 2y —1=0 est le vecteur 773(0; 2;0)
Un vecteur normal au plan P, : 2x—z+3 =0 est le vecteur ;4(2;0;—1)
Exercice n°19
1) Si ﬁ(3; 2; 1) est un vecteur normal au plan P, celui-ci a une équation de la forme P : 3x+2y+z4+d =0

On utilise les coordonnées du point A(2;-3;5) pour déterminer d. 3x,+2y,+z,+d =0<d =-3x,-2y,—z,, c’est-

a-dire d=—3x2—2><(—3)—5:—5.L’équationde P estdonc |F : 3x+2y+z-5=0

2) Si ﬁ(5;3; 2) est un vecteur normal au plan P, , celui-ci a une équation de la forme P, : 5x+3y+2z+d =0

On utilise les coordonnées du point A(4;-2;1) pour déterminer d. 5x,+3y,+2z,+d =0 d =-5x, -3y, -2z,

c¢’est-a-dire d:—5><4—3x(—2)—2><1:—16.L’équation de P, estdonc [P, : S5x+3y+2z-16=0

3) Si ﬁ(O; 2;1) est un vecteur normal au plan P, celui-ci a une équation de la forme P, : 2y+z+d =0

On utilise les coordonnées du point A(1;1;0) pour déterminer d. 2y, +z,+d =0 d=-2y,—z,, ¢ est-a-dire

d =-2x1-0=-2.L’¢quationde P, estdonc |P, : 2y+z-2=0

Exercice n°20
1) Un vecteur normal au plan P d'équation : 2x —3y+6z—-18=0 est 71 (2; -3; 6)

2) Si le plan P’ est paralléle au plan P, alors 7 (2; -3; 6) est aussi un vecteur normal a P’ qui aura donc une €quation de

la forme 2x—3y+6z+d =0. On détermine d grace aux coordonnées du point B(6 ;-4 ;-4) :

2x, =3y, +6z,+d =0 d=-2x,+3y, -6z, =0.L’équation de P’ est donc |2x—3y+6z:0|

Exercice n°21
Notons A(x;y;z).Si AB et ii sont colinéaires, il existe € R tel que 4B =1n

Xp—x,=6—x 2t 6—x=2t x=6-2t
On calcule AB Y=y, =—4-yet tn|-3t. De I’égalité AB = t7i , on déduit 4-y=-3ty=3t-4
Zp,—z, =4~z 6t —4—-z=06t z=—4-06¢

Mais si A est un point du plan P, ses coordonnées vérifient I’équation de P, a savoir 2x, —3y, +6z,—18 =0 ,donc

2(6—2t)—3(3t—4)+6(—4—6t)—18:0<:>—49t:18<:>tz—%
49 49
1 2
Le point A est donc § y =3x ——8 —4:_ﬂ
49 49
z=—4-6 _18 :—ﬁ
49 49
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La distance entre les plans paralléles P et P’ est donnée par

AB:HE“Z\/(XB —x, ) (v =y (2 -2,
2 > >
:\/(6—?):))_()) +(_4+2_50j _{_(_4_{_%)

:\/1296 , 2916 11664 :\/15876 :\/324 _

2401 2401 2401 V2401 V49 |7

Exercice n°22

1) Un vecteur normal du plan P d'équation 2x+y—z =35 est 7, (2;1;—1). Un vecteur normal du plan P’ d'équation

1 1 - 1 1 . - 1 1
—x+—y——z=7 est n,| —1;—;——|. Les vecteurs 7, (2;1;—1) et n,| —l;—;—— | n’étant pas colinéaires (il n’existe
2 2 2 2 2 2

2k =-1
pas de réel k unique satisfaisant a la fois < 1xk = 5 ), les deux plans P et P’ ne sont pas paralléles
1
(-)xk=-=
2

2) Un vecteur normal du plan P d'équation x+3y—5z=4 est 7, (1;3;—5) . Un vecteur normal du plan P’ d'équation
-3x-9y+15z=—6 est n, (—3;—9;15) . Puisque 1, =-3n,, les vecteurs 7, et 7, sont colinéaires, donc les deux plans
P et P'sont paralléles.
3) Un vecteur normal du plan P d'équation x+3y—2z =8 est 7, (1;3;—2) . Un vecteur normal du plan P’ d'équation
—4x—12y+8z=-32 est 7i,(—4;—12;8). Puisque 7, =47, les vecteurs 7, et 7, sont colinéaires, donc les deux
plans P et P'sont paralléles
Exercice n°23
Xp—x,=1 Xo—Xx,=-2
1) On calcule les coordonnées des vecteurs AB Ve—y,=-1, AC Ve—y,=1
zp,—2z,=1 zo—z,=0
Les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires car il n’existe pas de réel £ unique satisfaisant aux trois conditions
k=-2
—k =1 . Les points A,B et C ne sont donc pas alignés, donc définissent un plan (ABC).
k=0
a
b) Notons n|b les coordonnées d’un vecteur normal a (ABC)

c
Puisque Eﬁzo,ona 1><a+(—1)><b+lxc:0c>a—b+c=0

Puisque AC-ii=0,0na (—2)><a+1><b+0><c:0<:>—2a+b:0

a-b+c=0 . . o . .
Le systéme { 2g4B=0 de deux équations a trois inconnues admettant une infinité de solutions, on doit « fixer
—2a+b=
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arbitrairement » une valeur pour I’une quelconque des inconnues. L’énoncé nous conseille de choisir a=1

a=1 a=1 1
Le systéme devient alors {1-b+c=0<<Jc=b—1=1. Un vecteur normal a (ABC) est donc n|2.
2+b=0 b=2 1

¢) Une équation du plan (ABC) est alors x+2y+z+d =0. On détermine d en utilisant les coordonnées de 1’un des
points de ce plan, par exemple A(2 ;1 ;1). On obtient x, +2y,+z,+d=0=d=-x,-2y,—z,=-2-2-1=-5

Une équation du plan (ABC) est alors |x +2y+z-5= 0| .

2) Une équation de (ABC) étant de la forme ax+by+cz=d , les coordonnées de A,B et C vériant cette équation de
plan, nous permettent de dresser le systeme de trois équations a 4 inconnues :

ax,+by,+cz,+d=0 2a+b+c+d=0

axy +by, +cz, +d=0<93a+2c+d=0

ax. +by. +cz. +d =0 2b+c+d=0

Ce systeme admettant une infinité de solutions, on doit « fixer arbitrairement » une valeur pour 1'une quelconque des
inconnues. On fixe par exemple @ = 1 Le systeme devient :

b+c+d=-2 L b+c+d=-2 L b+c+d=-2 L b=-2-c-d=2 L
2c+d=-3 L, 2c+d=-3 L, <4 2c+d=-3 L, <{d=-3-2c=-5 L,
2b+c+d=0 L, —-c—-d=4 L,=L, -2L c=1 L,+1L, c=1 L,+1L,

On retrouve alors I’équation |x+2y+z—-5=0

Exercice n°24

1) P et P’ admettent pour vecteurs normaux les vecteurs nT(cost;sint;—l) et Z(cos t;sin t;+1) .

Le produit scalaire n, -, =(cost)(cost)+(sinz)(sinz)+(~1)(1) = (cos?)’ +(sinz)” ~1=1-1=0 nous permet d’affirmer
que les plans P et P' sont perpendiculaires.

2) I’axe Ox est paralléle a P pour toutes les valeurs de ¢ pour lesquelles nT(cost;sin t;—l) , vecteur normal a P sera
orthogonal a tout vecteur directeur de I’axe Ox.

Un vecteur directeur de I’axe Ox est i(1;0;0). Le produit scalaire n -u (cost)><1+(smt)>< 0+(-1)(0)=cos?. Pour

t= 7r] n, -u=cost =0, donc I’axe Ox est paralléle a P.

2l
(cost)x+(sint)y—z=0
cost)x+(sint)y+z=0

b

3) Les coordonnées des points de la droite intersection des deux plans vérifient le systéme {

soit, par soustraction des deux lignes, {(;OStgx i (smt)y +z=0 & {(cosot)x " (smt)y =0 .
z= z=

x=A

Si t:5[7r] , puisque cost=0 et sinz=1, le systéme est équivalent a { y=0,4 R . Un vecteur directeur de la droite
z=0

intersection des deux plans est v (1;0; 0)

(cost)x+(sinz)y=0 x=-Atant

0 Sqy=4 ,A€R Un vecteur directeur de la droite intersection des deux plans
Z=

z=0

Si ti%[ﬁ],{

est V(—tan(t);l;O)

|(cost)(cost) (sint)(sin?) +3| |1+3|

4
4
\/(cost)2+(smt) +(—1)2 1 V2 e

4) La distance de A(cos ¢, sin ¢, -3) au plan P vaut

A.AFAADAS 220 a.afaadas@gmail.com




Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

Références

VVVVVVYVVVYVYVYVVVYYVYYVYYVY

A.AFAADAS

A pall BR00 aa) )l
2004 -1425 dxaks A il o slall daedi 4y ) AUl Al - disrigl) -zl Il QLS «—
1995/814 4zl dnaly)ll o shell dpeds 4, ) A0l Aol - digl) -l Nl S
2002 — 1422 dasks day ya3 o ke 4l 43l 2002 b Uy «—

A Hal) L aad yal)
1% S collection hyperbole Edition 2005, conformes au nouveau Bac
Mathématiques Premiere S-E ANALYSE EDITIONS MAGHARD N° Editeur : 8773-dépot
légal : juillet 1991

Les sites web
http://www.wicky-math.fr.nf/

http://xymaths.free.fr/Lycee/1S/Docs/Cours-Angles-Orientes-Produit-Scalaire.pdf

http://www.lyceedadultes.fr/sitepedagogique/pages/math1S.html

http://www.yann-angeli.fr/enseighement/premiere-s/premiere-s-1-2010-2011/

http://www.nathan.fr/webapps/cpg2-5/default.asp?idcpg=1375&idtype=2744

http://dominique.frin.free.fr/terminales/exos-terminaleS.htm

http://jgaltier.free.fr/Premiere S/sujets.htm

http://www.ac-grenoble.fr/lycee/vincent.indy/

http://www.mathematigues-web.fr/

http://chingatome.net/math/exercices/corriges/1S

http://xmaths.free.fr/

http://lamerci-maths-2nde.jimdo.com/

http://www.hexomaths.fr/index.htm

http://www.normalesup.org/~glafon/eiffel.html

http://exo7.emath.fr/index.html

http://mathematiques.daval.free.fr/

221 a.afaadas@gmail.com



http://www.wicky-math.fr.nf/
http://xymaths.free.fr/Lycee/1S/Docs/Cours-Angles-Orientes-Produit-Scalaire.pdf
http://www.lyceedadultes.fr/sitepedagogique/pages/math1S.html
http://www.yann-angeli.fr/enseignement/premiere-s/premiere-s-1-2010-2011/
http://www.nathan.fr/webapps/cpg2-5/default.asp?idcpg=1375&idtype=2744
http://dominique.frin.free.fr/terminales/exos-terminaleS.htm
http://jgaltier.free.fr/Premiere_S/sujets.htm
http://www.ac-grenoble.fr/lycee/vincent.indy/
http://www.mathematiques-web.fr/
http://chingatome.net/math/exercices/corriges/1S
http://xmaths.free.fr/
http://lamerci-maths-2nde.jimdo.com/
http://www.hexomaths.fr/index.htm
http://www.normalesup.org/%7Eglafon/eiffel.html
http://exo7.emath.fr/index.html
http://mathematiques.daval.free.fr/




	AZIZ
	Cours1S - Copie
	Cours1S - Copie.pdf
	Sans titre


	AATSCh04_Trigonometrie.pdf
	Chapitre 4 Term. S
	Fonctions sinus et cosinus
	Ce que dit le programme :
	I. Parité et périodicité d'une fonction
	II. Fonctions trigonométriques



	03_Generalites_sur_les_fonctions.pdf
	Définition
	Fonction numérique
	Ensemble de définition
	Comparaison de fonctions

	Parité d'une fonction
	Fonction Paire
	Fonction impaire

	Autres symétrie
	Symétrie par rapport à un axe vertical
	Symétrie par rapport à un point
	Des représentations déduites par symétrie

	Variation d'une fonction
	Résolution graphique
	Composée de deux fonction
	Définition
	Application
	Variation d'une fonction composée
	Variations de fonctions


	Sans titre
	pdf_geometrie_espace-2.pdf
	Vecteurs de l'Espace
	Extension de la notion de vecteur à l'Espace 
	Calcul vectoriel dans l'Espace
	Colinéarité, applications
	Coplanarité

	Repérage dans l'Espace
	Définition -- Coordonnées
	Calcul sur les coordonnées
	Colinéarité, coplanarité

	Distance, orthogonalité
	Distance entre deux points dans un repère orthonormé
	Relation d'orthogonalité de deux vecteurs


	03_Generalites_sur_les_fonctions.pdf
	Définition
	Fonction numérique
	Ensemble de définition
	Comparaison de fonctions

	Parité d'une fonction
	Fonction Paire
	Fonction impaire

	Autres symétrie
	Symétrie par rapport à un axe vertical
	Symétrie par rapport à un point
	Des représentations déduites par symétrie

	Variation d'une fonction
	Résolution graphique
	Composée de deux fonction
	Définition
	Application
	Variation d'une fonction composée
	Variations de fonctions


	limites_fonctions.pdf
	Limite à l'infini
	Limite infinie en +, en -
	Limite finie en +, en - – Asymptote horizontale

	Limite infinie en un réel a
	Opérations sur les limites
	Somme de deux fonctions
	Produit de deux fonctions
	Limite d'un produit
	Fonctions polynômes

	Inverse d'une fonction
	Quotient de deux fonctions
	Limite d'un quotient
	Fonctions rationnelles


	Limite d'une fonction composée
	Limite de la composée de deux fonctions
	Limite de la composée d'une suite et d'une fonction

	Théorèmes de comparaison
	Théorème « des gendarmes »
	Théorème de majoration et de minoration

	Limites et fonction exponentielle
	Limites de la fonction exponentielle
	Quelques limites importantes


	03_cours_derivation.pdf
	Un problème historique
	Le nombre dérivé
	Définition
	Exemples

	Fonction dérivée. Dérivée des fonctions élémentaires
	Fonction dérivée
	Fonction dérivée des fonctions élémentaires
	Règles de dérivation
	Tableau récapitulatif

	Interprétations géométrique et numérique
	Équation de la tangente
	Approximation affine
	Cinématique

	Sens de variation d'une fonction
	Aperçu géométrique
	Sens de variation
	Extremum d'une fonction
	Applications

	Optimisation
	Page vierge

	Page vierge
	pdf_limites_asymptote.pdf
	Rappels : Limites des fonctions usuelles
	Opérations sur les limites
	Somme de deux fonctions
	Produit de deux fonctions
	Limite d'un produit
	Fonctions polynômes

	Quotient de deux fonctions
	Limite d'un quotient
	Fonctions rationnelles


	Asymptotes
	Asymptote verticale
	Asymptote horizontale
	Asymptote oblique

	Quelques compléments
	Limite d'une fonction composée
	Théorèmes de comparaison

	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge

	Page vierge
	09_Le_produit_scalaire_et_ses_applications - Copie.pdf
	Définitions et propriétés
	Définition initiale
	Définition dans un repère orthonormal
	Définition projective
	Propriétés
	Projection
	Applications
	En physique
	Lignes de niveau


	Relations métriques dans un triangle
	Relation d'Al Kashi
	Relation des sinus
	Théorème de la médiane

	Trigonométrie
	Formules d'addition
	Formules de duplication
	Formules de linéarisation


	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	coursproduitscalaire_TS.pdf
	Définition du produit scalaire et conséquences immédiates
	Quelques rappels sur le produit scalaire dans le plan
	Définition analytique du produit scalaire (dans l'espace)
	Vecteurs orthogonaux
	Autres caractérisations du produit scalaire

	Propriétés du produit scalaire
	Applications du produit scalaire dans l'espace
	Equation cartésienne d'un plan
	Systèmes et Intersection dans l'espace
	Intersection d'une droite et d'un plan
	Intersection de deux droites
	Intersection de deux plans
	Intersection de trois plans



	suites - Copie.pdf
	Exercices
	Définition de suites
	Sens de variation d'une suite
	Majoration, minoration
	Suites arithmétiques
	Suites géométriques
	Suite "arithmético-géométrique"
	Augmentation de loyer
	Suites et représentation graphique

	Aide
	Sens de variation d'une suite
	Majoration, minoration
	Suites arithmétiques
	Suites géométriques
	Suite "arithmético-géométrique"
	Augmentation de loyer

	Correction
	Définition de suites
	Sens de variation d'une suite
	Majoration, minoration
	Suites arithmétiques
	Suites géométriques
	Suite "arithmético-géométrique"
	Augmentation de loyer
	Suites et représentation graphique


	LIMITES.pdf
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge

	etude_fct_rat_multiples1.pdf
	Étude d'une fonction rationnelle
	Étude d'une fonction rationnelle
	Étude d'une fonction rationnelle
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge
	Page vierge

	Page vierge
	1s_ex_barycentres_2.pdf
	Page vierge


	,: 
	2: 


