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1- Proposition et fonction propositionnelle Exercice 5

Donner la valeur de vérité et la négation de chacune des propositions suivantes :
Y
P:(VxeRH(VyeRY) i x#y — —— % ——
(rERIWyERD sx2y = o=
Q:(Vx22)(Vy>2):8+x*+)y" —4x—4y=0 = (x=20uy=2)

Exercice 1

Exprimer les propositions suivantes a I'aide des quantificateurs et des connecteurs lo-
giques :
1) « Tout entier naturel est pair ou impair » Exercice 6

2) « Aucun entier naturel n’est supérieur a tous les autres » Prouver les implications :

3) « Il existe un nombre rationnel strictement supérieur a son carré » xX+y+18
. . > 1. \V’x,yE]R+;\/§+\/§=—=>(x=y:9)
4) « Lafonction f est croissante sur l'intervalle I » 6
5) « La fonction f est constante sur U'intervalle I » 2.(Vx€R): 2<x <4 — 1 < 1 <1
3 x-1

6) « Le carré de tout nombre réel non nul est strictement positif » 1 s

3. V(x;y) R : (X>3ety2§) — o<ty
4 x y

7) « Un multiple de 18 est un multiple de 6 » 3

Exercice 2 Exercice 7

Donner la valeur de vérité et la négation de chacune des propositions suivantes :

Plz(Vx>0):2x+i22
2x

En utilisant un raisonnement par contraposée, montrer que :

. . . 2y . 2 _ 2
P x>0 Lax Pyt (YVry) € (40 : x %y — x%—2x % y2 — 2y
X

Py:(Vx€R)(VYER): (x£00uy=0) = x*+y*=0

Py:(VteR) : #—t+1<0 s 9
P:(VxeER): x> +x*—2x<0 = x<1

Py:(YmeN)(FneN): m=2n+1

e X ) P: (V) ER) :xzy = (x+1(y-1)=(x-1(y+1)

P, : (VxeR)(FyeR) :8x—y=4
’ Py: (V(x;9) ER? : (xy £ lety#x) = X y

xX+x+1 Y +y+1
P6:(\fxE]Rj)(VyEIRj)(VzEIRj):x2+yz+z2<2:l+l+l:tL
x y z xyz

Po:(V(x;9) €ERY) 1 1<x+y<2 = |x+y| <2
Exercice 3

On considére la proposition: R : (Vy €ER)@Ax €R) : x* +xy+y*=0

o . Exercice 8
1.) Donner la négation de la proposition R.
2.) En déduire que la proposition R est fausse. a,b et c trois nombres réels quelconques, Montrer que:a+b >c¢ = <a > % oub > %)
‘ 2- Implication et contrapposée 3- Equivalence ‘
Exercice 4 Exercice 9
Déterminer la valeur de vérité de la proposition : Déterminer la valeur de vérité de la proposition: P : (Vx€R) : x<0 < x°<0

1 1
P:(—2<x<6)=(—< <1)
3 Jx+3
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Exercice 10 \ 5- L’absurde
Montrer que : Exercice 17

1. (Vx€R) : yx*+4-22>0

2. (Vx20): Vx+8+Vx+3=5 — x=1

3. (V(x;y)e]RZ:\/m+ Y2+4=4 < (x=0ety=0)

4. (Vx> 1DVy>-5) : 2Vx —14+4Jy+5=94+x+y < (x=2ety=—1)

Soient a, b et ¢ des réels dans [2; +oo tels que : ab < ¢. Montrer que :a + b < c.

Exercice 18

Montrer par I’absurde que :
6n+5
1.(VvneN) : ¢ N 2.(‘v’xE]R—{ : -
5. (@b e (-1 -1« 22y an+2 3V 3x-273
1+a 3.(VvneN) : Jn2+7n+12¢ N 4 (VxER) :x2+1-120
59(x,9) ER* : (x #00uy #0) = x?+1+~y*+1%2

Exercice 19

2 4x+1 4
_)- +

Exercice 11

Soit (x;y) € R?; on considére les fonctions propositionnelles :

P(x;y):|x+y|S\/ﬁ Jyi+1 ; Q) t (¥ +1—y*+1< [x =yl
Montre que : P(x:y) < O(x:y) Soit a € IN*; montrer que a* + 1 n’est pas un carré parfait.

Exercice 12 Exercice 20

: * 3 3 _ >
a et b deux réels. On considére les deux fonctions propositionnelles : Soit x,y € Q" tels que x°y + xy” = 8, Montrer par I'absurde que x # y.

F(x) : x*+2ax+b=0 ; G(x):x*+2bx+a=0 Exercice 21

Etablir ’équivalence suivante : [(3x € R) : F(x) et G(x)] < 4(a+b) = -1 1. Montrer par Iabsurde que Iéquation (F) : 4x* + 2x% + x =5 = 0

Exercice 13 n’a pas de solutions dans IN.
Soit x et y deux éléments de I'intervalle [—1; 1]. Exercice 22
x+y\2
Montrer que : 1 —x%+/1—3%2<2\[1— (Ty) Soit n € IN*; montrer que 'équation (E) : 2nx? —2(n* + Dx — (n*+1) =0

n’a pas de solution dans Q.

4-Disjonction des cas

Exercice 23

Exercice 14
- 1) Montrer que : (Vn € N* = {1D(3(p,q) € N?) n=21(2p+1)

Par disjonction de cas, montrer que : 2) Montrer que : (Yn € N* —{1}) : 1+ % + % +oeet 1 ¢N
n

. — (1% . .62
1. (Vk €N) : cos(kr) = (—1) ; 2. (VxeR): x*—x*+2>0 Exercice 24

Exercice 15 . ) ,
Soit a un nombre réel. Montrer par I'absurde que : [(Ve >0) : a| <e] = a=0

Résoudre dans R :

Exercice 25
1. yx2=9>x-3; 2. Jx—2—-Jx—-10=+x-7; 3. |x—1+]3-x=14 -

1) Déterminer les restes de la division euclidienne d’un carré parfait par 3

Exercice 16
2) En déduire que pour tout entier natureln,ona:v3n+2 ¢ N

1) Montrer que : pour tout n € N; n(n + 1)(n + 2) est multiple de 3.

2) Déduire que pour tout n € IN*; n® — n est multiple de 3.
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Exercice 26

Soit la proposition :

(P) : (Yn € N) : 3 divise n? = 3 divisen
1) Déterminer la négation de (P)

2) Ecrire (P) en utilisant la contraposée

3) Montrer que la proposition (P) est vraie
4) Montrer par I'absurde que v/3 & Q

Exercice 27

1) Montrer par I'absurde que : V5 & Q
2) En déduire que V(a,b) € Q% : [a+bV5=0 = a=b=0]

‘ 6- Principe de récurrence

Exercice 28

Soitn € N* — {1}.
244 f+1

=>\/H_1S2n73

1) Montrer que :

on—4 \f —
2) Montrer par récurrence que : (Vn € N* —{1,2,3}) : zrl;—::l < n\/—ﬁl
Exercice 29
Soitaunréel : a = 1.
1) Montrer que: (Yn € N*) : 1+a+a?+ - +a"1 = 11%6;”
2) Déduire que (Vn € N¥) : (1 - %)n X (1 + %) <1

Exercice 30

+1)2n+1
1) Montrer que : (Yn € N*) : 12+22+---+nzzw

2) Déduire que : (Vn € N*) : 3 divise n(n + 1)(2n + 1)
Exercice 31

Montrer que pour toutn € N :
4n+l -1
3

7]

L 1+4+4°++4"=

2. 1+25+3++n’=
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3. 142422428+ 427 =211
414ty Lo +l:§<1— 1)

3 32 33 3n 2 3n+1
Exercice 32

1) Montrer que: (Yn € N*) : n® +6n® +n+4 = (n+1)*(n+4)

2) Montrer par récurrence que : Yn € N* Zn: L nn +3)
e écu ue : : =
P 4 Hk(k+1D)(k+2) 4n+1)(n+2)

Exercice 33

On pose pour toutn € N*: S, = 12 — 22 + 32 — 42 + ... + (-=1)""1n?
nn+1
Montrer par récurrence que : (Vvn € N*) S, = ( )( 1)+t

Exercice 34

Montrer par récurrence que pour toutn € N :

4 4\? 4\ 4\"  4x5" —(54n)x 4"
-+z(-) +3(-) +--~+n<—) -
5 5 5 5 5n

Exercice 35

1) Montrer que (Ym e N*) vm+1—-ym <

m+1
1 1 1
2) Montrer par récurrence que : (Yn € N*) : 1+ —+—+-+-—=2>n
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