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1- Proposition et fonction propositionnelle

Exercice 1
Exprimer les propositions suivantes à l’aide des quantificateurs et des connecteurs lo-
giques :
1) « Tout entier naturel est pair ou impair »
2) « Aucun entier naturel n’est supérieur à tous les autres »
3) « Il existe un nombre rationnel strictement supérieur à son carré »
4) « La fonction 𝑓 est croissante sur l’intervalle 𝐼 »
5) « La fonction 𝑓 est constante sur l’intervalle 𝐼 »
6) « Le carré de tout nombre réel non nul est strictement positif »
7) « Un multiple de 18 est un multiple de 6 »

Exercice 2
Donner la valeur de vérité et la négation de chacune des propositions suivantes :

𝑃1 ∶ (∀𝑥 > 0) ∶ 2𝑥 + 1
2𝑥 ≥ 2

𝑃2 ∶ (∀𝑥 > 0) ∶ 1
𝑥 < 𝑥

𝑃3 ∶ (∀𝑡 ∈ ℝ) ∶ 𝑡2 − 𝑡 + 1 < 0
𝑃4 ∶ (∀𝑚 ∈ ℕ)(∃𝑛 ∈ ℕ) ∶ 𝑚 = 2𝑛 + 1
𝑃5 ∶ (∀𝑥 ∈ ℝ)(∃𝑦 ∈ ℝ) ∶ 8𝑥 − 𝑦 = 4
𝑃6 ∶ (∀(𝑥; 𝑦) ∈ ℝ2) ∶ 1 < 𝑥 + 𝑦 ≤ 2 ⟹ |𝑥 + 𝑦| ≤ 2

Exercice 3
On considère la proposition : 𝑅 ∶ (∀𝑦 ∈ ℝ)(∃𝑥 ∈ ℝ) ∶ 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 0
1.) Donner la négation de la proposition 𝑅.
2.) En déduire que la proposition 𝑅 est fausse.

2- Implication et contrapposée

Exercice 4
Déterminer la valeur de vérité de la proposition :

𝑃 ∶ (−2 < 𝑥 < 6) ⟹ (13 < 1
√𝑥 + 3 < 1)
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Exercice 5
Donner la valeur de vérité et la négation de chacune des propositions suivantes :
𝑃 ∶ (∀𝑥 ∈ ℝ+)(∀𝑦 ∈ ℝ+) ∶ 𝑥 ≠ 𝑦 ⟹ 𝑥

3 + 𝑥 ≠ 𝑦
3 + 𝑦

𝑄 ∶ (∀𝑥 ≥ 2)(∀𝑦 ≥ 2) ∶ 8 + 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 − 4𝑦 = 0 ⟹ (𝑥 = 2 ou 𝑦 = 2)
Exercice 6
Prouver les implications :

1. ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+; √𝑥 + √𝑦 = 𝑥 + 𝑦 + 18
6 ⟹ (𝑥 = 𝑦 = 9)

2. (∀𝑥 ∈ ℝ) ∶ 2 < 𝑥 < 4 ⟹ 1
3 < 1

𝑥 − 1 < 1

3. ∀(𝑥; 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ (𝑥 > 3 et 𝑦 ≥ 3
4) ⟹ 0 < 1

𝑥 + 1
𝑦 < 5

3
Exercice 7
En utilisant un raisonnement par contraposée, montrer que :

𝑃1 ∶ (∀(𝑥; 𝑦) ∈ (]1; +∞[)2) ∶ 𝑥 ≠ 𝑦 ⟹ 𝑥2 − 2𝑥 ≠ 𝑦2 − 2𝑦
𝑃2 ∶ (∀𝑥 ∈ ℝ)(∀𝑦 ∈ ℝ) ∶ (𝑥 ≠ 0 ou 𝑦 ≠ 0) ⟹ 𝑥2 + 𝑦2 ≠ 0
𝑃3 ∶ (∀𝑥 ∈ ℝ) ∶ 𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥 < 0 ⟹ 𝑥 < 1
𝑃4 ∶ (∀(𝑥; 𝑦) ∈ ℝ2) ∶ 𝑥 ≠ 𝑦 ⟹ (𝑥 + 1)(𝑦 − 1) ≠ (𝑥 − 1)(𝑦 + 1)
𝑃5 ∶ (∀(𝑥; 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ (𝑥𝑦 ≠ 1 et 𝑦 ≠ 𝑥) ⟹ 𝑥

𝑥2 + 𝑥 + 1 ≠ 𝑦
𝑦2 + 𝑦 + 1)

𝑃6 ∶ (∀𝑥 ∈ ℝ∗+)(∀𝑦 ∈ ℝ∗+)(∀𝑧 ∈ ℝ∗+) ∶ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 < 2 ⟹ 1
𝑥 + 1

𝑦 + 1
𝑧 ≠ 1

𝑥𝑦𝑧

Exercice 8
𝑎, 𝑏 et 𝑐 trois nombres réels quelconques, Montrer que : 𝑎 + 𝑏 > 𝑐 ⟹ (𝑎 > 𝑐

2 ou 𝑏 > 𝑐
2)

3- Equivalence

Exercice 9
Déterminer la valeur de vérité de la proposition : 𝑃 ∶ (∀𝑥 ∈ ℝ) ∶ 𝑥 ≤ 0 ⟺ 𝑥3 ≤ 0
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Exercice 10
Montrer que :

1. (∀𝑥 ∈ ℝ) ∶ √𝑥2 + 4 − 2 ≥ 0
2. (∀𝑥 ≥ 0) ∶ √𝑥 + 8 + √𝑥 + 3 = 5 ⟺ 𝑥 = 1
3. (∀(𝑥; 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ √𝑥2 + 4 + √𝑦2 + 4 = 4 ⟺ (𝑥 = 0 et 𝑦 = 0)
4. (∀𝑥 ≥ 1)(∀𝑦 ≥ −5) ∶ 2√𝑥 − 1 + 4√𝑦 + 5 = 9 + 𝑥 + 𝑦 ⟺ (𝑥 = 2 et 𝑦 = −1)
5. (∀(𝑎; 𝑏) ∈ (] − 1; 1[)2 ∶ −1 < 𝑎 + 𝑏

1 + 𝑎𝑏 < 1
Exercice 11
Soit (𝑥; 𝑦) ∈ ℝ2 ; on considère les fonctions propositionnelles :
𝑃(𝑥; 𝑦) ∶ |𝑥 + 𝑦| ≤ √𝑥2 + 1 + √𝑦2 + 1 ; 𝑄(𝑥; 𝑦) ∶ √𝑥2 + 1 − √𝑦2 + 1 ≤ |𝑥 − 𝑦|
Montre que : 𝑃(𝑥; 𝑦) ⟺ 𝑄(𝑥; 𝑦)
Exercice 12
𝑎 et 𝑏 deux réels. On considère les deux fonctions propositionnelles :
𝐹(𝑥) ∶ 𝑥2 + 2𝑎𝑥 + 𝑏 = 0 ; 𝐺(𝑥) ∶ 𝑥2 + 2𝑏𝑥 + 𝑎 = 0
Établir l’équivalence suivante : [(∃𝑥 ∈ ℝ) ∶ 𝐹(𝑥) et 𝐺(𝑥)] ⟺ 4(𝑎 + 𝑏) = −1
Exercice 13
Soit 𝑥 et 𝑦 deux éléments de l’intervalle [−1; 1].
Montrer que : √1 − 𝑥2 + √1 − 𝑦2 ≤ 2√1 − (𝑥 + 𝑦

2 )
2

4-Disjonction des cas

Exercice 14
Par disjonction de cas, montrer que :
1. (∀𝑘 ∈ ℕ) ∶ cos(𝑘𝜋) = (−1)𝑘 ; 2. (∀𝑥 ∈ ℝ) ∶ 𝑥6 − 𝑥2 + 2 > 0
Exercice 15
Résoudre dans ℝ :
1. √𝑥2 − 9 ≥ 𝑥 − 3 ; 2. √𝑥 − 2 − √𝑥 − 10 = √𝑥 − 7 ; 3. |𝑥 − 1| + |3 − 𝑥| = 14
Exercice 16
1) Montrer que : pour tout 𝑛 ∈ ℕ ; 𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 + 2) est multiple de 3.
2) Déduire que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ ; 𝑛3 − 𝑛 est multiple de 3.
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5- L’absurde

Exercice 17
Soient 𝑎, 𝑏 et 𝑐 des réels dans [2; +∞[ tels que : 𝑎𝑏 ≤ 𝑐. Montrer que : 𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑐.
Exercice 18
Montrer par l’absurde que :
1. (∀𝑛 ∈ ℕ) ∶ 6𝑛 + 5

4𝑛 + 2 ∉ ℕ 2. (∀𝑥 ∈ ℝ − {23}) ∶
4𝑥 + 1
3𝑥 − 2 ≠ 4

3
3. (∀𝑛 ∈ ℕ) ∶ √𝑛2 + 7𝑛 + 12 ∉ ℕ 4. (∀𝑥 ∈ ℝ) ∶ √𝑥2 + 1 − 1 ≥ 0
5. ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ (𝑥 ≠ 0 ou 𝑦 ≠ 0) ⟹ √𝑥2 + 1 + √𝑦2 + 1 ≠ 2
Exercice 19
Soit 𝑎 ∈ ℕ∗ ; montrer que 𝑎2 + 1 n’est pas un carré parfait.

Exercice 20
Soit 𝑥, 𝑦 ∈ ℚ∗ tels que 𝑥3𝑦 + 𝑥𝑦3 = 8 , Montrer par l’absurde que 𝑥 ≠ 𝑦 .
Exercice 21
1. Montrer par l’absurde que l’équation (𝐹 ) ∶ 4𝑥4 + 2𝑥2 + 𝑥 − 5 = 0
n’a pas de solutions dans ℕ.

Exercice 22
Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ ; montrer que l’équation (𝐸) ∶ 2𝑛𝑥2 − 2(𝑛2 + 1)𝑥 − (𝑛2 + 1) = 0
n’a pas de solution dans ℚ.
Exercice 23
1) Montrer que : (∀𝑛 ∈ ℕ∗ − {1})(∃(𝑝, 𝑞) ∈ ℕ2) 𝑛 = 2𝑞(2𝑝 + 1)
2) Montrer que : (∀𝑛 ∈ ℕ∗ − {1}) ∶ 1 + 1

2 + 1
3 + ⋯ + 1

𝑛 ∉ ℕ
Exercice 24
Soit 𝑎 un nombre réel. Montrer par l’absurde que : [(∀𝜖 > 0) ∶ |𝑎| < 𝜖] ⟹ 𝑎 = 0
Exercice 25
1) Déterminer les restes de la division euclidienne d’un carré parfait par 3
2) En déduire que pour tout entier naturel 𝑛, on a : √3𝑛 + 2 ∉ ℕ
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Exercice 26
Soit la proposition :
(𝑃) ∶ (∀𝑛 ∈ ℕ) ∶ 3 divise 𝑛2 ⟹ 3 divise 𝑛
1) Déterminer la négation de (𝑃)
2) Écrire (𝑃) en utilisant la contraposée
3) Montrer que la proposition (𝑃) est vraie
4) Montrer par l’absurde que √3 ∉ ℚ
Exercice 27
1) Montrer par l’absurde que : √5 ∉ ℚ
2) En déduire que ∀(𝑎, 𝑏) ∈ ℚ2 ∶ [𝑎 + 𝑏√5 = 0 ⟹ 𝑎 = 𝑏 = 0]

6- Principe de récurrence

Exercice 28
Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ − {1}.
1) Montrer que : 2

𝑛−4 + 1
2𝑛−4 ≤ √𝑛 + 1

√𝑛 − 1 ⟹ √𝑛 − 1 ≤ 2𝑛−3

2) Montrer par récurrence que : (∀𝑛 ∈ ℕ∗ − {1, 2, 3}) ∶ 2𝑛−4 + 1
2𝑛−4 ≤ √𝑛

𝑛 − 1
Exercice 29
Soit 𝑎 un réel : 𝑎 ≠ 1.
1) Montrer que : (∀𝑛 ∈ ℕ∗) ∶ 1 + 𝑎 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1 = 1 − 𝑎𝑛

1 − 𝑎
2) Déduire que (∀𝑛 ∈ ℕ∗) ∶ (1 − 1

𝑛2)
𝑛
× (1 + 1

𝑛) < 1
Exercice 30

1) Montrer que : (∀𝑛 ∈ ℕ∗) ∶ 12 + 22 + ⋯ + 𝑛2 = 𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
6

2) Déduire que : (∀𝑛 ∈ ℕ∗) ∶ 3 divise 𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
Exercice 31
Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ :
1. 1 + 4 + 42 + ⋯ + 4𝑛 = 4𝑛+1 − 1

3

2. 1 + 23 + 33 + ⋯ + 𝑛3 = [𝑛(𝑛 + 1)
2 ]

2
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3. 1 + 2 + 22 + 23 + ⋯ + 2𝑛 = 2𝑛+1 − 1
4. 1 + 1

3 + 1
32 +

1
33 + ⋯ + 1

3𝑛 = 3
2 (1 −

1
3𝑛+1)

Exercice 32
1) Montrer que : (∀𝑛 ∈ ℕ∗) ∶ 𝑛3 + 6𝑛2 + 9𝑛 + 4 = (𝑛 + 1)2(𝑛 + 4)
2) Montrer par récurrence que : ∀𝑛 ∈ ℕ∗ ∶

𝑛
∑
𝑘=1

1
𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2) =

𝑛(𝑛 + 3)
4(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

Exercice 33
On pose pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ : 𝑆𝑛 = 12 − 22 + 32 − 42 + ⋯ + (−1)𝑛−1𝑛2
Montrer par récurrence que : (∀𝑛 ∈ ℕ∗) 𝑆𝑛 = 𝑛(𝑛 + 1)

2 (−1)𝑛+1

Exercice 34
Montrer par récurrence que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ :

4
5 + 2 (45)

2
+ 3 (45)

3
+ ⋯ + 𝑛 (45)

𝑛
= 4 × 5𝑛+1 − (5 + 𝑛) × 4𝑛+1

5𝑛
Exercice 35
1) Montrer que (∀𝑚 ∈ ℕ∗) √𝑚 + 1 − √𝑚 ≤ 1

√𝑚 + 1
2) Montrer par récurrence que : (∀𝑛 ∈ ℕ∗) ∶ 1 + 1

√2
+ 1
√3

+ ⋯ + 1
√𝑛

≥ √𝑛
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(5 (اࠍ੆ھ ዛَኞ٭ِھٍ﴾ زوَْجٍۭ


